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VBorrede zur erften Auflage. 


Nicht ohme Zagen jchide ich hier den erften Theil meiner elementaren Bes 
arbeitung der Ingenieur und Mafchinenmechanif in die Welt. Obwohl ich 
mir jagen kann, daß ich bei diefer Schrift mit aller möglichen Sorgfalt und 
Bedachtſamkeit zu Werke gegangen bin, jo befürchte ich dennoc), den Wins 
hen Aller in ihr nicht entiprechen zu können. Die Anfichten, Wünſche und 
Ansprüche find nun einmal jo jehr verſchieden, daß es nicht möglich ift, fie 
alle zu befriedigen. Mancher wird das eine Gapitel zu ausführlich, Mancher 
wird e8 zu kurz finden; Einige werden in der Behandlung gewiſſer Materien 
eine höhere Wiſſenſchaftlichkeit vermiſſen, während Andere vielleicht gerade 
hierin eine größere Popularität gewünjcht hätten. Indeß vieljährige Studien, 
vielfacher Unterricht und mannigfaltige Beobadjtungen und Erfahrungen ha— 
ben mich nun einmal auf die Methode geführt, nad) welcher das vorliegende 
Werk bearbeitet ijt, und welche ich für den beabfichtigten Zweck als die an- 
gemeſſenſte halte. 

Mein Hauptbeftreben bei Bearbeitung dieſes Werkes war darauf ge- 
richtet, die größte Emfachheit bei der Entwidelung und Beweisführung zu 
erzielen und alle in der Anwendung auf die Praris wichtigen Säge nur mit 
Hülfe der niederen Mathematit abzurhandeln. Wenn man beridjichtigt, 
welche mannigfadye Kenntnifje ein Technifer ſich anzueignen hat, um in fei- 
nem Fache etwas DTüchtiges zur leiften, jo muß es ung, als Yehrer und 
Schriftfteller für Techniker, eine Pflicht fein, das gründliche Studium der 
Wiſſenſchaft durch Vereinfahung im Bortrage, durch Befeitigung alles 
Ueberflüffigen und durch die Anwendung der befannteften und zugänglichften 
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Hilfslehren zu erleichtern. Ich habe deshalb aud) in dem vorliegenden 
Werke die Anwendung der Differenzial- und Integralrechnung gänzlich) ver- 
mieden. Wenn auch jegt die Gelegenheit zur Erlernung diefer Rechnung 
nicht jo felten mehr ift, jo ift es doch eine unbeftreitbare Thatjache, daß ohne 
immerwährende Uebung die nöthige Fertigkeit in Handhabung derjelben jehr 
bald verloren geht, und es deshalb manchen übrigens jehr tüchtigen Praktiker 
giebt, welcher mit der friiher erlernten Differenzial- und Integralrechnung 
nicht mehr umzugehen verſteht. Da id) mit manchen Schriftftellern, welche 
in populären Schriften die fchwierigeren Säge ohne Beweiſe mittheilen, nicht 
einerlei Meinung bin, jo habe id) es vorgezogen, praktiſch wichtige Säge 
ftet8 auf elementarem, wenn aud) zuweilen etivas weitläufigen Wege abzu- 
leiten oder zu beweifen. Man wird daher in diefem Werfe nur felten eine 
Formel ohne ihre Begründung hingejtellt finden. Einige ganz allgemeine 
Kenntniffe gewiſſer Yehren aus der Naturlehre, zumal aber eine gründliche 
Kenntniß der reinen Glementarmathematif, mitjfen wir allerdings bei dem 
Studium diefer Schrift vorausjegen. Vorzüglich bin ich bemitht gewefen, 
bei Bearbeitung diefes Werkes die vechte Mitte zwiſchen Generalifiven und 
Specialifiren zu halten. Obwohl id) die Vorzüge de8 Generalifirens nicht 
verfenne, fo bin ich dod) der Meinung, daß man in diefem Werke, wie bei 
jedem elementaren Vortrage, das allzu große Generalifiren zu vermeiden habe. 
Das Einfache kommt ja in der Praris häufiger vor als das Zuſammen— 
gefeßte. Auch ift nicht zu leugnen, daß in der Betrachtung des allgemeinen 
Falles oft die tiefere Kenntniß des fpecielleren Falles verloren geht, und daß 
es nicht felten leichter ift, aus dem Einfachen das Zufammengefegtere abzu- 
leiten, al8 aus dem Allgemeineren das Einzelne herauszuziehen. 

Man erwarte in der Ingenieur: und Majchinenmechanif feine Mafchinen: 
baulehre oder Maſchinenbaukunſt, jondern nur die Einleitung oder Vorberei- 
tungswiſſenſchaft zu diefer. Die Mechanik foll fid) inſofern zur Maſchinen— 
baufunft verhalten, wie die darftellende Geometrie zum Mafchinenzeichnen. 
Nach Erlangung der Kenntniſſe der Mechanik und der darftellenden Geome— 
trie Scheint e8 am zwedmäßigften zu fein, den Unterricht iiber Maſchinenbau— 
funft und den über Mafchinenzeichnen in einem Curſe zu vereinigen. 

Vielleicht wird nod) in Zweifel gezogen, daß es zwedmäßig fei, die In— 
genieur- und Mafchinenmechanit in zwei Theile, in einen theoretifchen und 
in einen angewandten, zu theilen. Wenn man beridjichtigt, daß dieſes 
Werk Unterricht über alle mechaniſche Verhältniffe der Baus und Majchinen- 
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lehre ertheilen ſoll, jo ftellt jich die Nitglichfeit, oder vielmehr die Nothwen— 
digkeit diefer Eintheilung von felbft heraus. Um ein Bauwerk und zumal 
um eine Majchine vollftändig beurtheilen zu können, find oft die verichieden- 
ften Lehren der Mechanik, 5. B. die der Reibung, die der Feſtigkeit, die der 
Trägheit, des Stoßes, des Ausfluffes u. ſ. w. in Anspruch zu nehmen, es 
it alfo das Material zum mechanischen Studium eines Bau- oder Mafchinen- 
werfes faft aus allen Theilen der Mechanik zufammtenzulefen. Da es num 
aber für den praftifchen Gebrauch viel zwedmäßiger iſt, die mechanischen 
Lehren über jede Mafchine im Zufammenhange ftudiren zu können, als fie 
aus fat allen Theilen der Mechanif zufammentragen zu müſſen, jo möchte 
die Nüglichfeit der gemachten Iheilung außer allem Zweifel fein. 

Immer die Anwendung im Praftiichen vor Augen habend, bin ich beim 
Auffegen diefes Werkes ftets bemüht geweſen, die vorgetragenen Yehren durch 
pafiende Beifpiele aus dem Yeben foviel wie möglich zu erläutern. Mit 
Recht kann ich aber auch behaupten, daß ſich diefes Werk durd) die große 
Anzahl und paſſende Auswahl durchgerechneter Beifpiele vor vielen ähnlichen 
Werfen auszeichnet. Nächftvem hoffe id) auch, daß die große Anzahl der 
forgfältig ausgeführten Figuren dem beabjichtigten Zwecke diefer Schrift jehr 
förderlich fein werde. Endlich muß ic; es der Verlagshandlung nod) bejon- 
ders Dank wiflen, daß fie dem Werke in aller Hinficht die vorzüglichite Aus» 
ftattung hat zu Theil werden laſſen. Auf die Nichtigkeit der Rechnungen 
ift eine befondere Sorgfalt verwendet worden; im der Kegel ift jedes Beiſpiel, 
und zwar nicht von einer und derjelben ‘Berfon, dreimal durchgerechnet wor— 
den. Es möchte daher nicht fo leicht fein, wejentliche oder anfehnliche Feh— 
fer in denfelben aufzufinden. In den Beispielen ſowie in den Formeln 
habe ich immer das preußifche Maaß und Gewicht zu Grunde gelegt, in der 
Erwartung, daß die größere Zahl der Leſer mit diefem zu vechnen gewohnt 
fein werde. Aber auch in Hinſicht auf die Gorrectheit des hier jo ſchwieri— 
gen Druckes möchte wenig zu wünſchen übrig bleiben. Die bis jegt gefun— 
denen Schreib und Druckfehler find dem Buche beigefügt. Ich glaube nicht, 
daß noch eine größere Ergänzung zu diefem Verzeichniſſe nöthig fein werde. 
Eine nähere Prüfung der Zeichnungen wird die Üeberzeugung herbeiführen, 
daß auch bei Ausführung diefer mit Sorgfalt zu Werfe gegangen iſt. 
Größere Zeichnungen, und zumal folche, welche Gegenftände nad) allen drei 
Raumdimenfionen abbilden, jind nad) der von mir zuerjt abgehandelten aro- 
nometrifchen Projectionsmethode (f. polytechn. Mittheilungen, Band I, Tiibin- 
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gen 1845) ausgeführt. Dieſe Zeichnungsmethode hat mit der iſometriſchen 
Perſpective gleiche Borzüige, zeichnet ſich aber von dieſer noch dadurch aus, 
daß ſie nicht nur ſchönere, ſondern auch ſolche Bilder liefert, welche die Vor— 
ſtellung des abgebildeten Gegenſtandes leichter erwecken, als die iſometriſche 
Perſpective. In der Regel ſind die Zeichnungen im Buche ſo ausgeführt, 
daß die Breiten- oder Tiefendimenſionen bei gleicher Größe im abgebildeten 
Gegenſtande nur halb fo groß erſcheinen, als die Längen- und Höhendimen- 
fionen. 

Weſentlich zur Correctheit diefes Werkes haben die Nevifionen des Herrn 
Ernft Röting, Studirenden an der hiefigen Bergakademie, beigetragen, 
weshalb ic) nicht unterlafien kann, meinen Dank hier öffentlich auszufprechen. 

Endlich ift e8 nöthig, dem Yefer noch anzuzeigen, daß er in dem Buche viel 
Neues und manches dem Verfaſſer Eigenthümliches vorfinden wird. Ohne 
mich auf viele Heine Artikel, die faft in jedem Gapitel vorfommen, einzulaflen, 
will ich den Leſer nur auf folgende umfaſſendere Gegenftände aufmerffam 
machen. Cine allgemeine und leicht ausführbare Beſtimmung der Schwer: 
punkte ebener Flächen und ebenflädiger Polyeder wird man in den Paragra— 
phen 107, 112 und 113 finden, eine angenäherte Formel für die Setten- 
linie in dem Paragraphen 148; Ergänzungen zur Arenreibung in den Para— 
graphen 167, 168, 169, 172 und 173. Die Yehre vom Stoße wird na= 
mentlich durch die Paragraphen 277 und 278 eine wejentliche Ergän- 
zung erhalten haben, da man jeither den Stoß unvollfommen elaftiicher Kör— 
per zu wenig berüdjichtigt, und den Fall, wenn ein vollkommen elaftifcher 
Körper mit einem unvollkommen elaftiichen Körper zufammenftößt, gar nicht 
betrachtet hat. Die meiften Ergänzungen und zum Theil ganz neue Geſetze 
wird man allerdings in der Hydraulik mitgetheilt finden, da ic) diefen Theil 
ſchon feit einer Reihe von Jahren zu einem Gegenftande meiner fpeciellen 
Studien gemacht habe. Die Gefege der vom Verfaſſer zuerſt beobachteten 
unvollfommenen Gontraction der Waflerftrahlen treten hier zum erften Male 
in einem Lehrbuche der Mechanik auf. Ebenſo werden die fiir die Braris 
jehr wichtigen Hauptrefultate der Verſuche des Verfaſſers liber den Ausfluß 
des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen und Ventile mitgetheilt. End— 
(ich führt der Verfaſſer auch die Hauptergebnifie feiner neueften Verſuche, be- 
treffend den Ausflug des Waſſers durch fchiefe Anfagröhren, gebrochene, 
frumme und lange gerade Röhren u. ſ. w. hier auf, obgleid) da8 dritte Heft 
feiner diefe Verſuche umfafjenden „Unterfuhungen im Gebiete der 
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Mechanik und Hydraulik“ dem Drude noch nicht hat übergeben werden 
fünnen. Den Capiteln iiber die fließenden Wafler, itber das Waſſermeſſen 
und über den Waſſerſtoß find ebenfalls durch den Verfaſſer einige Bereiche: 
rungen zur Theil geworden. Die Theorie der Reaction des ausfließenden 
Waflers, jowie die des Waflerftoßes, nad) dem Principe der mechanischen 
Arbeit, ift ganz neu. 

Uebrigens kann ich dem Leſer nicht bergen, daß ic) jet, nad) Beendigung 
des erften Bandes, aud) hin und wieder Einiges anderd aufgefaßt oder be 
handelt zu haben wünſche; doch muß ic Hinzufügen, daß ſich wejentliche 
Mängel mir nod) nicht herausgeftellt haben. Wenn hie und da noch Mans 
ches vermißt wird, jo muß ich auf den zweiten Band verweifen, welcher nicht 
blo zufällig, ſondern meist abjichtlid Ergänzungen zum erften Bande nad) 
bringen wird, wie auch. ſchon im erften Bande an vielen Stellen angedeutet 
wird. Der Drud des zweiten Bandes wird nun feinen umunterbrodjenen 
dortgang haben, ſo daß ſich erwarten läßt, daß das ganze Bud am Ende 
diejed Jahres in den Händen der Leſer fein werde. Auch wird nun bald 
das unter dem Namen „der Ingenieur“ in der Mechanik citirte Hülfsbuch, 
welches in einer Sammlung von Formeln, Regeln und Tabellen der Arith- 
metif, Geometrie und Mechanik befteht, ericheinen. 

Es jollte mir eine große Beruhigung und Freude gewähren, wenn mit 
diefem Werfe das erreicht wird, was id) damit bezielt habe, nämlich Prafti- 
fern ein nüglicher Rathgeber in Fällen der Anwendung, Lehrern der prafti- 
ihen Mechanik ein brauchbarer Yeitfaden beim Unterrichte, und Studirenden 
des Ingenieur- und Maſchinenweſens ein willfommenes Hilfsmittel zur Er- 
lernung der Mechanik zu fein. 


dreiberg, den 19. März 1846. 


Julius Weisbad. 


Vorrede zur zweiten Auflage. 


Die vorliegende zweite Auflage vom erften Bande der Ingenieur und 
Maſchinenmechanik ift in der Methode und Anordnung nicht weſentlich von 
der erften Auflage verſchieden. Nur der innere Ausbau diefes Werkes hat 
mit diefer zweiten Auflage manche Veränderungen und Bervollftändigungen 
erlitten, auch ift die Ausdehnung dejielben nicht unbedeutend größer geworden. 
Ueberdies hat fich der Verfaſſer bemüht, die bemerften Mängel und Unrich— 
tigfeiten fo viel wie möglich in diefer zweiten Bearbeitung zu befeitigen. 
Die größere Ausdehnung diefer Auflage ift befonders aus drei Zugaben 
erwachſen. Die erfte derjelben befteht im einer gedrängten und möglichft 
populären Darftellung des fogenannten Infinitefimalcalcils am Kopfe des 
ganzen Werkes, und ift befonders deshalb hinzugefligt worden, um verwidelte 
und zu gefünftelte Entwidelungen mittel8 des niederen Calelils zu vermeiden, 
und um zugleich dem Leſer mehr Selbftftändigfeit in der Medjanif zu ver 
ihaffen und ihn auf einen höheren Standpunkt in diefem wichtigen Gebiete 
zu ſtellen. Durch Anwendung der in diefem Vorecurs enthaltenen Lehren 
aus der Analyfis ift es möglich geworden, auch ſolche praftifch wichtige 
Gegenftände mit in den Vortrag aufzunehmen, welche jich entweder gar nicht 
oder nur jehr unvollftändig mittel8 der elementaren Algebra und Geometrie 
behandeln lafjen. Um aber Denjenigen, weldje fid) mit den vorausgejchidten 
Elementen der Differenzial- und Integralrechnung nicht bekannt gemacht 
haben, feine Störungen zu bereiten, find alle diejenigen Paragraphen, in 
welchen die Anwendung diefes Calcüls vorkommt, durch eine Parentheſe ( ) 
befonders ausgezeichnet worden. 
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Die zweite Zugabe befteht in einem neuen Capitel in der Hydroftatif, und 
behandelt die Meolecularwirtungen des Waſſers. Da die Kenntniß der 
Molecularfräfte (Capillarität) bei hydraulifchen und pneumatiſchen Beob— 
ahtungen und Meſſungen von Wichtigkeit ift, jo hat e8 der Berfafler für 
zweckmäßig gehalten, in einem bejonderen Gapitel die Hauptlehren über 
dieje Kräfte des Waſſers hier einzufchalten. Endlich ift dem ganzen Werke 
noch ein Gapitel iiber die Schwingungen und Wellenbewegungen als Anhang 
beigegeben worden. Der Verfafler hat ſich dazu bewogen gefunden, weil 
eine nähere Kenntnig der Schwingungen für den Ingenieur von großer 
Wichtigkeit if. Der große Einfluß, welchen die Schwingungen auf den 
Gang und auf die Haltbarkeit und Dauerhaftigfeit der Maſchinen und an- 
derer Bauwerke ausüben, ift ein Gegenftand, dem man nicht zu viel Auf- 
merfjamfeit ſchenken kann! Weberdies verdanfen wir den Schwingungsbeob- 
achtungen die neueften Beftimmungen der fiir die Praris jo fehr wichtigen 
Elaftieitätsmodeln. Auch dev magnetischen Kraft habe ic) in dem Anhange 
gedacht, vorzüglich weil diefelbe dem Ingenieur beim Ortentiren in unterirs 
diichen Räumen und an Orten, welche feine freie Ausficht gewähren, jehr 
wichtige Dienfte leiftet. Die Theorie der Wafjerwellen, welche den Schluß 
diefes Bandes ausmad)t, gehört ganz in die Hydraulik; ihre Aufnahme in 
diefe Schrift bedarf daher feiner weiteren Nechtfertigung. Yeider läßt fie nur 
noch Bieles zu wünſchen übrig! | 

Was den itbrigen Theil diefer Schrift anlangt, jo hat vorzüglich da8 Ca— 
pitel über die Elaſticität und eftigkeit umfänglichere Veränderungen und 
Ergänzungen erfahren; nächftdem iſt aber auch der Hydraulik durch die fort 
gefegten Verſuche des Verfaſſers mande Ergänzung und Berichtigung zu 
Theil geworden. 

Möchte auch diefe zweite Auflage fid) der Beachtung und des Beifalles 
erfreuen, womit die erfte Auflage aufgenommen und der Verfaſſer in der 
weiteren Bearbeitung dieſes Werkes aufgemuntert worden ift. 


Freiberg, den 15. Mai 1850. 


Julius Weisbad, 


Vorrede zur dritten Auflage. 


Die dritte Auflage von dem erften Bande meiner Ingenieur und Maſchi- 
nenmechanif, welche ich hiermit der Deffentlichfeit itbergebe, hat im Vergleich) 
zu ihren Vorgängerinnen nicht allein mehrfache Verbefferungen, jondern auch 
vielfache Ergänzungen und Zufäge erhalten. Es find diejelben vorzüglich) 
aus den Fortichritten der Wifienichaft und zumal aus den Ergebnifien neues 
ver Forfchungen hervorgegangen. Den hier und da ausgefprodhenen Wün— 
ſchen in Betreff diefes Werkes habe ich fo viel wie möglid) Folge geleiftet; 
wenn es nicht immer gejchehen ift, jo Hatte ich hierzu gewiß hinreichende 
Gründe. Da ich wegen des auferordentlichen Beifalles, welden diejes Wert 
ine und außerhalb Deutſchlands, ſowie dieſſeits und jenſeits des Oceans ges 
funden hat, hoffen konnte, daß daſſelbe in der Methode und im Umfang den 
Wunſchen des größeren Publicums, fir welches es beſtimmt iſt, entſpreche, ſo 
mußte bei Bearbeitung dieſer neuen Auflage mein Beſtreben nur dahin ge— 
richtet ſein, die bemerkten Fehler und Mängel aus demſelben zu entfernen, 
und die vollſtändigeren und ſicheren Ergebniſſe neuerer Unterſuchungen dem 
Buche, in der demſelben eigenthümlichen Behandlungsweiſe und mit möglich— 
ſter Einſchränkung des Raumes, einzuverleiben. Leid thut mir es, bemerken 
zu müſſen, daß dem Buche auch ganz ungerechte Vorwürfe gemacht worden 
ſind. So zeigt z. B. Herr Profeſſor Wiebe in Berlin, in einer Anmerkung 
auf Seite 245 und 246 ſeines Werkes über „die Lehre von der Befeſtigung 
der Maſchinentheile* (Berlin 1854) an, daß ic) die Torfionscoefficienten 
für quadratiſche Schäfte ſowohl in meiner „Mechanik“ (I. Aufl.) als auch 
im „Ingenieur“ 16mal größer als die Morin'ſchen angegeben habe. Hier» 
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bei hat aber Herr Wiebe überfehen, daß dafiir aud) in meinen Formeln 
wie in beiden Schriften ausdrücklich gejagt wird, die vierten Potenzen der 
halben Seitenlängen vorkommen, während die Formeln von Morin und 
Wiebe, jowie aud) die der zweiten Auflage meiner „Mechanif“ (von 1850) 
die vierten Potenzen der ganzen Seitenlänge des quadratischen Quer— 
ſchnittes enthalten. Da nun aber 24 glei 16 ift, jo läuft diefe Anzeige 
des Herrn Wiebe auf einen Irrthum feinerjeits hinaus. 

Auf den partheiiichen, aus einer jehr anſpruchsvollen Feder geflofienen 
Tadel in Grunert’s Archiv, erwidere ich hier nichts, um an diefem Orte 
nicht einen unnügen Streit zu führen. Uebrigens hat der Herr Profeflor 
Grunert in feinem Archiv der Mathematif aus der phyſiſchen und prakti— 
chen Mechanik ſchon Unſinn genug drucken laſſen — wie ic) leicht beweifen 
kann —, um dadurd) feine Unfähigkeit zur Beurtheilung praktiſch-mechani— 
iher Schriften an den Tag zu legen! Das Bud) ift für ein praftifches 
Publicum gefchrieben, und würde ſicherlich nicht den Beifall gefunden haben, 
welchen es gefunden hat, wenn ich ihm, was mir allerdings viel leichter 
geworden wäre, ein ganz willenfchaftliches Gewand gegeben hätte. Won 
einem anderen Standpunfte aus läßt ſich allerdings das Bud) leicht, jedod) 
eben fo jehr auch ungerecht, tadeln. Wer ſich nur etwas in der Praris um— 
gefehen hat, wird wahr genommen haben, wie wenig diejelbe noch von der 
Theorie Gebrauch macht, und wie nicht felten die Theorie von den Praftifern 
hinten angefetst wird und in Mißeredit fteht. Daran hat gewiß die ſoge— 
nannte gelehrte Unterrichtsmethode, welche e8 als ein Verbrechen anfieht, die 
Wiſſenſchaft ihrer Anwendung wegen zu ftudiren, ihren größten Antheil! 

Außer vielfachen Fleineren Ergänzungen eritreden ſich die Erweiterungen 
diefer neuen Auflage vorzüglich auf eine ganz neue Bearbeitung der Yehre 
von der Elaftieität und Feftigfeit, und auf die Einfchaltung der Ergebniſſe 
der neueften hydrauliſchen Verſuche. Aber nicht allein durd) ihren Inhalt, 
fondern auch durch ihre Ausftattung zeichnet fich diefe neue Auflage der In— 
genieur- und Majchinen » Mechanik vor ihren älteren Schweftern aus, zumal 
da diefelbe Lauter neu geftochene und ſchönere Abbildungen erhalten hat. Der 
Druck der dritten Auflage des zweiten Bandes geht ohne Unterbrehung fort. 


Freiberg, im Juli 1856. 


Aulius Weisbad. 
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Die vierte Auflage meiner Ingenieur: und Mafchinen- Mechanik, welche ich 
hiermit der Deffentlichfeit iibergebe, hat weder in der Methode, noch in der 
Anordnung des Stoffes eine Veränderung erlitten. Der ziemlich fchnelle 
Abſatz von drei ftarken Auflagen des Werkes umd das Erfcheinen zweier 
Ausgaben deffelben in englischer Sprache, und zwar in England und Nords 
Amerifa, forwie die Meberjegungen diefes Werfes in das Schwedische, Bolnifche 
und Ruſſiſche laſſen mich wohl hoffen, daß mit diefer Schrift den Wünſchen 
und Bedürfniffen des größeren praktischen Bublicums, für welches ſie bejtimmt 
it, entiprochen worden ift. Deshalb habe ich mich bei Bearbeitung diefer 
neuen Auflage nur darauf bejchränft, die bemerkten Mängel und Fehler aus 
dem Werke zu entfernen und die neuen praftifch wichtigen Erfahrungsrefultate 
und theoretiichen Errungenschaften demjelben einzuverleiben. So habe id) 
j. DB. im Gapitel über die Reibung die Nefultate der neueften Verſuche von 
Bochet mit aufgenommen, und den Abjchnitt itber die Elafticität und Feſtig— 
feit dem dermaligen Standpunkte der Wiſſenſchaft und Praris entiprechend 
nen bearbeitet, und hierbei die neueren Schriften von Yame, Ranfine, 
Breſſé u.f.w. benugt. Vielfache Ergänzungen, Zufäge und Verbeſſerungen 
hat endlich aud) der Abjchnitt iiber die Hydraulik erlitten. Hier haben vor— 
züglich die Ergebniffe der neueren Forſchungen des Verfaſſers einen Pla 
gefunden. Namentlich find es die Verfucje iiber den Ausflug des Waffers 
unter hohem und ſehr hohem Drucke, ſowie die über die Steighöhe ſpringen— 
der Waflerftrahlen, ferner die Verjuche iiber das Ausftrömen der Yuft und 
die vergleichenden Verfuche über den Stoß von Luft und Wafferftrahlen, 
welche dem Buche zugefügt worden find, Das Capitel über den Ausflug der 
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Luft ift gänzlich umgearbeitet worden, weil der Verfaſſer die Ueberzeugung 
hat, daß die gewöhnlichen Formeln über den Ausfluß der Luft bei höherem 
Drude das Ausflußgefeß nicht richtig darftellen. Die gewonnenen Formeln 
find deshalb jehr einfach ausgefallen, weil ich hier, ohne die Genauigkeit inner- 
halb ziemlich weiter Grenzen zu beeinträchtigen, in der befannten Wärme- 
formel 


1 +60 (2) 


1+ör \y 
den Erponenten 0,42 in 0,50 umgeändert, aljo 
1 +6. 





1 Lör : gejegt habe (ſ. $. 461). 


E8 hängt ja die Brauchbarkeit einer Formel nicht davon ab, ob fie in den 
äußerften Grenzen noch richtig ift, jondern nur davon, ob fie ſich innerhalb 
gegebener Grenzen mit hinveichender Genauigkeit an die Reſultate der Er- 
fahrung anſchließt. 

Mehrere neue Paragraphen find auch den analytifchen Hilfslehren der 
Phoronomie und Aöroftatif zugefügt, auch ift in der Hydraulik der Drud 
des durd) Röhren fließenden Waflers in zwei neuen Paragraphen ($. 439 
und $. 440) wegen feiner praftifchen Wichtigkeit beſonders abgehandelt wor: 
den. Werner habe ic in dem Gapitel über die Kraft und den Widerftand 
des Wafjers die Theorie des einfachen Reactionsrades, jorwie die Anwendung 
diefer Maſchine als Mittel zur Prüfung der Theorie des Stoßes und der 
Neaction des Waflers abgehandelt. Auch find noch die neueren Wafjer- und 
Sasıneffer mit aufgenommen worden, weil diefe Inſtrumente durch die 
Reaction einer ausftrömenden Flüffigfeit in Umdrehung gejegt werden, deren 
Größe nad) der vorausgegangenen Theorie Leicht zu beurtheilen ift. 

Endlich, Hat nod) der Anhang durch das Referat der neueren Forſchungen 
des Heren Geh. Oberbaurath Hagen über die Waflerwellen eine Heine Er— 
gänzung erhalten. 

Die äußere Ausftattung diefer neuen Auflage möchte wohl kaum Etwas 
zu wünfchen übrig laffen, die Abänderungen in den Ueberjchriften und den 
Marginalien gereichen dem Gebrauch des Buches gewiß nur zum Vortheil; 
insbefondere wird durch die Angabe der Paragraphennummern in den Ueber- 
ſchriften das Auffuchen von citirten Stellen jehr erleichtert. 

Wenn fi hier und da eine Stimme vernehmen läßt, welche behauptet, 
daß es dem Zweck des Buches förderlicher geweſen wäre, wenn es ein 
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wiljenichaftlicheres Gewand und die höhere Analyfis zur Grundlage erhalten 
hätte, jo muß ich hierauf entgegen, daß das Bud) insbefondere zum Privat- 
ſtudium und Nachſchlagen für Praftifer gefchrieben ift, und dag im Allge— 
meinen bei denfelben die Kenntniß und Fertigkeit in Handhabung der 
Differenzial» und Integralrechnung nicht vorausgefegt werden kann. Nachdem 
ich ein Menſchenalter lang als Lehrer an einer technifchen Lehranftalt gewirkt 
und hierbei ſtets in vielfachen Verkehr mit der Praris geftanden, fowie 
auch auf Reifen mannichfaltige Fachſtudien gemacht habe, kann ich mir 
wohl über diefen Gegenftand ein ficheres Urtheil zutrauen! Wenn endlich 
meine Ingenieur und Maſchinen-Mechanik bis in die neuefte Zeit noch in 
verwandten Schriften vielfach benugt worden ift, jo kann id) mid, da mir 
literarifche Ehre viel höher fteht als pecuniärer Vortheil, nur darüber freuen, 
wenn aber in einigen Schriften von meiner Ingenieur und Maſchinen— 
Mechanik vielfacher Gebrauch gemacht wird, ohne diefelbe an irgend einer 
Stelle zu citiren, fo fann ich wohl mit Recht deshalb an das Urtheil des 
Publicums appelliren. 


Freiberg, im Mai 1863. 
Julius Weisbach. 
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Hülfslehbren aus der Analyſis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe x 
wird durch eine mathematische Formel, 3. ®. y— 3x2, oder y —= ax" 
u. |. w. angegeben. Man jchreibt allgemein y — f(x) oder z — p(y) 
u. ſ.w, und nennt y eine Yunction von z, fowie z eine Junction von 7. 
Die Zeichen f, p u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von x, oder z 
von y abhänge; fie laflen die Abhängigkeit diefer Größen von einander ganz 
unbejtimmt, fchreiben alſo die algebraifche Operation, durch welche y aus x, 
oder z aus y hervorgeht, nicht vor. 

Eine Function y — f(x) ift eine unbeftimmte Gleichung; es giebt un- 
endlid, viele Werthe von x und 4, welche derjelben entjpredyen, giebt man 
jedoch die eine (x), jo iſt die andere (4) durd) die Function bejtimmt, und ver- 
ändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Veränderung. Man 
nennt deshalb die unbeſtimmten Größen x und y Variablen oder verän- 
derlide Größen, dagegen die gegebenen oder als gegeben anzujehenden 
Größen, welche aljo die Operation vorfchreiben, durch welche y aus x hervor- 
geht, Couſtanten oder beftändige Größen. Bon den veränderlichen Grö— 
ben heißt diejenige, welche willfitrlicd) anzunehmen ift, die Urvariable, umd 
dagegen diejenige, welche als Function der legteren durch eine beſtimmte Ope— 
ration aus diefer beſtimmt wird, die Abhängigvariable. Iny=ar" 
find a und m die Gonftanten und es ift © die Ur- dagegen y die Abhängig- 
variable. 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen = und y wird durch 
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das Zeichen 2 — /(x.y) ausgedrüdt. Es ift in diefem Falle z Junction 
von z umd y zugleich, und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 

Art. 2. Jede durch eine Function oder Formel 4 — f(x) ausgedrüdte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer andern Größe x läßt jid) durd) eine 
ebene Curve oder frumme Linie APQ, Fig. 1 md Fig. 2, darftellen; den 





eh a er et 
A MN x 





verjdjiedenen Werthen der Urvariablen z entipredyen die Abſciſſen AM. 
AN u. ſ. w., und den verjchiedenen Werthen der Abhängigvartablen „ die 
Drdinaten MP, N Q u. ſ. w. der Curve. Die Coordinaten (Abfciflen 
und Ordinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Variablen der Function vor. 
Die graphifche oder bildliche Darftellung einer Function oder die 
Zurüdführung derjelben auf eine Curve vereinigt mehrere Vortheile in ſich. 
Ste liefert ums erſtens einen Weberblid über den Zufanmenhang zwijchen 
zwei veränderlichen Größen; fie erſetzt und zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufanmengehörigen Werthen einer Junction, 
und fie verjchafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen— 
ichaften und Beziehungen der Functionen. Der mit dem Halbmeſſer CA 
— CB= r beicdriebene Kreis ADB, Fig. 3, welcher der Yunction 
Fig. 3. y— Verz — a? entipricht, worin x und „ die 
D Goordinaten AM und MP bezeidynen, gewährt 
| uns 3. B. nicht allein eine Ueberficht iiber die ver- 
FR R\ Ichiedenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
Am — kann, ſondern macht uns auch mit anderen Eigen— 
/ thümlichkeiten dieſer Function bekannt, da die 
| P4 Eigenſchaften des Kreiſes auch ihre Bedentung in 
: der Function haben. Wir willen 3. B. hiernad), 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein für = — 0, fondern aud) 
für © — 2r zu Null wird, daß ferner y ein Marimum und zwar — r 
wird, wenn 2 — r ift, u. j. w. 
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Art. 3. Die Naturgefege laffen fi) in der Regel durch Functionen 
zwtichen zwei oder mehreren Größen ausdrüden und find deshalb auch meift 
einer graphiſchen Darftellumg fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körperim luftleeren Raume hat man 
;. B. fir die Fallgeſchwindigkeit „ welche der Fallhöhe x entfpricht, y —V 2 q r: 
diefe Formel ſtimmt aber auch mit der Sleihung » — V pr der Parabel 
überein, wenn man den Parameter (p) der leteren gleichſetzt der doppelten 
Beſchleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt ſich aud) das Fallgeſetz durd) 
eine Barabel APQ, Fig 4, mit dem Parameter p — 29 graphiſch dar- 

Rig- 4. jtellen. Die Abſciſſen AM, AN... diefer 
Gurve find natürlich die Fallräume, und die 
entiprechenden Ordinaten MP, N@ .. die zu— 
gehörigen Geſchwindigkeiten. 

(2) Iſt a ein gewifles Yuftvolumen unter 
der Preſſung von 1 Atmoſphäre, jo hat man, 
dem Mariotte'ſchen Geſetze zufolge, das 
Bolumen derfelben Yuftmenge unter der Pref: 





a 
fung von = Atmofphären: y — 2 


Kr el,1ysaflts=ıy> —— Key 7 


da 
100° 
man jieht aljo, daß das Volumen immer fleiner und feiner wird, je größer 
die Spannung iſt, und daß, wenn das Mariotte’iche Geſetz bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlid, großen Spannung r ein unend- 
lich feines Bolumen % entiprädhe. 


5 r d 
für z — 10, ift y= fir x = 100, y— frr—o,y — 0; 


dema: r— !/; gebt y—= 2a, 2 — 1, giebt y— Aa, 
I Yo n Y = 10a, —2— 0 n Y == &L dl, 


je fleiner hiernad) die Spannung wird, defto größer füllt dagegen das Volumen 
aus, und wenn die Spannung umendlid) Fein ift, fo ftellt fich das Volumen 
unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche dieſem Gefege entjpricht, ift in ig. 5 (a. f. ©.) ab- 
gebildet; AM, AN... find die Spannungen oder Abſciſſen », MP, NQ.. 
die entiprechenden Bolumina oder Ordinaten y. Man fieht, diefe Curve nä— 
hert ji allmälig den Aren AX und A Y der Goordinaten, ohne fie je zu 
erreichent. 

(3) Die Abhängigkeit der Erpanfivfraft y des gejfättigten Waffer: 
dampfes von der Temperatur x läßt jid) wenigitens innerhalb gewifler 
Örenzen durd) die Formel: 

1* 
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a+ 


, = ) Atmofphären 





Y — 
ausdrücken, und es iſt erfahrungsmäßig, wenigſtens innerhalb gewiſſer Gren— 
zen, a — 75,b = 175 und m — 6. Wenn wir hiernach 
75-+ Ö\ 


—J— 
175 


Fig. 6. 








Q + 
N 3 4 -5 A M wo N 200 


jegen und eine unbejchränfte Richtigkeit diefer Formel annehmen, fo erhal: 
ten wir: 














| 175 | 
dire — 10", y— 7) — 1,000 Atmojphäre, 
125 98 
eg 0 y (im — 0,133 n 
x = ( o, = 2) —— 6 Pr IVO ) 
n # u Ze 105 ce i 
0 6 
u J —— — 15° y = (—) = 0,000 * 
175 
= 195 \® 
ferner für x = 120% y= 17 ==, 1.914 ” 
i») 
225 
„ #2 = 150% y- (7) — 4,517 ee 
275 —⸗ 
2800 Ve (5) — 15,058 ö 
Die entſprechende Curve führt PQ, Fig. 6, vor Augen; man fieht, die 
jelbe geht in einem Abjtande AO — — 75 vom Anfangspunfte A der 


Coordinaten durch die Abfcihienare, und in einem Abjtande AS — 0,006 
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von eben diefem Punkte durdy die Drdinatenare; ferner einer Abſeiſſe 
AM < 100 entipricht eine Ordinate MP unter 1 und einer Abfciffe 
AN > 100 gehört die Ordinate NQ > 1 zu; auch ift wahrzunehmen, 
daß nicht mur y mit © ind Unendliche wächſt, fondern auch, daß die Curve 
immer fteiler und fteiler anfteigt, je größer x wird. | 
Art. 4. Eine Function z — f(x,y) mit zwei Urvariablen läßt 

jih durch eine frumme Klähe BUD, Fig. 7, darftellen, in welcher die 
Umariablen z und y durch die Abfcifien AM und AN auf den Aren AX 
und AY, und die Abhängigvariable z durch die Ordinate OP eines Bunt: 
tes P in der Fläche ABC vepräfentiren. Giebt man bei einem beftimmten 
Werthe von x, y verjchiedene Werthe, jo erhält man in z die Ordinaten der 
Punkte einer mit der Goordinatebene YZ parallel laufenden Cure EPF:; 
nummt man dagegen bei einem beftimmten Werthe von y für verſchiedene 
Werthe an, jo ergeben fidy in z die Ordinaten der Punkte einer mit der Coor— 
dinatebene X Z parallel laufenden Curve @ PH. Ks läßt fid) folglich die 
ganze frumme Fläche BCD als eine ftetige Verbindung von mit den Coor— 
dinatebenen parallel laufenden Curven anfehen. 

a(1+d,) 

_—— 


Das Mariotte-Gay-Luſſac'ſche Gefeg z — —, wonad) 


fih das Volumen z einer Yuftmenge aus der Preſſung z und Temperatur 4 
deilelben berechnen läßt, iſt durch die Frumme Fläche CK PH, Fig. 8, gra- 
phiſch darzuftellen.. Es ift AM die Preffung z, ANMO die Temperatur 


Big. 7. Fig. 8. 





„und OP das entiprechende Volumen z, ferner geben die Coordinaten der 
Curve PGH die Bolumina bei einer und derjelben Temperatur AN — y, 
fowie die der Geraden KP die Volumina bei einer und derjelben Preſſung 
AM —=ra. 


6 Hülfsichren aus der Analyſis. [Art. 5. 


Art. 5. Wenn man die Urvariable einer Junction oder Abjcifie AM= r, 
Fig. 9 und Fig. 10, der entiprechenden Curve um eine unendlic, Fleine, 
künftig durch Ox zu bezeichnende Größe MN wachſen läßt, jo geht die 
entjprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP —=y in NQ —= yı über, 
und wird um den durch Oy zu bezeicynenden unendlid) Heinen Werth 7? Q 
— NQ — MP größer. Beide Wachsthümer Ox und Oy von x und 
nennt man Differenztale oder Elemente der VBeränderlichen oder Coordi— 
naten z und y, und es iſt nun unfere Hauptaufgabe, für die am häufigiten 
vorkommenden Functionen die Differenziale, oder vielmehr die Verhältniſſe 
zwifchen den zufammengehörigen Elementen ihrer Variablen „ und xy zu fin: 
den. Setzt man in der Function y —= f(x), wo x die Abjciffe AM und 4 
die Ordinate MP vorftellt, 

fttx: +02 == AM+ MN = AN, jo erhält man 
ſtatt y+Oy=MP+RQ=NQ, alio: 
y+9y=fle + 2r), 
und zieht man hiervon den erſten Werth von y ab, jo bleibt da8 Element 
oder Differenzial der Variablen 9, d. i.: 


y=os)=F@ +0) — fa) 


Fig. 9. Fig. 10. 


übrig. 


— — ————— 





Dies iſt die allgemeinſte Regel zur Beſtimmung des Differenziales 
einer Function, aus welcher ſich durch Anwendung auf verſchiedene Functio— 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Regeln ableiten laſſen. 

Iſt z. B. — x2, fo hat man: 

oy= (x + 02)? — x}, 


(2 + 02)? = x? + 2r0x + 9x? 


oy = 2r6r + 0x — (2x + Or)dr; 
und einfacher, da Cr als umendlich Kleine Größe gegen 22 verfchwindet, 
oder 2 © durch Hinzutritt von 01 nicht angebbar verändert wird und des- 
halb unbeadjtet gelaffen werden kann: 
oy = 9(1)? = 220. 


oder, da 


zu ſetzen ift: 
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Es entipridht y —= x dem Inhalte eines Quadrate ABUD, Sig. 11, 
Fig. 11. defien Seite AB — AD — x iſt, und es läßt fid) 
aud) aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 

Q der Seite um BM = DN = dæ, das Quadrat um 

0 zwei Rechtecke BO und DP —= 2r0r und um ein 

| Quadrat OP — (Or)? wächſt, daß aljo bei einem 


— 


unendlich kleinen Wachsthum ©. von z das Quadrat 
y = x: um das Element 2762 zunimmt. 
A BM Art. 6. Die gerade Linie TPQ, Fig. 9 und 10, 
weldye durch zwei unendlich nahe liegende Punkte 7’ 
und Q einer Curve geht, heit Tangente oder Berührungslinie diefer 
Cure und bejtimmt die Nichtung derfelben zwiichen diefen Punkten. Man 
giebt die Richtung der Tangente durd) den Winfel PTM — «a an, unter 
welchen die Abfciffenare A X von diefer Yinie gefchnitten wird. Bei einer 
concavden Gumwe wie APQ, Fig. 9, liegt die Tangente außerhalb der 
Curve und Abfciffenare; bei einer converen Curve APQ, Fig. 10, hin: 
gegen befindet fie ſich zwijchen der Curve und Abſeiſſenaxe. 

In dem unendlich Heinen vechtwinteligen Dreiede POR, Fig. 9 und 10, 
mit den Katheten PR — 0x und RQ — Ay ift der Winkel Q PR gleid) 
dem Tangentenwinfel PTM = «, und da 
Ql 


fang. QPR — DR 





iſt, jo hat man aud): 
fung. — ey. 
Öx 
es giebt alfo das Verhältniß oder der Quotient aus den beiden 
Elementen Oy und Ox die trigonometrifce Tangente des Tan- 
gentenwinfels an. 
3.2. für die Parabel, deren Gleichung y? — px iſt, hat man, wenn 
man y? — px — e feßt: 
e=ytoy)?— = y+2yoy+er— y=2yoyHoy, 
oder, da Oy? gegen 2 y6y, oder, was auf eins herausfommt, Oy gegen 2 4 
verſchwindet: 
02 = 2y0y, 
und ebenfo: 
62 —=p(z + 0x — pCı. 
Es ift hiernad) 2 y0y — px, und daher für den Tangentemwintel der 
Parabel: 
tang.& = 0y p y? x 
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In der Negel nennt man das beftimmte Stüd PT der Berührungslinie 
zwifchen dem Berührungspunfte P und dem Durchſchnittspunkte Z’ mit der 


Big. 13, 











T« Zu Tun he 
Abſciſſenaxe Tangente, und die Projection 7'M deſſelben in der Abjcifjen- 
are Subtangente, und hat daher: 
sublang. = PM eotang. PTM 
ER 
— ycolang.a — yY dy’ 
3. B. bei der Parabel: 


subtung. — 0, = 21. 
Es tft alfo hier die Subtangente der doppelten Abſciſſe gleich, und hier: 
nach die Yage der Tangente für jeden Punft P der Parabel leicht anzugeben. 
Bei einer Frummen Fläche BCD, Fig. 7, find die Neigungswintel « 
und B von den Tangenten PT und PU an einem Punkte P durch die 
Formeln 
fang. —= * und fang. B = * 
beſtimmt. 
Die durch PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene der 
frummen Fläche. 
Art. 7. Kür eine Function y —= a -+ mf(x) hat man: 
ey = |a + mf(z + &x)] — [a + mf(r)] 
— — at mf(x +08) — mf(r) 
© — m[f(r +0r) — f()]; 
A 


) ». 22.2. 2 +mf@)] = mOfle), 
z. D.: 
e(5 +32) = 3 [(e + Or)? — 2] = 3.20. = 6.r0r. 
Es iſt ebenfo: 
4 Ya) — yo = —-Iα + 00 — a] 
— — Is(a? + 32202 + 37022 + 02 — x) 


— — ,. 31208 — — 3/,220x. 
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Wir können hiernach folgende wichtige Regel aufftellen: Die conftan- 
ten Ölieder (a, 5) einer Function verfhwinden beim Diffe— 
renztiren, und die conftanten Factoren (m,3) bleiben hierbei 
unverändert. 

Tie Richtigkeit diefer Regel läßt ſich auch graphiſch darthun. Für die 
Cuwe APQ, Fig. 14, deren Goordinaten ein Mal AM = x umd 

dig. 14. Big. 15. 





MP— y—f(x), und ein anderes Mat AM =ı dd MP=aty 
= at f(x) fd, ft PR= Or und RO = Ly — Of (x) und aud) 
— 6 (a+y)=6 [a + f(x)]; und für die Curven AP, Qı und APQ, 
Fig. 15, deren zufammengehörige Ordinaten MP, und MP, fowie N Qı 
und N Q ein gewiſſes Berhältnig zu einander haben, iſt aud) das Berhält- 
niß zwiichen den Differenzialien 
RO =NQ— MP, ud RQ—= NQ— ML beftändig dafjelbe; denn 
jegt man MPL = m. AP und NO, = m. NG, fo folgt: 

R,Q = NQ — MP, =m(NQ — MP) =m.OR, 
d. i. 

ce [mf(z)] = mof(r). 
It jener y — u + ev, alfo die Summe von zwei Variablen « umd 
r, jo hat man 
ey=utoutrr+cr — (u-+ vr), d. i. nad Art. 5: 
N) . .. eu + ı)=6u-+ Or; ebenfo: 
UA) +HÄ)I =) + PP). 

Es ift alfo das Differenzial von der Summe aus mehreren 
Kunctionen glei der Summe von den Differenzialien der 
einzelnen $unctionen; z. ®.: 
e(2r +3? — 1,0) =209r+6r0.2 — gr? —(2 +61 — ?,r?)Or. 

Die Richtigkeit diefer Regel iſt auch aus der Betrachtung einer Curve 
APQ, Fig. 15, abzuleiten. Dt MP = f(r) ud PP, 9 (69) jo 
hat man: 

MP, =y=/f(x) + gp(r), um: 
ey=RQı = RS+ SQ = RQ + SQ = Pf(r) +0y (er), 
da PS parallel zu PQ gelegt und deshalb RRS— RQ md QS—=PP, 
gejegt werden kann. 
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Art. 8. It y = ur, alfo das Product zweier Variablen, 5. B. 
der Inhalt eines Rechteckes ABUD, Fig. 16, mit den variablen Geiten 
AB=uwmdb BU = eo, fo hat man: 

o%y = (ut du)(r +9) — uvr—=uv+udotvou + Oudßv— ur 
— ußv +vou + 9uov = uoer + (vw + dv)u. 
Fig. 16. Nun ift aber in o + Ev, Ov unendlich Fein ge- 
p In, daher läßt ſich 

v+ov=v und ("+ Ov)öu = rou. 
ſowie 
uöv + (ve + Ov) du = Uν + vou 
— B Mm ſetzen, jo daß 

Il). . . lu) = uodv + rou, 





ſowie 
UI. V 
folgt. 

Es iſt alſo das Differenzial eines Productes zweier Ba— 
riablen gleich der Summe aus den Producten von je einer 
und dem Differenziale der anderen Bariablen. 

Wenn die Seiten des Rechteckes ABCD, Fig. 16, um BM = du und 
DO=Ov wachen, fo nimmt der Inhalt y= AB.AD — uv deſſelben 
um die Nchtede CO = uor, CM —= vdu und CP —= duo zu, wo— 
von das letztere als unendlich Fein gegen die erjteren verfdpwindet, und 
es ift daher das Differenzial diefes Flächenraumes nur gleid) der Summe 
uov + vou der Inhalte der beiden Rechtecke CO und CM zu fegen. 

Diefer Kegel zu Folge ift z.B. für y—= x(32? + 1): 
oy=ad(dr? +1) + Br +1)or—=3r0(e) +30? + 1)06x 

— 317.202 +3x2d2 + 0x=(9x? + 1)0x. 
Ferner tft, wenn 20 einen dritten variablen Factor bezeichnet : 
Oluvw) = uß(vw) + vwöu, 
oder, da lvo) = vow—+ wor iſt, 
oluvw) = uvdw + uwov + vwou; ebenſo 
O(uvwz) = uvwdöz + uvzow + uwzövtvweou. 
Sta=v=w— z, fo folgt d(ut) = 4u?ou, ſowie allgemein: 


IV.) 2 2... Iam) = mam!dz, 
wenn der Erponent m eine ganze pofitive Zahl ift. 
3. B.: (x) = 7x2%09x, ſowie O (/, 28) = 6170. 


St in y = 27”, m wieder eine ganze pofitive Zahl, jo hat man aud): 
ya" — 1, ud Ol(yar) =U, b. i. 
yo(z") + z”Oy — 0, und daher 

— yo(xz") = a r.menior 


u — * 1 
gm gm eu m& 0 L, 
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oder, wenn man — m —n feßt: 
02) 60 
Es gilt aljo die Regel (IV) aud) für Potenzen mit ganzen negativen 
Erponenten. 3. 8.: 





z aa... > 80% 
(2?) = — 3r tr — — 
ebenſo 
12x0r 
032°? +1)’=— 2(3r°?-+ 1)?0(3.22) = — —— 
er a (32r-+1)° 


Minymır, — irgend ein Bruch, deſſen Nenner » und Zähler m 
ganze Zahlen find, * hat man aud) „* — 2”, und Ce (y") = 6 (r"), d. i. 
np 1oy= ma"! or, daher 
m a" \0x m wu ior m =-1 


oy—— — — — 2: 2%. 
n ya n in = n 


Sest man — — », fo folgt: 


oy = Ol(ar) — paeridr, aljo ebenfalls entfprechend der nun 
allgemein als ridjtig anzufehenden Regel IV. 
Auch ift A (u?) = pur!ou, wenn w irgend eine abhängige Function 
von x bezeicdynet. 


Hiernach iſt z 8. VA) = oa) = na 92 2, Ve da, 
ol Ir — ı — eVu — (u) = — 1, u Rrdu 


oO (2rzx — 2?) _2r0x — 20x _ir— nor 


= N, — — — — —— m 
uw” 2 Vu Vere— 2 
Um das Differenzial eines Quotienten y — — zu finden, ſetze man 





“= vy, wonad) danı du = voy + y0v, folglid) 


U 
ou yov ou 0 
d ZN HUN m Dit 
® Ü 


= 


V) a “ = vou — udev 
Hiernad) ift 3. B. 
Ö (- je +2 @ —- 1) -@&@—- WcH+2 
z + 2 (x -+ 2)? 
_(&e+2).2202 — (® —1).02 _ (+4 + 1\, 
5 En 


folgt. 


v? 
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Auch ift 
.) — — 20 (=) EINE 40(.x?) EIER Bez 
e? x? 








Art. 9. Die Function y = x” iſt die wichtigſte der ganzen Analyfis, 
weil man fajt bei allen Unterfuchungen auf diefelbe ftößt. Wenn man dem 
Erponenten » alle möglichen Werthe, pofitive und negative, ganze und ge: 
brochene u. ſ. w., beilegt, jo liefert fie auch die verfchiedenartigiten Curven, 
wie durch Fig. 17 veranschaulicht wird. Ks ift hier _ A der Null= oder 
Anfangepunkt der Coordinaten-, X X die Abſeiſſen- und Y Y die Ordinatenare. 

Trägt man zu beiden Seiten der Coordinataren in den Abftänden — + 1 
und y —= + 1 von A die zu diefen Aren Parallelen X, Re A A 
und Y, Y, auf, und verbindet man die Durchichnittspunfte P),P.,P, und P, 
derjelben noch durch die Transverfalen ZZ, Z, Zu, fo erhält man dadurd) 
ein Diagramm, am welches ſich fänmtliche der Gleichung 9 — entſpre— 
chende Gurven mehr oder weniger anſchließen. Uebrigens ift für jeden 
Punkt der Abjciffenare XX, y — 0, fowie fr jeden Punkt der Oxdinaten- 
are YY, x — 0; ferner für die Punfte in den Aren X, X und X, X, 
y— + 1, und fir die Punkte in den Aren Y, Y, und Y, 7 „z=-+1l. 

Setzt man in der Gleihung y — x", 2 — 1, fo erhält man, was aud) 
der Erponent n für eine Zahl fein möge, ſtets y — 1. und nur für gewifle 
Werthe von n, überdies noh y —= — 1; e8 gehen folglich auch alle der 
Gleichung 4 — x" angehörige Kurven durd) den Punkt P,, deilen Coordi— 
naten AM = 1 und AN = 1 find. 

Nimmt man nr — 1 an, fegt man alfo y —= x, fo befommt man die 


von beiden Aren X X und YY gleichviel abweichende Gerade (ZA Z), welche 
auf der einen Seite von A unter dem Winfel von 45 Grad (*) auf⸗, und 


auf der anderen Seite unter demjelben Winkel abfteigt. Dagegen erhält man 
für y—= — x die unter dem Winfel von 45 Grad auf der einen Seite 
von A nieder>, und auf der andern Seite auffteigende Gerade Zı A Zı. 

Iſt dagegen n > 1, fo fällt y = x" fir x < 1, Heiner und dagegen 
für © > 1, größer ale x aus, und iftn < 1, fo ftellt ſich y — x” für 
x < 1, größer und dagegen für = > 1, fleiner ale .w heraus; dem erfteren 
alle (rn > 1) entipredhen convere Curven, weldye anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraden Pinie (ZA Z) hinlaufen, und dem zweiten 
Falle (n < 1) concave Eurven, bei welchen das Umgekehrte ftattfindet. 

Wenn im erften alle der Erponent » immer Heiner und Fleiner und 
endlich verſchwindend Hein oder nahe Null angenommen wird, jo nähern ſich 
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die Ordinaten dem conftanten Werthe y — 2° — 1. und die entjprechenden 
Gurven über AX der gebrochenen Yinie AN P, X, immer mehr und mehr; 


Fig. 17. 
Iv 2 Y -2 
* 
2 
3 
X 








wl= 
— 








Im 3 M 





wenn dagegen im zweiten Falle der Erponent » immer größer und größer 
wird, jo mähern ſich die Ordinaten allmälig dem Örenzwerthe y — x” 


— —0, dagegen die Abſeiſſen nad) und nad) der Grenze x — 0 
— 1, und e8 rüden deshalb die entjprechenden Curven der gebrochenen Yinie 
AMP, Y, immer näher und näher. 


Nimmt man n = — 1 an, fest man aloy— a" — 3 ſo iſt für 


— O, J — ow für — , — 0, und man hat es mit einer 
aus Art. 3 befannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (1 P,1) zu thun, 
weldye ſich einerfeits immer mehr und mehr der Ordinaten- und andererjeits 
immer mehr und mehr der Abfcifjenare nähert, jedoch diefe Axen nie wirflic) 
erreicht. 
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—n 1 J 
Iſt der Erponent (— „) der Function y — — — ein ächter Bruch, 
* 


1 i 1 
fo fällt fir ce < 1,y< = und dagegen fir x > 1, y > = aus, und 
ift diefer Exponent größer als die Einheit, jo hat man umgefehrt, für = <1, 
1 * — 
y> e und für 2 > 1, y < = Die der Function y — x ent 
Tr 


iprechenden Curven laufen alfo, je nachdem » feiner oder größer als Eins 
ist, anfangs unter oder iiber, und jpäter vom Punkte P aus, iiber oder unter 
dr Curve y—ı'— _ hin. Während überhaupt die Curven, weld)e 
pofitiven Werthen von » entiprechen, fid) anfangs unter, und von P, aus 
iiber der Geraden (X, X) hinziehen, laufen die Curven, welche aus negati 
ven Exponenten (— n) hervorgehen, erſt über und von jenjeits P, unter 
(X, X) hin. Bei jenen Curven ift fir = — 0, aud) y — 0, und für 
r — © aud) y — ©, bei diefen hingegen fir x — 0, y— ©, und für 
z— 2,y—0. Wem fid) jene immer mehr und mehr von den Coor— 
dinatenaren X X und Y Y entfernen, je weiter man fie von den Anfangs 
punfte A aus verfolgt, nähern fich diefe immer mehr umd mehr einerjeits 
der Are X X umd andererfeits der Are YY, ohne diefe Geraden jedoch wirf: 
lich zu erreichen. 


Uebrigens rücken die legten Curvenſyſteme entweder der gebrodjyenen Linie 
YNP, X,, oder der gebrochenen Linie P, MX immer näher und näher, je 
nachdem jich der Erponent der Grenze n — 0 oder n — © immer mehr 
und mehr nähert. 

St in y— "m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...), 
jo hat 4 mit x daflelbe Zeichen; pofitiven Werthen von x entſprechen aud) 
pofitive Werthe von y umd negativen Werthen von x aud) negative Werthe 
von 9. Iſt Hingegen m eine ganze gerade Zahl (2,4,6...), fe 
fällt fowohl für pofitive als auch für negative r, y pofitiv aus. Die Cur— 
ven im erften Falle, wie 3. B. (3 PL AP,3) oder (1 P,1, 17,1), laufen 
folglidy auf der einen Seite der Drdinatenare Über ımd auf der anderen 
unter der Abfeiffenare X AX hin; die Curven im zweiten Falle, wie 3. B. 
(2P,AP,2) oder (2P)2, 2 P,2), ziehen fid) dagegen nur über der Abſeiſ— 
jenare hin und nehmen folglidy auch nur den erjten und vierten Quadran- 
ten ein. Jene entfprechen fir m — + © den Örenzlinien Y, MAM, Y: 
und X MY, X M, Ya, diefe hingegen den Örenzlinien Y, M AM, Y, und 
XMY,XMY}:.. 
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+ 
Hiny—r ",n eine ganze ungerade Zahl, jo hat y mit x 
einerlei Zeichen, und ift » eine ganze gerade Zahl, fo giebt jedes poji- 
tive für z zwei Werthe einen pojitiven und einen gleich großen negativen, 
und es iſt dagegen fir jedes negative 7, y imaginär oder unmöglich. Die 
Curven, wie 3. ®. ('/; PL AP; '/s), welche dem erjten Falle entfprechen, be. 
finden ſich daher auch nur im erjten und dritten Duadranten, und die Curven 
für den zweiten all, 3.8. (', PL APyY,), nur im erften und zweiten Qua— 
dranten; jene haben für m — © die Grenzlinien X, NA N, X, und X,NY, 
X, N, Y, diefe die Grenzlinien X, NAN, X, und X NY, X, N Y. 
4 
D,LDy—-r ",ı= * bedingt, ſo folgt, daß das letzte Curvenſyſtem 


= | 


+1 
( — =) von dem vorhergehenden („ — x*") nur in der Yage gegen 
das Arenfreuz abweicht, und daß durdy Drehen und Wenden die Gurven des 
einen Syſtems mit denen des anderen zum Zufammenfallen gebracht werden 
fönnen. 
= ia 4 
Duy=r = (‚") — (r”)" ift, jo fann man den Yauf der ent: 
Iprechenden Curve nad) dem Borjtehenden im Allgemeinen ftets angeben. 
3. 2. die Curve für A 
ver-e)elte) 
hat ſowohl für pofitive als and) für negative x, pofitive Ordinaten. Da- 
gegen die Curve für u 
‚== =(Ve) 
hat nur fir pofitive x, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengefegte. 
Ferner bei der Curve fir u 
yz er" — (Vx)' 
hat ymit x ftets einerlei Zeichen, da weder die fünfte Wurzel nod) der Cubus 
das Zeichen der Grundzahl ändert. 


Endlich find die Gurven, welche der Sleihung y = — r” entſprechen, 
nur durch die entgegengejegte Yage gegen die Abfcifienare X X von denen der 
Gleichung y — x" verſchieden, und bilden die ſymmetriſchen Hälften eines 
Ganzen. 

Art. 10. Aus der wichtigen Formel 9(2") — na" folgt auch die 
Formel für den Tangentenwinfel der entſprechenden umd in ‚ig. 18 
a. }. ©.) abgebildeten Curven; es ift nämlid): 


0 
tang. — I— war, 
x 
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und daher die Subtangente diefer Curven 
er æ r 


ER oy man 


Hiernad) hat man 3. B. für die fogenannte Neil'ſche Parabel, deren 


.3 
Sleihung ay? — a?, oder y — — ift: 
1 _ 0”) 1 1% V: 
t = — — — — .3/, 27 — 3 
ang. & VeRBET: VG; x Ku, 


und die Subtangente — ?/; x. 
2 
Ferner ift für die [chon aus dem Dbigen befannte Curve y— = = atcTı, 


tang. « — u? = = — — — — (2). 
und die Subtangente — — — —r. (Bergl. Fig. 5.) 
Fig. 18. 


























Art. 11.) Hülfslebren aus der Analvfis. 17 
Folglich wird für 2 — 0, tang.a — — »,alfo «a — 90°, 
jemer für x — u, tang.a — — 1, alfo « — 135 
® wofür n,tang.e — 0, alſo @« — 0%, u. f. w. 


Art. 11. Wenn eine gerade PYinie AO, Fig. 19, die Abfciffenare 
unter dem Winkel OAX — « ſchneidet, und von Coordinatenanfangspunft 
Cum CK —n abjteht, fo ift die Gleichung zwiſchen den Goordinaten 
CM—=NP=rud CN = MP — y eines Bunftes in derjelben, 
an —= MR — ML und MR — Yy co8.4, fowie ML — x sin. « ift, 

Yc0s.0 — Sin. —n. 


Für z —= 0 nimmt y den Werth OB — b — — an; daher iſt auch 


n = beos. @, und y cos. a — x sin.a—bcos. a, oder v—b-+ x tang.«. 

Gewöhnlich nennt man die Yinien CA und CB, um welche die Durch— 
Ihnittspunfte A und 2 der Geraden mit den Coordinatenaren UX und U Y 
fig. 19. von dem Anfangspunfte C abftehen, 
y 


die Parameter der Geraden, und 
bezeichnet ſie durch die Buchftaben « 
und b. Der Figur entjprechend ift 


CA — — a, daher: 
tang.a = — — 2 
N CA a 


und folglid; die Gleichung der Ge— 





raden: y — b — er oder: 


= L z — 1 (f. Ingenieur Seite 164). 


Wenn: id) eine Curve einer Geraden, welche um eine endliche Größe von 
Coordinatenanfangspunft abfteht, bis ins Umendliche immer mehr und mehr 
nähert, ohne daß fie diefelbe je wirklich ganz erreicht, jo heit diefe Gerade 
die Aſymptote der Curve, 

Die Aſymptote läßt fich als Tangente oder VBerührungslinie für einen 
unendlich entfernten Punkt der Curve anfehen. Ihr Neigungswintel « ge- 
gen die Abjeifienare ift daher bejtimmt durch 

oy 


tang.a — — 
9 ox' 


und ihr Abjtand » von dem Nullpunft der Coordinaten, durd) die Gleichung 
n — yc08.@ — x $sin.a — (y — rtang.d) cos. & 


— 2 tang. x ey dy\? 
— Me Br — — ‚= (v — 5 5) : Vi + 2) : 
Vı -(tang.a)? 0x 0x 


Weiebach # Vehrbuch der Mechanif. 1. 2 
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; j Y cof a — * 
ſowie durch n — (ycotg.a — ) sin. = — I 


Vı es (rotg. a)? 


—63-) Va, (Ey ‘ 


wenn man darin z md y — © feßt. 

Damit eine Tangente fir * unendlich entfernten Berührungspunkt 
eine Aſymptote ſei, iſt nöthig, daß für # oder / — ©, — tung. oder 
yeotg.a — nicht unendlich groß ausfalle. 





—1 
Fir eine Curve von der Gleichung 9 — — * iſt 
— m = m m --1 
lan.a = — gr und y — rtang.a — —— 
X 
ſowie yeoolg.a — 2 — — — — (m + 1) —, daher 
1) für 2 = ©, y=0, tang.a —0, y — rtang.a —= 0 und 2 — 0, 
und 
2) fur / — 2, r—=0, fang.a=a,yeol. — 2 —= 0 mn — 0O. 
Den Bedingungen e—0 und „— 0 entfpricht aber die Abſeiſſenaxe XX, 
und den Bedingungen « = und n — 0 die Ordinatenare VF., daher 


find diefe Aren zugleich Aiymptoten von den Gurven, welche der Gleichung 
y — x” entfprechen. (Vergl. die Curven IP, 1, 2P,2 und Pl, 
in Fig. 18, Seite 16.) \ 
Art. 12. Die Gleichung einer Ellipfe ADA,D;., "ig. 20, läßt ſich 
aus der Gleichung: 
2? + y? — a? 


Big. 20. des Kreiſes ABA Bi, deſſen 
Halbmefier CA—=UB—=UP 
— a ımd Goordinaten UM— r 
und MP — 9, find, ſogleich ab- 
leiten, wenn man in Betracht 
zieht, daß die Ordinate MO —y 
der Ellipfe in demfelben Verhält- 

5X niffe zum Ordinate MP — vı 
des Kreiſes (bei gleicher Abſciſſe) 
jteht, wie die kleine Halbaxe 
UÜUD = b der Ellipfe zu dem der 
großen Halbare derjelben gleichen 
Kreishalbmeſſer OG — a. 8 
ift alſo: 





Y b a a? _ 
— —_ —, daher — —y und 0? — y? — a, d. t.: 
— her yı 5 3 r39 


Art. 12.] Hülfslehren ans der Analvfis. 19 


r? u? , ; A 
— 4 — — 6) E 
* 4 a die leichung der Ellipſe. 
Setzt man in dieſer Gleichung ſtatt — 5°. — b?, jo erhält man die 
Gleichung 


—* 
a m 
der aus zwei Zweigen PA Qund P, Aı Q,, Fig. 21, beftehenden Hyperbel. 
Henn wir in der hieraus folgenden Formel: 


y=-- > Vr — at. 


r ımendlich qroß nehmen, fo verfchwindet 4? gegen r?. und ex ift- 


b,/’— hr 
“ — —V 2 — + — — + r tana. 
ad d 


die Gleichung von zwei durch den Goordinatenanfangspunft C gehenden ge- 
raden Yınien CT und CV. Da ſich die Ordinaten: 


I bir J — 
+- 17 — -Vr w—Vr— a: 
a a a 


Fig. 21. 





immer mehr und mehr der Gleichheit nähern, je größer 7 genommen wird, 
jo folgt, daß die geraden Linien CU ımd CV Aiymptoten der Hyper— 
bei jind, 

Nimmt man CA — a, ſowie die Berpendifel AB — —+ .b umd 
AD — — b, fo bejtimmt man dadurch die beiden Ajymptoten; denn es ift 
für die Winkel + @, ımter weldyen die Abfciflenare von den Aſymptoten ge- 
ichnitten wird : 


E AB ; b 
tang. AUB = GA’ dv. i. fang. = — und ebenſo 
AD b 
tang. AUD —= TH d. i. fang. (— 0) = — — 


— 


Nimmt man die Afymptoten UU und VV als Goordinatenaren an; 
2» 
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jet man die Abfciffe oder Coordinate CN in der einen Axenrichtung — u, 
und die Ordinate oder Goordinate N P in der anderen Arenrihtung — v, 
jo hat man, da die Richtung von « um den Winfel «, und von © die um 
den Winkel — «@ von der Abſeiſſenaxe Ü X abweicht, die Abſeiſſe: 
CM=x= [CN cos.a—+ NP cos. — (u + tr) cos. «, 
und die Ordinate: 
MP —y= UN sin.a — NP sin.a = (u — v) sin.a; 
bezeichnet man nun noch die Öypotenufe CB — Va? + d? durch e, fo 
hat man: 




















a b 
08.6 = — und sin.a = —, 
e e 
: 08. & sin. 1 
olglid): — — — und 
folglich = 7 5 
2 2 2 + 2uv v2 u? — Dur 2) . _ 
RE in — r E r — —— —— — sin. @? 
a? b? a? b? 
_W+2u+v” w—2ur tv _4ur 5 
= Pr Be a er? 
woraus die fogenannte Aſymptotengleichung der Öyperbel: 
e? d e? | ht 
uvv= —, drtr—= —, ervorgeht. 
4 4u 3 


Hiernad) ift die Hyperbel zwiſchen den gegebenen Afymptoten leicht zu 


’ — - . — . + e 
zeichnen. Die Goordinaten fir den Scheitel A fd ÜE= EA=— — 
Fig. 22. 





v 

dagegen die Coordinaten für den Puntt X find OB—=e und BK— re 

ferner find für die Abſeiſſen 2e, 3e, 4e u. f. w. die Ordinaten 1/, re 
€ 14 


1,—, 1, — u. ſ. w. 
9 7 j 


Art. 13.] Hülfslebren aus der Analyſis. 21 


— — 
Ar. 13. Wenn man in dem Elementenverhältniß = oder in der For: 


mel für die Tangente fang. des Tangentenwinfels, für = nad) und nad) 
verſchiedene Werthe jegt, jo erhält man durch diefelbe die verfchiedenen Yagen 
von der Berlihrungslinie der zugehörigen Curve. Nimmt man x — 0, fo 
erhält man die Tangente des Tangentenwinfels im Goordinatenanfangspunkte, 
nimmt man dagegen 2 — ©, fo ergiebt ſich diefelbe für einen unendlich ent: 
jernten Punkt der Curve. Am wichtigften find die Punkte, wo die Tangente 
einer Curve mit der einen oder der anderen Coordinatenare parallel läuft, weil 
hier in der Regel die eine oder die andere der Coordinaten = und y ihren 
größten oder Fleinften Werth hat, oder, wie man fagt, ein Marimum 
oder Minimum ift. Für den Parallelismus mit der Abfciffenare hat man 
e = 0, alfo aud) tang.« — 0, und für den mit der Ordinatenare 
a—= 0°, aljo tang.« = »; und hiernad) folgt die Regel: Man 
findet diejenigen Werthe der Abfciffe oder Urvariablen z, 

Big. 23 weldhen die Marimal: oder Minimalwerthe 
der Ordinate oder Abhängigvariablen y 
entjprehen, wenn man das Differenzial- 





verhältniß -ı — 0, und — — feßt, und die 


| erhaltenen ac in Hinficht auf = 
| auflöft. 
OR GE 3. B. für die Gleihung æ — 60 — ?/y 2? +23, 
A MON welche der Curve APQR in Fig. 23 entſpricht, ift: 





== 6-9: +32 —=3 (2 — 37 +)=3 (1 — x) (2 — 2), 
6 
md es erfolgt durch Nulljegen von = 


1l—r=-!w2 —-r=(, 
.iz—=lmdr—2. 

Diefe Werthe in die Formel: y — 6x — 22? + x? gefegt, ergiebt 
fi, der Maximalwerth von y; MP =6 — "a + 1= °/,, und der 
Minimalwerth: NO = 12 — 8 +8 = 2. 

Ferner für die Curve KOPOR, Fig. 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 


y=ıH+ Ve@e— 1)? r hat man 


cy __ 
— =] 2, (2 — 1 —= ] 
3, = tan. « + 2, ( y* + yo; 


und zwar — 0, für rn — — 1,di1fr AM =ı=1 — (?),)? 
—1 

— 1/,. — 0,7037, dagegen — », fir AN—r—= 1. Dem erſteren 

Falle entfpricht der Marimalwerth: 
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MP= m =1— (4) + () = ar = 1148, 
und den legteren der Minimalwert): NO — , — 1. 
Fig. 24. Auch ift nod) für 20, AO 
+ =9y = 1, dagegen y —= 0 für 
die Abſeiſſe AK x, welche der 
cubiſchen Gleichung 23 + x? 
— 2.4 1 euntipricht und den 
Werth 2 = — 2,148 hat. 

Art. 14. Sowie bei einer vom 
Anfangspuntte A aus aufftei- 
. genden Curve y mit wächſt, 
—und deshalb Oy pofitiv ift, bei 

— A MN +2 einer niederfteigenden hinge— 
gen y abnimmt, wenn = größer wid, und deßhalb Oy negativ ausfällt, 
und"endlid, an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenare „IX pa- 
vallel läuft, Oy Null ift, ebenfo find die gleichen Abſeiſſen- Elementen or 
— MN=NO=IP/S—=YT... entjprechenden Ovdinaten-Elemente: 

SQ) = IS tung. QPS d. i. V = 0%. tung. @,, 
TR= QT tany. ROT, d. i. öyy = Or. tung.ay u. |. w. 
und aljo aud) die Tangentenwinlel @,, &, u. |. w. bei einer converen 
Gurve APR, Sig. 25, im Wachſen und bei einer concaven Curve 
Fig. 25. Big. 26. dia. 27. 
R 
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APR, ig. 26, im Abnehmen begriffen; es iſt folglich im erſten Falle: 


Ü ... 
e (lung.e) — € (2) poſitiv 


a „fcı ; 
und im zweiten © (lung.a) —= © (22) negativ, und man hat endlid) aud) 
— 


für den Inflexions- oder Wendepunkt Q, Fig. 27, d. i. für die Stelle 
Q der Curve, wo Gonverität in Concavität übergeht, oder das Umgelehrte 
ftattfindet, and) SQ —= TR, und daher: . 


0 (tanyg. et (22) — Null. 


Art. 14.] Hülfslehren aus der Analyſis. 23 


Es gilt alfo die Kegel: Iſt das Differenztal der Tangente des 
Tangentenwinfels pofitiv, jo bejißt die Curve Gonverität, 
ift es negativ, fo hat diejelbe Concavität, und tft es Null, 
jo hat man es mit einem Wendepunfte dev Qurve zu thun. 

Auch iſt hiernach leicht Folgendes zu ermeſſen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfeilfenare läuft, für weldye aljo fany.a — 0 ift, ent- 
ipridht entweder einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepunfte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concav, oder feines von 
beiden, alſo 

© (tung. a) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Tagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenare parallel läuft, 
aljo fung. « — * ift, entjpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunfte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conver oder 
tbeils concav, theils conver, aljo d (fang. «) vor und nad) diefer Stelle 
negativ oder pofitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes Zeichen 
hat als nad) derjelben. 

Ein Curvenſtück mit Wendepunkt Q der erjten Art führt Fig. 28, und ein 
jolhes mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. Man 
jieht, die entjprechende I Ordinate N @ ift weder ein Maximum, noch ein Mini— 
mum; denn es find im feinem Falle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer oder Kleiner als N Q. 

Fig. 28. Fig. 29. Sig. 30. 





In der Geometrie, Phyſik, Mechanik u. f. w. ift die Ausmittelung von Maris 
mal: und Minimal oder fogenannten eminenten Werthen einer Junction 
oft von großer Wichtigfeit. Da in der Folge vielfache Beſtimmungen 
folder Functionswerthe vorkommen "werden, jo möge hier nur noch folgende 
geometriiche Aufgabe diefer Art zur Yöfung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreiscylinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einen gegebenen Inhalte V die kleinſte Oberfläche O 
hat. Bezeichnen wir den Durchmeſſer der Bafis diefes Cylinders durd) x, 
und die Höhe defielben durch „, jo haben wir: 


7*28 und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantels: 


24 Hülfsichren aus der Analyfis. [Art. 14. 


+ asy, 


oder da der erſten — zufolge, 


—— 





ay — = ‚ aljo zuy = 4 VrT! geſetzt werden kann: 


0 — 4VrI, 
und folglich, da wir O und x als Coordinaten einer Curve behandenl 


fönnen: ‚ 


en 


o0 R 
tung. — „ = — 


Setzen wir nun dieſen Quotienten Null, ſo erhalten wir die Beſtim— 
mungsgleichung: 


Ex == 4 oder zı? = AV, 
deren Auflöfung auf: 
/4vV 
— * und 
— m — 
3 


3 16V? 





= 
" nn 


führt. 
| F BR\.. — EL 
Da nod © (tauy.e) — (m + =) cr pofitiv ift, fo führt dieje 


Beftimmung auf das gefuchte Minimum. 

Diefe Beſtinmiung findet and) ihre Anwendung, wenn es darauf anfonmt, 
die Dimenfionen eines cylindrijchen Gefäßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Faſſungsraume die Heinfte Menge an Material erfordert. Sie 
entjpricht dieſem Falle unmittelbar, wenn das Gefäß außer feinem kreisför— 
migen Boden aud) nod) einen ſolchen Deckel erhalten ſoll; wenn aber der 
legtere nicht gefordert wird, jo hat man: 


— * + 4 Varı, folglich: 


a 4V 
= — woraus num: 


vs m /V 
— und = — — — V — 1}, r 
y- h 2 1 I fa X 
folgt. 


Während alfo im erften Falle die Höhe gleich der Weite des Gy: 
linders zu nehmen ift, hat man im zweiten Falle diefelbe nur der halben 
Cylinderweite gleid) zu machen. 


Art. 15.] Hülfslehren aus der Analpfis. 25 


Art. 15. Durch fucceffives Differenziiren einer Function y — f(r), 
findet man eine ganze Reihe neuer Functionen der Urvariablen x, er war 





Fı (la e) — = _ ie , 
pa= FI „= Ruin 
BB iery=fe) = x folgt 
I) = a) ER Sl) — Yan” uf. w. 


Für eine Function, welche in einer nach Potenzen von x mit pofitiven 
ganzen Erponenten fortichreitenden convergenten Reihe 
v=f()=4 + Aı + 42+ 40° + A ct .-- 
dargeftellt ift, erhält man 
fi(&) = Aı + 2Asx + 3A, 02? + 4A, + 
Sl) = 2As + 2.3A;r +3.4 Ar? + --- 
Sl) = 2.34; +2.3.4Ar? +. ſ. w. 

Zegt man num in diefen Reihen 2 — Null, fo erhält man dadurch lauter 
zur Beitimmung der conftanten Coefficienten Ay, Ar, Ay... geeignete Aus- 
drüde, nämlich: 

St) = Au f1(0) = 14, Js(0) = 24, (0) = 2.3.4, wm. w. 
und es folgen daher diefe Coefficienten jelbft: 


4 = 0), Aı = 0), A = eh), = zz) 
A= (0 u. j. w. 


Es ift hiernad) eine ‚Function in folgende, nach) Mac Yaurin benannte 
Reihe : 
0 *0 + f + (9) 75 rA0): 


+ /4(0)- a — +++ zu verwandeln. 


Für die Binomialfunction y—=f(«) = (1 + r)* ift 
Adern HN, Soden - G nn", 
Se )=en mn — 1) n—2) (1 + "u f.w, 

wenn man daher z — Null fett, fo erhält man: 
S)=1f() = n,f()=n(n — 1) 
, (0) =n(n — 1) — 2) u. f. w. 

und es folgt die binomifche Keihe: 
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n(n — 1) 22 


) (+ =14+ 7:47 


— 


— —— 
+ n (rn — 1) (m — 2) x’ + .:- U. J w. 














1.28 
Auch ergiebt fid): 
a ——— 2 4 Ya _„e=yaZE 2) — 
og +1) +9) 
— | 1) . nem 1)(n—+2 * 
in 25 Een un 1.23 Eu 
Ferner ıte—= (1 2)" — — geht, folgt = — = zu 
(1 + x)" —f1 — — 1 + n& + —— 22 
n (n al > @+2 F 
+ etdu+. 
n x n(n + 1) z N? 
ua 42) — N Ka 


Er ——) — 


Die Reihe unter I. iſt eine endliche für ganze poſitive, und die unter II. 
für ganze negative Werthe von nu. 3.2. 


(+9=1+5%+ 102? + 102° + 5x + xt, und 
a+9j’=ı-6 (—-) + 10 (>) — 10 5) 
FA 
Daatr=a(ı 4) it fo feige auch 
(+ "= u : 4 .) — u J +7 (2) 


er ——— 


IL) (a +" = u" — 4—4 wo a > 
n(n — 1) (rn — 2) 


+ 7 JE — 3 FB... 








Art. 15.] Hülfslehren aus der Analylis. 27 


3.8. V 10092 — (1000 + 9)" — 100 (1 + 0,009)" 
2 > 1 DENE, 
— 100 ( + 2/, . 0,009 + an, (0,009): + ) 


— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) — 100,5991. 
Auch ift: 
CH =r tn! 4 u — 
daher für ſehr große Werthe von z annähernd: 
+1" . 
VV—— 


ee ” — (2 — 1) 


Hiernach folgt 1 ‚ ferner: 


% 
EIN ERR (Kor. amd Soma.) 2 
u — 2» 1 — 0 
(e— 2) - : 
— 2)" — (x — 3) 
z — 3yPi— Mn 2 — @— 3 
e— 3) - Ä 
und zulegt: 
11 — ee: 
— n 


Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitszeichen folgt nun: 
HEILER EHE IH + 


= (x + 1)" — 1" 
= N 


ern — 1 —= m, alfon = m + 1 gefegt und die Reihe in umgefehr- 
ter Ordnung geſchrieben: 


1* In ın — — n — —* + 1er — 1 
Fett ——. 


Noch lann man, da x ſehr groß, eigentlich unendlich groß ſein ſoll, 
(«+ 1)"t1 — gt feßen, weshalb die Summe der Botenzen der 
natürlichen Zahlenreihe folgt: 


rn +1 


IV.) 1” + 2u 4 MT 
Vı: +V 2: +V3: 4 Ve + + V 10002 annähernd 


1000% | — 
—= —— =, V 10005 — 60000. 
‚s 
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Art. 16. Die der Abfciffe AO — x, Fig. 31, entiprechende Ordinate 
fig. 31. OP — y läßt fid) aus unendlid) vielen 
ungleihen Elementen Oy wie FB, @C, 
— HD, KE... zufammenfegen, die lauter 
0] gleichen Elementen ox = AF=FL= 
1) LM—=MN... der Abfciffe entjprechen. 
Wäre daher Oo y — P (x). Cx gegeben, 

jo würde man sum Summation aller 

u # derjenigen Werthe von dy finden, die ſich 

0 






— An 






D 


mW 


— 








herausſtellen, wenn man in 9 (x). 0x 
jtatt x nach und nach dx, 20x, 36x, 
46x... bie ndz — x einfeßt. Diefe Summation deutet man durd) das 
jogenannte Integralzeichen, / an, welches man vor den allgemeinen Aus— 
druck für die zu ſummirenden Elemente ſetzt, ſchreibt alſo ſtatt: 
y=[p(er) + 95(20) + pPBdr) ++ Pa] or, 
Yy — (x) or. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von P(zx)C.r, jowie 
pr) 6x das Differenzial von y. 

Zumweilen kann man das Integral f p(x)&r durd) wirkliches Summiren 
der Reihe P(d.), P(2°x), P(3Er) u. ſ. w. beftimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Regeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

tn die Anzahl der Elemente Ex von x, aljo 2 — noOr, oder 0x 


| 
N 
| 
RR: IE REN ORAL OORL 
—— — 


J 
*7 ſo kann man ſetzen: 
’ 


nos =[e@) ++) ++ ls 


Für das Differenzial Oy — aror hat man z. B. das Integral: 


ee ee + nor) 
—=(1+2+3+:---+m)ao, 
oder, da nach Art. 15, IV, für n— ©, die Summe der natürlichen Zablen- 


j u 23, 
vie 1 +2 +3 +... +2 =lyn? md cart — er ift, 


— „a 
y=furöı = Iın?a >; = \/,ax?, 


Auf ähnliche Werfe findet man: 
» | 2?20x | = ” Ä Öx 
Y —=/ p(e)ez - — [(er)?+(20r)2+30r)?+ +(nds)?) —- 


er a 023 
= -F + P — 
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wenn z — nOz gejeßt, oder aus n Elementen cr beftehend angenommen 
wird. Nun ift aber nad) $. 15, IV, für u — «, 


1 +22 43° . .. 4 02 =, daher folgt: 
je __n? 02 (nor) _ =? 





a 3 0a 3a Ba 

Art. 17. Aus der Formel o[a + mf(r)] = meflr) ergiebt ſich 

duch, Umkehrung Im of(x) =a+tmf(r) =atm Ser (r), 
oder of (x) = YP (x). ©x gelegt, 
I.) Sm 9()cr=aH-+ mp (z)6 «x, 

md hieraus folgt, daß der conftante Kactor m beim Integriren fowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte- 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftimmt 
werden Fann; daß aljo das Integriven allein ein noch unbeftimmtes 
Integral liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müffen zwei zufammengehörige Werthe 
von rımd y — Sy) Cr befannt fein. Iſt für 2 —e,y—k um 


hat man y — /p(r)Ez — a + f(x) gefunden, jo muß aud): 
k=a- file) 
fein, und es giebt daher die Subtraction: y — k — f(x) — S(e), 
alio in diefem alle: 
v=/Syez =k +) -FS=fSD+k— So); 
und man hat hiernad, die Konftante a —= k — f (ec). 
Wenn man 3. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


i x? 
— fre==5 frz = 1,0 — 3 gie, 


fo hat man die nöthige Conftante a — 3 — 1, — »/2, umd daher das 
Integral: 
> 22 5+2 
y—= Jrdı=a-+ yer7— 
Selbft die Conftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil nod für = als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werden 
fan; will man aber einen ganz bejtimmten Werth A, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth c, von x entipricht, jo muß man noch diefen in 
das gefundene Integral ein=, alfo k, — k + fc) — f(e) fegen. 
5-+ x? 
2 
Meift ift derjenige Werth von x befannt, bei welchem y — 0 ausfällt; 
in diefem Falle hat man aljo A — 0, und es führt daher das unbeftimmte 





So giebt .B.y= [roı = fuür ⸗» =dy=1b. 
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Integral Sp r)er — f(a) auf das beftimmte kı — fl) — (c), das 
alfo gefunden wird, wenn man im den Ausdrud /(r) fir das unbeftimmte 
Integral die Beiden gegebenen Grenzwerthe e, und e von — einjeßt, und die 
erhaltenen Werthe von einander jubtrahirt. Um dies anzudeuten, 


man ftatt f p(r)or, l Y (r) © r, wenn alfo 3. B. F p(r)Or = ist, 


ey re? e? 
[ BT 


Die Umkehrung der Differenzialformel OL) + Pa] = ef) 
— 2 g@ (x) giebt die — formel: —D— IISGOA Ce). 
oder wenn man Of(r) — U (a) Er md Op (r) — x (a) de ſetzt: 

11.) iv ()Ar + x(a)er] = el (r)O x + fa@)e 2. - 

Es ift alfo hiernach das Integral von einer Summe meh— 
rerer Differenztalien gleidy der Summe von den a 2 
der einzelnen Differenztalien. 


3. B. /@ +4 5r)0r — /30x 4 [5x0x — 3r + er? 


Art. 18. Die wichtigfte Differenzialformel IV des Artikels 8: 
er) α, 
führt durch Umkehrung auf die ebenfalls ſehr wichtige Integralformel. Es iſt 
hiernach / nad — a", odern far or — r*, daher 


gt 
fr" 0e=—; 
n 


jegt man alfo a — 1 — m, und hiernad) nr — m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 





am+1 
m--1' 
welches in Anwendung mindeftens ebenfo oft vorfommt, als alle übrigen 
zuſammen. 
Die Form dieſes Integrales weiſt auch darauf hin, daß es dem in Art. 9 
abgehandelten und im Fig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entſpricht. 
Hiernad) ift 3. B. J Brrör—h Fi x?0x — ’/ı rt; ferner: 


377 [2 ⸗ 21 — 
jr «ro — [aron = Eh—ııV ei; 


—7— — 
——— — 1), — — Vr s 
2 5* la 


f@- — 622 + 521) 0x = fa0r — [60x + [5atdr 
—=4/0x — 6frrör+ bfrtox — Ar — 207° + 25; 


mon — 
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ferner, wenn man 3r — 2 —ı, allo 3er — cn, oder ⸗ — — 
einſetzt: 
— 00 [wit — 1j, "> —/A Vus 
| 3 37, 

— V@r— 2)"; 
endlih, wenn 27? — 1 — u, alo Arfr — fundb.i.rer — = 
geſetzt wird: 


Brör ou — na: 
ukhdu= -- 
Var_ı ’i e 4 7; 
yo _15 — 
= Ve = Ver — 1%. 


Durch Hinzufügung der Girenzwerthe — ſich die unbeſtimmten Inte— 
grale ſogleich in beſtimmte verwandeln, z. B.: 


J — 5/, (2% — 19 = *.. (16 — 1) = 18/. 
i 


[= vv I -VW=ı 
zT 
iR V3r — 2.92 — Y,(Vıe® — VD) —2/,(64—1)— 14. 


Wäre z. B. (4 — 62? + 5590 — 7 für x — 0, fo hätte man 
allgemein: (4 — 67? +5 M)0r=7+Ar— 27° + vr. 

At. 19. Die fogenannte Erponentialfunction 9 — a”, welche 
in einer Potenz mit variablen Erponenten befteht, läßt fid) mittels Mac 
Laurin's Theorem wie folgt in eine Reihe verwandeln, wobei aud) zugleich 
das Differenzial derfelben mit gefunden wird. 

Sest man a — As + Aız + Ayr? + Asa? -, oder, da 
für r — 0, a? den Werth a® — 1 annimmt, alfo Av — 1 ausfällt, 

a —1+ Aır 4 Ar? + Ar? +: -, ſo hat man aud): 
az —1-+ Ada + 402° + 4,073 +» + -, umd daher 
(a) — art” — a—atar —a” — a” (a — 1) 
— a’ (M102 + %02?+ 402° + --) 
— a’ (Aı 4 A062 + - )Or = Aıa”dr. 
Nun folgt durch fucceffives Differenziiren der Neihe 
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oe = 1 + A: +4” +4Ar0°-+:--, 


o(a*) 





(a) = 22 — A,a” = Aı +2Ar+3Ar+- .., 
pa) = AN) — ae 242.3. MR + 
pe) = AN ze =2.3.4 4... 


jegt man daher = — 0, fo folgt: 
A=4An2s3=4,2.3.ı=44+.-- 
daher 
1 1 
2 — 44 
A A-7773, 0 4 
und es nimmt die Exponentialveihe die Form 





4— 


—1 
—— 


I MEERE A ERW, LAD ER. 
en 17 I 1.2 11.2.8 


ri 


— ——— 
En We ver weg Se 


Der conftante Coefficient A, ift natürlich eine beftimmte Function der 
conftanten Grundzahl, ſowie legtere eine Junction des erfteren; giebt man 
daher die eine von beiden Zahlen, jo ift dadurd) die andere auch beſtimmt. 
Die einfacyjte oder jogenannte natürlihe Potenzenreihe erhält man 
fir A, — 1, deren Grundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 
iſt alfo: 

1 — x x? a3 ai 

I EelST — 
und ſetzt man = — 1, jo ergiebt ſich die Grundzahl der natürlichen 
Potenzenreihe: 


e!—_e—_1l1+1-+1 +1 + !/a + :-- = 27182828... 


Segt man e — a”, oder a — e”", fo ift "/m — Log. nat. a, der fo- 
genannte natürliche oder Hyperbolifche Yogarithme von a, und 


F 1 (x 1 /.\? 
m ver erttH) 


m 


1 x \? 
+; (&) — 


Da dieſe Reihe der Form nad) mit der unter I. übereinſtimmi, fo iſt auch 
—1 
A, = —, und 
m 
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a”ox 





IV.) (a) — Aatör — — Log.nat.a . a"öx, ſowie 


V.) Ole) = e* 0x. 
3.8. d(ertı) = et! 9(3x + 1) — 3ef*tldr. 


= 


Sept man y — u? — em, jo hat man umgefehrt : 
x — Log.. y und — — Log.nat.y, daher 
Log..y — m Log. nat. y, jowie umgefehrt 
Log. nat, y oder Log.. u — — 109..%. 


Die Zahl m heißt der Modul des der Grundzahl «a entipredhenden 
Logarithmenſyſtemes. Cs läßt ſich aljo mit Hülfe defjelben der natürliche 
Logarithme in jeden fünftlichen, und umgekehrt, ein folcher in den natür- 
lichen verwandeln. Für das Brigg’iche Logarithmenſyſtem iſt die Baſis 
a= 10, daher ! m — Log. nat. 10 — 2,30258 ..., und umgefehrt, 
der Modul 

1 


ee: Log.nat. 10 


— 0,43429 .... 


Es iſt aljo: | 

Log.y = 0,43429 Log. nat. y, und 
Log.nat.y — 2,30258 Log. y. 
(Bergl. Ingenieur, ©. 81 u. ſ. w.) 


Art. 20. Der Yauf der Curven, weldye den Erponentialfunctionen 
„= e" und y — 10* entipredhen, wird durch Fig. 32 (a. f. ©.) veran- 
ſchaulicht. Für x — 0 ift in beiden Fällen y — e? — a? — 1; deshalb 
gehen denn auch beide Gurven OQS und O9, S, durch denfelben Punkt 
(0) im der Ordinatenare AY. Für x — 1, ift: 

y—e—2,718...,umd 
ya—1# ==10, 
fit — 2, giebt: 
y= e — 2,718? = 7,389 und 
y—= 10 = 10? =10uf.w; 
es jteigen aljo auf der pofitiven Seite der Abſciſſenaxe beide Curven, zumal 
aber die legtere, jehr ftarf an; dagegen ift fire — — 1: 
—— 
— E78: 
10° — 10-1 — OJl; 
ferner für ı — — 2: 
Beisbadh’s Kebrbuh der Mechauik Bp. 1. 3 


— 0,368.., und 
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1 
ee — ee? = — = 0,135 und 10* = 107? = 0,01; 
2,718? 
endlich für x — — © geben beide Gleichungen : 
—1 —1 
— — — — — — 0 
e a 
Fig. 32. Es nähern ſich aljo beide Gurven 
Y auf der negativen Seite der Ab— 
B; 5 fciffenare diejer Are immer mehr 


und mehr, und zwar die legtere 
jtärfer als die erftere; jedod) findet 
ein wirkliches Zuſammentreffen 
mit diefer Are nie ftatt. 
Da aus 
| y— e, x — Log.nat.y 
— und ebenſo aus 
| y=a,x — Log..Y 
folgt, jo geben dieſe Curven auch 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’ichen Logarithmen ab; es 
find nämlich die Abſeiſſen die Yo: 
garithmen der Ordinaten; jo it 
z. B. 
AM — Log.nat. MP 
— Log „MP: 





u. ſ. w. 

Nach der Differenzialformel 
IV. des legten Artikels ift der Tan— 
gentenwinkel & der Exrponential- 
curve durch die einfache Formel: 


« 








Y a? 0% 

H lang. = —— — 
N Öx moör 

-X ui I 
2 -ı TAMı air * a” Yy 
* — — = — — y Log.nat.a 
m m 
beitimmt. 


Bei der Curve OP, Qı Sı, Fig. 32, ift folglich die Subtangente 
— y.cotg. «a— m, alfo constant, und bei der Curve OPQS ift fie jtets—1, 
3. 2. für den Punkt Q, Al — 1, für den Punkt RZ, 12—= 1 u. f. w. 
Art. 21. Iſt = — or, jo hat man aud) 
avoy 


0x = o(@) — — 
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und umgefehrt, 
„,__moxz möx 
ee 
Nun ift aber auch y— Log.. x, d.i. der Yogarithme der variablen Potenz x 
bei der conftanten Grundzahl a, daher hat man auch folgende Differen- 
zialformeln der logarithmiſchen Kunctionen 


y = Log.„z und y — Loy. nat. x: 


met i ex . 
J. M.a: — = — — —,., 
—————— x Log.nat.a x ſowie 
@ 
11.) © (Log.nat.x) — —. 





Iſt « der Tangentenwinfel der Curve, welche der Gleichung y— Log.. x 


Sy. m — 
entſpricht, ſo hat man tang.a — — und die Subtangente 
zY 
— ycotg.a — —, 
ycolg - 


aljo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten 2 und y zu cons 
ſtruirenden Rechtedes. 


Mittel® der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 
— 0 Pr 6 (2 le 
1) 6 (Log.nat.V x) — Ve cz ee ahoz 0x 


— — — =! — — — — 
Vx a cr 2x’ 





oder auch — © (!/, Log. nut.) — 1, 6 (Log. nat. x) — 1), ‚I= ; 


2) © Log. nat. (@ - -) —=0[Log. (2 + x) — Log. x?) 
= 6 Log.(2 + x) — © Log. (x°) 
— gr U TN0R 
 2+r eo x(2-+ x) 
= *— 1 | 
3) © ( Log. nat. z T ) — 0 | Log.nat.(e" — 1)] — E[Log.nat.(er+-1)] 
_. O(e*) Ole) _ edx eox 2erdz 
e—l e+l &@e-1 e+l1 e--ı 
At. 22. Wenn man die Differenzialformeln des vorigen Artikels um- 
tehrt, jo ſtößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 
Aus © (a?) — eG folgt /Z — a”, d. L.: 


m 























l) fa ö2—ma”’—ar* : Log.nat.a, und daher: 
1) feoa—e. 
3* 
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olg = in.z d. ı.: 


III.) ⸗ — Log..x — Log.nat.x, und daſſelbe giebt auch die 
x m 








Ferner aus © (Log.a 


or 
Formel © (Log. nat. x) — — 
Hiernad) laſſen fich leicht folgende Beiſpiele berechnen: 
Je os= ER oda cr —1)=1,eöTl, 


’30x BER 0(7x+2) gg 
JE - 7 7242 = /z Log.nat. (7x2). 


re ferte 


—/Ssdx+/[ 02 +3 [ENDE 47-2 Log.nat.(@— 1). 


—1 














m 41 
Art. 23. Die erſte Integralformel / mer 7 läßt das letzte 
Integral unbeftimmt; denn m — — 1 gefet, folgt: 
JE=-/[r 0x: = nr eine Gonftante — © + Gonftante; jegen 


wir aber &—1- u, und dr—du, fo erhalten wir: 
0x 
7 


Br en 
2 3 Ber 
=u-7 — — + 


— 


*57 — u +0? —)diu, und daher 


u? 


es läßt ſich alfo auch Log. nat. (1 —+- u) —=u 248 -04+ der 


— — — 4 
IV.) Log.nat.2—= (x — 1) — + ey ZN — 
ſetzen. 

Mit Hülfe dieſer Reihe laſſen ſich die Logarithmen ſolcher Zahlen berech— 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen die 
Logarithmen zu finden, ſo ſchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man « negativ, jo giebt die vorletzte Reihe: 

Log.nat. 1 —u)= —u— e — F — * — .3 
2 3 4 
und es folgt num durd) die Subtraction beider Reihen von einander: 
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ee 4 +) d. i. 


—— 2 





= 2(u+ +4 ...), ober 
1 2 u“ _:— 
en aljo u — : — — 
— 1 — 1\5 
N) Im.nat. = 2 [EI + (4) +) +] 
Tiefe Reihe ift auch zur Beftimmung der a von Eis 
Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da X =T jtets 
unter 1 ausfällt. 


Es ift auch Log. (2 + y) — Log. % = Loy. (> = Log.(1 +2) 


\2 3 
— i/, —* )+ 1; Dr — ꝛc. 


2* Y “ Y 


VL) Log. (e+ )= Log. x + 2 Eu (5,% -) +]. 


Dieſe Formel ift anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen nächſt 
größeren zu berechnen. 
2—]1 2—1 
B. mat. 2 = 2 |? Y, 67 ) | 
=2 (+ . + Y,.Ys-t*,) 
0,33333 
, )0,01234 
= )0,00082 
0,00007 
genauer — 0,69314718. 


Log. nat. 8 — Log. nat. 2? — 3 Log. nat. 2 iſt hiernad) — 2,0794415, 
und endlich nach der letzten Formel: 
Log. nat. 10 — Log. nat. (8 + 2) 
2 
— Log. nat. +2] = (5) +. | 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302585. 














— 2.0,34656 — 0,69312, 
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Man fann aud) 


1 1 .\3 
= — op L;, — ... 
ee 34 ig =) 4 | 
=2(1, +45 = +4: + +) = 0,693147, ferner 


Log. nat. 5 — Log.nat.(4-+ 1) 2 Ivg.nat.2 +2 ( 4 et) 
und zuleßt Log. nat. 10 — Log. nat,2 + Log. nat. 5 feßen. 
(Bergl. Artikel 19.) 

Art. 24. Bon praftiicher Wichtigkeit find endlich noch die trigonome: 
trijchen und Kreisfunctionen, deren Differenziale und Integrale eben- 
falls im Folgenden ermittelt werden. 

Die Sinusfunction y — sin. x giebt für 2 — 0, y — 0; 





Ai 3,1416 — 
frr= = 7 —0,7854...,y—V'!, — 0,7071, 
n i 
nr=—,y-lh,ftr=ı,y=0; 
fr — 9,0 y=—Lfirr = 22, y=0unl.w; 


trägt man daher x als Abſeiſſen AO und y als die entiprechenden Ordina— 
ten OP auf, fo erhält man die ſchlangenförmige Cure (APBx Cm), 
Fig. 33, welche fid) nad) beiden Zeiten von A ins Unendliche fortjegen läßt. 
Fig. 33. 

M G 


YK E 
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Die Cojinusfunction y=cos.r giebt für — O, y—1, für ı=-, 
y=V !,, für = ‚I fr =, y=— Lfd, æ, 0, 


für -—=2m, A u. ſ. w.; ihre entipricht daher genau diejelbe Schlangen- 
linie ( +1 PZ — + ı) wie der Sinusfunction, nur iſt diefelbe auf der 


Abſciſſenaxe um 9 xz—1,5708.. weiter vor oder hinter der Sinuscurve. 
Ganz anders find aber die Curven gejtaltet, weldye den Tangens- und 
Sotangensfunctionen y—tang..xc und y — cotang. entſprechen. Setzt 
man in y=tang.x, 2—0, !; x, Y/, x, jo erhält man y—0, 1, © 
und daher eine Curve (AQE), welche ſich einer durch den Theilpunft ( 5) 
der Abſciſſenaxe AX gehenden Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie jezu erreichen. Nimmt man ferner x =5, x, 2/, x, 
fo erhält man — — ©,0,—+ », und daher eine Curve (Fr @), die ſich 
den Parallelen durch ( 2) und (3/, 7) bi8 ins Unendliche nähert, oder wie 


man jagt, diefe Parallelen zu Aiymptoten (f. Art. 11) hat. 

Bei ferneren Annahmen für x wiederholen jich diejelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo auch der Function y— fang. x durdy lauter Curven, 
wie (Fr @), weldye um m — 3,1416 in der Richtung der Abſeiſſenaxe von 
einander abjtehen, entiprochen. 


Die Function 


y— cotang. x, giebt dagegen fir 2— 0, 2, y=%,10,— », 


5 ’ 


I = 


7 
2 


daher entipricht derjelben eine Curve (x 05 L), welche von der Tangen— 
teucurve nur der Yage nad) verfchieden ift; aud) gi Jich leicht einfehen, da 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. B. (u5 N) u. ſ. w. dieſer 


Function angehören. 


Während ſowohl die Curve für Sinus und auch die fir Coſinus (die ſo— 
genannte Sinufoide und Coſinuſoide) ein jtetig zufanmenhängendes 
Ganzes bildet, bejteht die Curve für die Tangenten, ſowie aud) die fiir die 
Cotangenten (die jogenannte Tangentoide und Cotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten für gewilfe Werthe von x 
aus dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche überfpringen, wo— 
bei natürlich die Curve ihre Continuität verliert. 
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Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifhen Linien oder 
Functionen ergeben jic durch Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
CA=CP=09=1894AP=z,PQ=20x, feme: 

PM = sin. x, CM= cos. r, AS =tang. x, endlid): 

0Q=NQ— MP=sin. ( -+9x) — sin. z—=Ösin.x, 

OP—=— (CN— CM — — cos. (2 + 6.4) — 008.2 = — cos. r, und 
ST—-AT— AS=tang.(r +9x) — tang. x —=6tang. x ift. 

Da das Bogenelement P rechtwinkelig auf dem Halbmefier CP fteht, 
und der Winkel PCA zwiſchen zwei Yinien ÜP und CA dem Winkel PQO 
zwijchen ihren “Berpendifeln > Q und O Q gleich ift, jo find die Dreiede 
C PM und Q PO einander ähnlich, und es ift: 

0Q = em Ösin. x __ 08. € — 
PO —— 
1.) O(sin. ) = cos. æ. © x; ebenſo auch: 
OP PM, -—Oro.r sSin. x 








FL Ta ae Er u aa 
11.) 6 (cos. 8) = — sin. 20x. 
Man erjieht hierans, daß fleine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 
Ki. 34. Zinus um jo mehr Cinfluß haben, je 
größer cos..c, je Heiner aljo der Bogen 
;T oder Winkel it, daß dagegen diejelben 
2) den Gofinus um fo mehr verändern, je 
RR: | größer sin. x ift, je mehr aljo der Bo- 
j Sl 

"s gen ſich z nähert, und daß endlich das 


Differenzial des Coſinus das entgegen: 
gejetste Zeichen von dem des Bogens 
hat, aljo, wie befannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos. x liefert, 
und umgefehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. x giebt. 

Yegt man SR rechtwinkelig auf C T 
jo erhält man ein Dreied SRT, welches 
wegen der Gleichheit der Winkel ATS und ÜQN oder CPM den Trei: 
ede © PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 

ST_ CP. OÖtang.x 1 
SR CH" SR con: 
SR PQ 0S.6r 

Nun iſt aber auch: os,» d. i. SR — und 








— 
cos. & 





1 
CS == secans. x = ä daher SR = 
cos. X 


und 





Art. 26.] Hülfslebren aus der Analyſis. 4] 


0x 
IM. fang. 2) — —— . 
) aleng.s) (cos. x)? 
B4 „[R 
Führt man ſian 2, 5 — x, alfo ſat 2,0 (7 — 7) = — Or 
ein, fo erhält man: 
x 0X 
c fang. (= — ) = — (2 Sf d. l. 
E —.) 
er 


IV.) c (eötang. +) = — Gin. 2) . 
IN. 


Durch Umkehrung geben diefe Formeln fir das Differenzial des Bogens: 


6 — — — (cos. ) Otang. x 
C0S. X sin. X 
— — (sin. 2)? 0 cotang. x, oder: 
2 Ösın. x 0 tang. x 
= — — —— — — 
Vı— (sin.x)? 1 (tang. x)? 
* © 608. x © cotang. 2 
18 x — — —— 7 — a PT — 
V 1 (cos. x): 1 + (cotang. x)? 


Bezeichnet man nun sin.x duch y, und x durch arc. (sin. — y), jo 
erhält man: 


2 
vJ) darc. (in. —9 — Pi 
und auf gleiche Weife findet man: 


7) 
VI.) 0 arc. (cos. —y) = — —— ‚ ſowie: 
— Y° 
ey 


VI) 2 are. (tang. =y) = Irw’ und 
VII.) & arc. (eotang.—y) = — or 


Art. 26. Die legten Vifferenzialformeln geben durch Umfehrung folgende 
Integralformeln: 
L) Je0s.26 x = sin. x, 
I.) [sin.x0x= — cos. x, 
Öx 
IH. —_ — tana. r 
IL) N tang. z, 
Öx 


IV.) — 
sin. x? 


— — cotang. x, ferner: 
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V.) 7: ag — arc.(sin. = X) = — are. (cos. = r), 


VI.) — arc.(tang. — x) = — are. (cotang. — x), 


— 
14602 
und hierzu laſſen ſich leicht noch folgende finden. 

Osin.xz _ 008.2.0% 
sin. % sin. x 





Es ift 9 (Log. nat.sin.x) = — cotang.x.Or, 


folglich: | 
VIL)  feotg.x8 = Log. nat. sin. x, ebenfo: 
VIII) tang.x6 = — Log. nat. cos. x; ferner: 














0 (Log. nat.tang.x) = — = — 
zz = una dahe 
0 (Log. nat.tang. Y/ı x) = Sr und 
IX.) Pi er — Log. nat.tang. 5, ebenfo: 
X.) J: De — Log. nat. tang. (7 — 5) 
— Log. nat. cotg. (7 — 5) 
a b _ al—a)+b(l+2) 





Ferner —— = —+ = —— — — geſetzt, 
—ı 146 1—r (1-+2) (1— x) 
folgt 1 =alı - a) +b(l +2). Nimmt man 1 +20, alfo 








2z——1 an, fo erhält man hiernach 1—=a (1—+ 1), daher a—=1/,, und 
fegt man 1— 20, alfo 21, fo ergiebt ſich 1 — 2b, daher: 
1 1, 1), 
b= 1/ — — — / 
— 1— x? rag, 


endlich aber: 


dx | or ex 
— 1/, — L/ 
Ike "Sa + 


— !/, Log. nat. (1 + x) — !/s Log. nat. (1 — x), 


02 1 — r 
— l/, Log. nat. (5 


ex *— 1 
XII. — 1/, . r — — 
11.) IS /a Log. nat —-) 








d. i.: 
XI.) 








) und ebenſo: 
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Sept man V 1 +2? = xy, fo ehält man 1-+x2? — 2? y2, und 
ex (1— 9) = zyöOy, daher: 





02 _ 0, (@ =) 
— ren „0 Log. nat. er), wonad): 
Ö ’ 
XII.) — — Log.nat.(x + Y 1-+22): jowie: 
or 
XIV.) Va-ı7 Log. nat. (+ V x? — ı) folgt. 


Art. 27. Um are. (tang.—= x) — JF: Ber zu finden, darf man nur 


j ; durch Divifion in eine Reihe verwandeln und dann Glied für 
Glied ig Man erhält fo: 
— 1 — + — +0 .., und 





= 2 x — 6 
[E= J [02 —— [rar+--, 
folglich: 

* 

L) arc. (tang. = x) =x — z —— u ar B.: 
— arc.(an.=1)=1— +1, — 1, HU — .r-, 
alfo den Halbkreis = 4 (1 1; + 1, — 17 +1 — +++), ober: 
7 


z=are.(tang—V Y,)=V [1 Oh —B 


folglich = 6 J ı 3 (1 — 1’, + Us — l/ so 4 ) = 3,1415926 Kahr 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 


er: = 1-14 YRt Ye 


Inn 3 [dat [woat | raten [rörH--, 


| 1x3 1.3 x5 1.383.527, 
1.) are. (sin.—x) = x + — 2.3 — 2.4.5 trauert 


2. 
4 
er kin)elltNat+ Y + rss), 
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alſo: 
| 1,04167 
0,00469 
I—3 000070 * 3,1416.. 
0,00012 
Ferner folgt durch fuccefjives Differenziiren, wenn man 
sin. 2—4+ Aı + Asa? + A; + A, 2! +: jeß ſetz t 


m _ cos. A+2 Ahr +3 A +44 r°+-- 
. 
er) _ — 00.2 2.3.4; +2.3.4.40+-- 
EN) _ na=2.3.4.4+ 


Nun ift aber für 20, sin. — O, und cos. — 1, daher folgt aus 
der erjten Reihe Av — 0, aus der zweiten Aı — cos. 0 — 1, aus der 


5 aus der fünften A, — 0 


u j. w., und wenn man diefe Werthe im die fingirte Neihe einjegt, die 
Sinusreihe: 


dritten Aa — 0, aus der vierten A, — 


x 2 x5 x’ 
Den aus ee 
DI) sin. — Yo 3 1 138308 13545687 7% 


Auf gleiche Werje ergiebt ſich: 


x? zit 
ET 12 Tas. Tee + :c, ferner 
2x5 17 x? 

V. —J—— En -»..». 
) tang.x +7 +7 rear und 

— 8 2x5 

vi t a — — — — — — n nn PU — — 
NAT a Eh un 


(Vergl. „Ingenieur“, Seite 159). 

Art. 28. Wenn man die Differenzialformel &(uv)—utvtvou, aus 
Artifel 8, integrirt, fo.erhält man den Ausdrud uo — fuer + fvOu, umd 
folgendes unter dem Namen „die Neductionsformel“ befannte Integral: 

Srou = wuv — [uo v, oder 
Seosn) = Pla) - SID pe). 

Diefe Regel kommt ſtets zur Anwendung, wenn das Integral S vou 

— FE P (2) CF (x) nicht, dagegen aber das Integral fi uov— f. S(2)E Y(x) 


befannt iſt. 
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Mittels der Reductionsformel läßt ſich z. B. das Integral von folgendem 
Differenzial: 
%y—=Vi-+2.0r 

auf ein anderes befanntes Integral zurücdführen. Cs ift 

26x 
(2) Vı+z, aljo Ep(x) = Vırz und 
J(&)= x, alfo d f(x) = Or 

zu jegen; folglich hat man: 

2202 


JVFR or = 1VitR — Vita?’ 























» /ViFRd=rVite + [= 
und folglich: | 
/ViF#u= YyzVıi+22+ 1, er 
—y,[zVYı$ 82 + In.(e+Vı1+ 2). 
* 
V———— 1, 2Vı—a2-+ 1 —F— 


—1,[zVı— — 73 are. — 
und 
0x 


u) (Vezie-peVrZi-n, VrR_ı 
— la V 82 —ı— In. («+Vr-— ı — 1) 
Auch ift 

[(sin.x)20x — [ sin.xsin.e002 — — [ sin.20 (cos.2) — — sin. 2.008. 

+ f 008.2% (sin.2)= — sin.2c08.0+ [ (cos.x)?6 x 

= —sin.2008.= + [[1 — (sin. 2)?]6 x, 
daher folgt: 

2 [sin.2)?62=—/ 62 — sin.xcos.z, und 
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IV.) Sein. Por=iı(r — sin.x cos. 2) — \/z (x — Sin. 20). 
Ebenſo iſt 

79 Co. 2)? 02 — (2 + sin.xcos.2)—1/, (cr + !/,sin.2 x). 
Ferner hat man 

v1.) [sin.x c08.20r—1, Ssin. 2xc(2r)= — \/cos.2«, 

v1.) / (tang. "or —ftang..c — x, und 

VIII.) [ (eotg. 2)? Er — — (eotg.c—+ x). 

Endlich iſt 
IX.) J* sin.LCX—=— XC08.L + feos. rer = — rcos.x + sin.z, 


X.) feeox=froölt)=r — fear —1)et, 


XI.) J Too.nat.r. 0. Log.nut.x— | 2 —z(Log.nat. 21) 
und 
2202 

2 % 


» m? 
X1l.) / (x Lug.nat.xc6 x) — Log.nat.x — 


x? 
j —=(Log.nat.xr — M)Z 

Art_29. Kommt es darauf an, eine Cure APB, Fig. 35, zu quas 
driren, d. 1. den Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Curve A PB 
und von ihren Goordinaten ACT umd 
BC begrenzt wird, zu bejtinmen oder 
durch eine Function der Abſeiſſe dieſer 
Curve auszudrücken, fo denken wir une 
diefen Flächenraum durch unendlich viele 
Ordinaten MP, NXQu. ſ. w. in lauter 
jtreifenförmige Elentente, wie MNQP 
von der conftanten Breite MN —=Cr 
und der veränderlichen Yänge MP—y 
zerlegt. Da fid) num der Inhalt eines 





joldyen Slächenelementes 
—— .‚MN=(y+!,oyJ)ox=y6r 
jegen läßt, jo findet man den Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial 40x integrirt, alſo 

—— / yox 


oF=( 


fest. 
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3. 2. für eine Parabel mit dem Parameter p ift 4? — px, und daher 
folgt die fläche derſelben: 

F= | Vpzer— Vo [sro Ve —/ FE Vrr= . 
R 

Die Parabelflihe ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umſchließenden 
Rechtecke ACBD. 

Tiefe Formel gilt auch für fchiefwinfelige, unter einem Winkel 
XAY= « zufammenftoßende Coordinaten, 3. B. für die Fläche ABC, 
Fig. 36, wenn nur ftatt BC—y, der Normalabitand BN —ysin.« ein 
gejegt wird; man hat alio hier: 

— sin.a [uoz, 

j. B. bei der Parabelfläche, wenn die Abſeiſſenaxe A X einen Durchmefjer 
und die Ordinatenare A Y eine Tangente der Parabel bildet, aljo 
pz 
sin. a? 





N pi ift (f. „Ingenieur“ Seite 177): 
F=?t/,xysin.«, 
d.ı.: 


Flähe ABC — ?/; Parallelogramm ACBD. 


Big. 36. 
Fig. 37. 





Für eine Flähe BCC,B, = F, zwiſchen den Abjeiffen AC, — ec, 
ud 40 — c, Fig. 37, ift nad) Artikel 17: 
FF z y6 T. 


c 


a3, 
2. B. für y= = ift: 





F- fe aox — a?(Log.nat.ch, — Log.nat.c), d. 1: 
€ x 


F — at Log. nat. (=). 
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2 
Der Gleihung = entjpricht die oben in Artifel 3 kennen gelernte Curve 
PQ, Fig. 38, und wenn daher AM = ec und AN. tft, jo giebt 
— € 
Big. 38. — a? Log.nat.( — 
\ F— a? Log. na ( ) 


den Flächenraum von AUN 
an. Nimmt man noch der Einfach— 
heit wegen, a=t—1 und 1 —=r 
an, jo hat man: 
F == Log.nat. rs; 
es find hiernady die Flächenräume 
(1MPI), (\NQI) u |. w. die 
natürlichen Logarithmen der Abfcijien 
AM, AN u. f.w. Die Curve felbft 
a2 — iſt eine jogenannte gleichjeitige 
Hyperbel, in welder die beiden 
Halbaren a und b einander gleich find, Folglich der Aiymptotemvinfel « — 45° 
ift, und die Geraden AX und AY, welchen ſich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohme jie zu erreichen, find die Afymptoten derſelben. 
Wegen diejes Zufanmenhanges zwiſchen den Abſeiſſen und den Flächen 
räumen werden die natürlichen Yogarithmen fehr oft hyperbolifche 
Logarithmen genannt. 


Art. 30. Dan fann aud) jedes Integral /yea—/YP(r)ör gleid) 
dem Inhalte einer Fläche F' jegen, und wenn fich 
nun die Integration durch eine der befannten Re— 
geln nicht vollziehen läßt, jo kann man es wenigſtens 

* annähernd finden, wenn man durch Anwendung der 
befannten geometrifchen Hilfsmittel den Inhalt des 
entiprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

Für eine Fläche ABPQN, Fig. 39, die durch die 
Grundlinie AN — r umd durd) die drei gleid) weit 
von einander abftehenden Urdinaten AB — %,, 
MP=y, und NQ=y, bejtimmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


* 
ABQN=F =(n + %) 3 


und den jegmentförmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Varabel 
anjieht: 


F,—?; PS.BR=?,(MP— MS). AN=?, (n es 











Sig. 39. 





Art. 30.] Hülfslebren aus der Analyfis. 49 
daher die ganze Fläche: 
F=R+B=| nt W+(n-"F%)]» 


=) tw) + sn =ut N +) 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fegt F—ry, fo erhält 
man daher fiir diejelbe: 
tt 
= —: 
: 6 
Um nun hiernad den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40, zu finden, 
welche iiber einer gegebenen Grundlinie MN—r fteht, und durch eine un- 
gerade Anzahl von Ordinaten Yu, Yı, Ya, Hs +. 4m beitimmt ift, durch diefe 
aljo in eine gerade Anzahl von gleid) breiten Streifen zerlegt wird, bedarf 
es nur einer wiederholten Anwendung der legten Kegel. Es iſt die Breite 


eines Streifens — - und hiernach die Fläche des erjten Streifenpaares: 


Big. 40. BIN ai ua. Bus 
6 — 

des zweiten Streifenpaares: 
_ntintm 28 
. 6 n " 

des dritten Streifenpaares: 
2» ’ 
utishm.22, — 
alſo der Inhaͤlt der erſten ſechs Strei— 
fen oder erſten drei Streifenpaare, da 





hier n=6 beträgt: 
L 
F=nw+t4nt2u» t4u +24 +4 +%) 5, 


= tn, +4 mn tut) + 2a +) 5 


und es läßt ſich nun leicht ermeſſen, daß der Inhalt einer in vier Streifen— 
paare zerlegten Fläche: 


x 
F=y ++ 4(yı + y; +4,+»)+2 (+ Yı +9)1375: 
und daß allgemein, der einer Fläche von » Streifen: 


F=-y+u44u tu ++ )+2 u ++ +) 


geſetzt werden fann. 
Beisbab’s Lebrbub d. Mechanik. 1. 4 
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Auch ift die mittlere Höhe einer ſolchen Fläche: 


Htattm trat > 
E 3n 
wobei » ftet8 eine gerade Zahl fein muß. 





Diefe unter dem Namen der Simpſon'ſchen Regel befannte Formel 
(. „Ingenieur“ ©. 190) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung eines 


Integrales / 'yör — "p(a)ör, wenn man 2 — ce, — ce im eine 
gerade Anzahl n gleicher Theile theilt, die Ordinaten 


x 2x 
y=P(eo), ı =P (c+2). H=P (c+ =) 


n=p(c+ =) bis 9, —=P (x) 
berechnet und diefe Werthe in die Formel: 


[vor = Ivo —X 


=y tn +4 ++ +m-) +2 (u +9 


einjeßt. 





2 1 
3: B. ee giebt, da hir 1 — e—2 —1—=1 und y—=p @=- 


6 —6 








ist, wenn man n 6, alfo - = = 1, annimmt: 
1 ©; F — 1 
Yo ek 0000, yı =, =°  =0,8571,y% = 7, —%/, —0,7500, 
“ie 6 
1 ne 1 J 6 
y 50, 6666, . 0, 6000 9 = — = 0,5454 und 
7 10, | 11 


Y: — 0,5000, daher: 
Yo + ys = 1,5000, yı + 43 + u; —= 2,0692 und 93 +, —= 1,3500, 
und das gejuchte Integral: 


2 \ 
= Ze — —(1,5000 +4.2,0692-+2.1,3500) . nn 


18 





— 0,69315. 


Nach Artitel 22, I, ift: 
Ö 
=- — Log.nat.2 — Log.nat. 1 — 0,693147, 


aljo die Uebereinftimmung die erwünfchte. 


Art. 31.] Hülfslehren aus der Analvfis. 51 
Art. 31. Im Folgenden ſoll noch eine andere Regel mitgetheilt werden, 


Ag. 1. welche aud) bei einer ungeraden An— 
| zahl » von Streifen angewendet wer- 
en den kann. Behandelt man ein jehr 





— gedrücktes Segment AMB, Fig. 41, 
Z: als ein Parabeljegment, fo hat man 
nad) Art. 29 für den Inhalt deffelben : 
F—?/,AB.MD, 

oder, wenn AT und BT Tangenten an den Enden A und B find, und 
vehalb OT = 2CM it: F = 2. ARTE — 27, des Dreids 
47B — ?/, des gleich hohen gleichfchenfligen Dreiecks ASB, und alſo 
auch ⸗ 340. OS C?.tang.SAC. Der Winkel SAC—SBC 
t=TAC+TAS=TBC— TBS; fest man daher die kleinen 
Winlel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man fiir dieſelben: 








TAS— 158-2720 up 
sif— TAc+ FI ZTA0 _ ae _ >, 


wenn man die Tangentenwinfel 7A C und TBC durd) Ö und e bezeichnet. 
Ta nun nd AC=BC=1,AB—1, Sehne s ift, fo hat man: 


F — ls s? fang. (=). 


Diefe Formel läßt ſich nun aud) auf das Flächenſtück MABN, Fig. 42, 
Fig. 42. anwenden, deſſen Tangentenwinfel 7’ AD 
—=a und TBE—P gegeben find; 
jet man nämlich noch den Schnemwinfel 
BAD=ABE=6, fo hat man: 
TAB=I=TAD—BAD 





— a — 06 und 
TBE=eE =ABE—TBE 
A =60—Bß, 
daher: 
\ ö+Ee—=a—ß, 


und das Segment über AB: 
F= 1,,8s?tang. (- = 8) 
oder, wegen der Kleinheit von « — ß: 
u tang.(« — B)— s? / tang.a —tang.ß 3 


12 12 \1-T tang. a tang.B/' 


4* 
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oder, da & und 4 nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb im 
tang. atang.ß ftatt « und 8 der Mittelwert 0 eingefegt werden kann: 
tang. & — tang. ß 
1 + tang. 6? 
und aljo ftatt scos. 6 die Grundlinie MN— x fubftituirt: 


— 11982. — 1/2 s? cos. 0? (tang. a — tang.ß), 


x? 
F= == (tang. « — tang.Pß), 
und daher das ganze Flächenſtück MABN, wenn y, und y, deilen Drdi- 
naten MA und N B bezeichnen: 
% x? 
F=( 757 -Caongq. « — tang. ß) 13° 


Stößt an das vorige Flächenftiit noch ein anderes NBCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO=r, den Ordinaten BN und CO=y, und % 
und den Tangentenwinfen SBF—=ß und SCG—P, fo hat man für 
daflelbe den Inhalt: 


2 
F, = (yı + y,) 5 —+ (tang. B — tang.y) 5 
und daher fir das Ganze, da ſich hier — kang. ß gegen + tang. ß hebt: 


x? 


F=Rh+R=(,Ww+ty + 9) + (tang.& — tang. y) 15° 


Für eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn « den 
Tangentenwinkel des Anfangs- und Ö den des Endpunftes bezeichnet: 


2 
F=(h,wH+ty ++ 29) 2 + (tang. « — tang. 6) 17 


und allgemein fir ein durch die Abfciffen — > > ...%, die Ordi— 
; N n n 
naten Yo, Yı, %2 - - - Yu und die Tangentenwinfel a, und «@, der End- 


punfte beftimmtes Flächenſtück: 


zT 
F=(w+v+ + +%-ı + 1/9.) F 
2 
—+ 1/1, (lang. « — tang. «,) (2) . 
Ein Integral: 


2 a r 
/ yox =] Pp(a)ox 
= by tntnt...+Mm +9) — 
+\2 
—+ U, (tang. a — tang. &,) (<) 
n 


wird hiernad) gefunden, wenn man 2—=c, — c jeßt: 


Art. 32.] Hülfslebren aus der Analpfis. 33 
x 22 
%»=9 (ce), n=»(c+2), n=9(e+ ‚ 


»=9l(ce+ =)... „pP (e ef: "= po), 


0 
jowie kang. — ne — N(G) = Y(c) und tang.a, — %Y(cı) berechnet, 
und diefe Werthe in diefe Gleichung einfithrt. 
2 0: 
3. 2. für J hat man, wenn » — 6 angenommen wird, da hier 


=4-e=2-Imy=y@)=- il: 





1 1 
— 1, yı — Va vn, y—®h, 
so u =%/ı und via; 

oy__ 6a) _ 1 
ferner, da ſich kr Pa herausftellt: 
2 

ag.e = —Nı = —1ımd tung.B=— (5) = — 1, 
und daher ift: 

20x Fans 
I ZEHN at HAI) 2- — 

__ 4,1692 


— 3/4. 112/36 = 0,69487 — 0,00173 — 0,69314. 


(Vergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 

Art. 32. Um eine Curve zu vectificiren, oder aus ihrer Gleichung 
= f(x) zwiſchen den Coordinaten AM—=xr und MP—y, fig. 43, 
eine Gleichung zwifchen dem Bogen AP— s und der einen ober der 
anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beftimmt man zunächſt das Diffe- 
tenzial des Curvenbogens A P, und fucht dann hierzu das Integral. Lußt 
man zum MN=PR=06x wadjen, jo nimmt y um RQ—dy 
ud s um das Element PQ—=0s zu, und es ift, dem Pythagoräifchen 
Lehrſatze zufolge: 


6 


PQ=PR’+QR;, 
d. i.: 

o—=or+oy:, 
aljo: 

0s—= Vor -+oy:, 
und hiernach der Curvenbogen 
ſelbſt: 


x — 


Big. 48. 
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3.2. für die Neil’fche Parabel (fiehe Art. 9 und Fig. 17), deren 
Gleichung a y? — x? ift, hat man: 2Zayoy=3x20x, daher: 
2 320% — Irldz? 99x02? 

——— ** 4ay Aa 








hiernad) : 
9x 
2 _\922 
8 =(1+ 72): und 


= Ver re=[ +) 


4 F 4a R 9x 
= on tl uh—8). zaV (ı + - a). 


Um die hierzu nöthige Gonftante zu finden, wollen wir s mit c und 
zugleich anfangen laffen. Wir erhalten dann: 
= Bir yıa 3 + Con., aljo Con. — — 8’, a und 


s— malV (i ar * — |, 


3. 2. für das Stüd A P,, deilen Abfciffe 2 — « ift: 
st .al V (3/,)3 — 1] = 1,736'a. 
Führt man nod) den Tangentenwinfe QPR—= PTM— « (Fig.43) 
ein, jo hat man aud): 
QR=PV®.sin.QPRud PR=P0cos.QPR,d. i. 
ey — Össin.a und dx — 08c08. «, 


@ 
und aljo außer lang. « — = (. Art. 6) aud) 








oy ox ; 
sin. a= 77 und cos. « — I, jowie nod) 
oy f 0x 
— J 1 t .a?, — — 
F ” *— de Bi sin. & cos. 


Iſt nun die Gleichung zwiſchen zwei der Größen x, y, s und « gegeben, 
jo kann man hiernach auch a zwijchen je zwei anderen diefer 


Größen finden. Iſt 3. B. cos.« — — — > ‚ jo hat man: 


je 808 fe 2508 Ffir 4, fun — 
Vet Ve+3: + Var Hr 


= Ve+3s s?—+ Con., und wenn nun x und s zugleich Null find: 
z—=VyVe—+3? — c. 


Art. 33.] Hülfslehren aus der Analyfis. 55 
Art. 33. Eine Gerade winkelrecht zur Tangente PT, ig. 44, iſt auch 
Big. 44. 





U T AM N Ö — 

normal zur Berührungsſtelle P der Curve, weil die Tangente die Richtung 

diefer Stelle angiebt. Das Stück PK diefer Yinie vom Berührungspunkte 

P bis zur Abfciffenare, heift Normale ſchlechtweg, und die Projection 

MK dellelben in der Abfciffenare Subnormale für die legtere hat 

man, da der Winfel M PK dem Tangentenwinfel PT M— « gleich ift: 
MK= MP .tang.e, d. \.: 


die Subnormale —= ytang. a — y I 
Ta für das Curvenſyſtem y=— x", tang. a — ma"! ift, fo folgt hier die 


: my? 
Subnormale = m x" , 2" 1 — mi" 1 — ud 
x 


‚ und für die gemeine 
Parabel, deren Gleihung y? = px ift, hat man 
vr _P 


27 2 


die Subnormale = y 


aljo conftant. 


Errichtet man ferner in einem zweiten, der Stelle P unendlid; nahen 
Punkte Q eine andere Normallinie Q C, jo erhält man in dem Durchſchnitts— 
punfte zwwifchen beiden Yinien das Centrum C für einen durch beide Berührungs— 
punfte P und Q zu bejchreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungs- 
freis, und es find die Stüde UP und CQ der Normallinien die Halb: 
mefler dieſes Kreifes oder die jogenannten Kriimmungshalbmefjer. 
Jedenfalls ift diefer Kreis derjenige unter allen dur P und Q zu Legenden 
"reifen, welcher ji) am meiften an das Gurvenelement PQ anfchmiegt, 
und deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dem Eurvenelemente PQ 
zuſammenfalle. 


Bezeichnen wir den Krümmungshalbmeſſer CP—= CQ dud r, den 
Gurenbogen AP durd) s, alfo fein Element PQ durd) Os, und den Tan- 
gentenwinfel oder Bogen von PTM durch @, alfo fein Element SUM 
—STM,db. i. -— UST= — PCQ, dburd 9a, fo haben wir einfach, 
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da PQ=LÜP. Bogen des Winkels PCQ if, dos —=—röe, und folg- 


— os 

(ich den Krimmungshalbmefler: r = — pr 
Fig. 45. 

G 





T 
Gewöhnlich läßt ſich « nur mittel® der Coordinatengleihung beftinmen, 


M N 0 K 





. 0 Yy 
indem man jet: fang. « —= — 
| o@ x 
un ift aber noch: Otang.a — und cos. « — —, 
ee g cos. @? es 


= 0 x? = 
daher hat man: Oa= cos. «?. A lang. a — 5.0 tang. «&, und 
82 


Ös os? 
r= — — ——— —⸗ — — — 
c08. a? O tang. « 0.2? 6 tang. a 


0 s’ 


ß z cs 
ür eine convere Curve ift r — —— t — 
li ! j * 0« — —— 


und für 


einen Wendepunft, — ©. 
Sir die Coordinatn AO—u und OC—v des Kriimmungsmittel- 
punftes C iſt 
„= AM+HC=x-+ CPsin. CPH, d.i. u=.xc-+rsin.e, fowie 
v—=0C=MP—HP=y-— CPcos CPH,d.i.v—=y—rcos.a. 
Fig. 46. Die ftetige Folge der Krüm— 
mungsmittelpunftegiebteine Curve, 
welche die Evolute von AP ge— 
nannt, und deren Lauf durch die Coor— 
dinaten « und » beftimmt wird. 
Wenn man die Ellipſe ADA,D,, 
Figur 46, mit einem Kreiſe 
AB A, Bi in Verbindung bringt, 
jo kann man die Coordinaten 
CM=x ud MQ=y beriel- 
ben durch den Centriwinfel PC.B 
— 9 des Kreiſes ausdrüden. Es 
ift nämlich: 
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z=(CPsin. CPM=(Psin. BO P-—asin. p und 


y=MQ= MP! C Pcos. CPM=-bcos. p. 


Hieraus ergiebt fich: 
02=uac0.90p und &y—=—bsin.püg, 
folglich für den Tangentenwinfel OTX—a ber Ellipfe: 
_öy __binpg db 
taug. « *5 — @c0s.p — — z fang. P, 
alſo für deſſen Nebenwinlel Q T O— a, — 180° — «: 
fang. = tang, p und cotg. ac, — — cotg. P. 
Hiernach iſt die Subtangente der Ellipſe: 
MISAMcotq. M 
a 


—=ycotg.a, = * colg. pP — yı cotg. p, 


wenn yı die Ordinate MP des Kreifes bezeichnet. Da bei dem letzteren 
die Tangente PT rehtwinfelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, fo ift auch 
PTM=PCB= 9, und daher die Subtangente deſſelben ebenfalls 
MT= MPeog.MTP=yı, cotg.p. Es haben aljo die beiden Punkte 
P und Q des Kreifes und der Ellipfe, welche einerlei Abfciffe angehören, 
eine und diefelbe Subtangente MT. 
Ferner ift für das elliptifche Bogenelement : 
02=022—+0y?= (a? cos. 92 + b2 sin. p2) dp}, 

und das Differenzial von tang.«, d. i.: 


— 6 — 6b 09 
O tang. a — = Ianı.g—=— @ 006.98’ 
daher folgt der Krümmungshalbmeifer der Ellipfe: 
— 05? __ (a? cos. p2 + b? sin. 92)’ 
eo Brrdtang.e : : 
a“ 005. @ "neos.p® 


(a? cos. 9 + b? sin. p?)% 
ab 


. 32. für p=0, alfo sin. P=0 und cos. P—1, folgt der größte 
Krümmungshalbineffer: 


Yn — 


98 Hülfslehren aus der Analpfis. [Art. 34- 


und dagegen für ꝙ — 90°, alfo sin. —=1 und cos.P—0, ergiebt ſich 
der Heinfte Krümmungshalbmeſſer: 
68 bh? 

== 

Der erftere Werth von » entfpricht der Stelle D, und der lettere dem 
Punkte A; beide find durch die Arenftüde CL und CK beftimmt, welche 
die in den Endpunften A, und D auf der Sehne A, D errichteten Perpen— 
difel von C aus abjchneiden. 


Art. 34. Viele Functionen, welche in der Anwendung auf die Praxis 
vorkommen, laffen fid) aus den oben kennen gelernten Hauptfunctionen: 


In 


ya, y=e und y=sin.z, y=cos.x u. |. w. 
zufammenfegen, und es find daher auch ihre Eigenfchaften, betreffend die 
Tangentenlage, Quadratur, Krümmungshalbmeſſer u. |. w. leicht mit Hülfe 
der vorftehenden Lehren aufzufuchen, ſowie aud) die ihnen entſprechenden 
Curven zu conftruiren, wie folgendes Beiſpiel zeigen wird. 


Für die Curve, welche der Gleichung: 


x a 
yzı? (1 — — æ — 1,23 entſpricht, iſt 


0y—=2r97— x?dx, folglich 
tan. a—=2 2 — a —=ı(2 — re). 

Da diefe Tangente für -—0 ud r—2, Null ausfällt, jo hat fie in 
den Punkten, welche diejen Abſciſſenwerthen zulommen, die Nichtung der 
Abſeiſſenaxe. Ferner ift: 

Stang. a—=202x — 2202—=2(1—x)Ox, wonad) alfo 
für 0, O tang. ⸗20 4, und 
für 2, Olang.a—= — 80 
ausfällt, und daher die Ordinate des erſten Punktes ein Minimum, da— 
gegen die des zweiten Punktes ein Maximum iſt. Setzt man d tang. «—0, 
fo ergeben ſich dadurd) die Koordinaten & — J und y—=?/; des Wende: 
punftes, in welchem fid) das concave Curvenſtück an das convere anjchlieft. 

Ferner ift fiir das Gurvenelement Os: 

et + (2 — or —=[1+r2(2—r)?]0 x, 
und daher der Krümmungshalbmeffer der Curve: 








08° +22)? 
r=— = — -— - 
0.22 0 tang. « 2(1—x) j 
— | —* 
. BD fur ⸗0, =. =— 1/,, für z=1, = 0, 
— 
fir 2, r=—;=+ 1), fürx=3, r=!/,.10%=-+-7,906. 


2 
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Tie entfprechende Curve ift in fig. 47 vor Augen geführt, worin A den 


Big. 47. 


16 





Urfprung der Coordinaten, 
und X X, Y Y die Goor- 
dinatenaren darftellen. Dem 
erften Theil yı — x? ber 
Gleichung entfpricht die 
Parabel BAB,, welde 
fih von A aus zu beiden 
Seiten der Are A Y fym- 
metriſch Hinzieht, dem zwei- 
ten Theil y = — \/, 23 
gehört dagegen die Curve 
CA C, an, weldje fich auf 
der rechten Seite von YY 
unter, und auf der Linken 
Seite von YY über der 
Adfciffenare X X hinzieht, 
und ſich dabei immer mehr 
und mehr von X X ent 
fernt, je weiter fie von YY 
abrüdt. Um für eine ge- 
gebene Abfciffenare x den 
entjprechenden Punft der 
Cumwe ya? — 1), 23 zu 
beftimmen, kommt es nur 
darauf an, die diefer Ab: 
feiffe zugehörigen Ordinaten 
der erften Curven algebraifch 
zu addiren. Da 3. 2. für 
el, y=1 und y 
— — 1, ift, folgt die ent⸗ 
Iprechende Ordinate des 
Punktes W, y=yı + Y: 
=1—1), = %,, fener, 
da für 22, y, —4umd 
2 *— , ift, fo folgt 
die Coordinate des Punktes 


My=4— 8), — 4), ebenfo ergiebt fih fr — 3, y—yı + 
=I-9=0 fr =, y=16 — 4, — — 1), fr — — 1, 
=1-+ ,=%,;, für = —2, y=4-42/,— 20), u. ſ. w., und man 
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erfieht, daß die letzte Curve von A aus rechts den Lauf AWMKL... hat, 
wobei fie anfangs über der Abſeiſſe A K— 3 hinläuft, ſich aber von da aus 


weiter bis ins Unendliche unter X X binabzieht, und daß fie von A aus 
(infs nur einen ins Unendliche auffteigenden Zweig APQ... bildet. Auch 
ift nach dem Obigen, W ein Wende-, fowie M ein Marimalpunft der Curve. 


Während die Curve in A und M die Richtung von X X hat, fteigt fie in 
W unter dem Winkel @« — 45 Grad auf, weil für denfelben tang. « 
—r(2—r)=1 ift, dagegen ift für den Neigungswinkel in K, tang. « 
— — 3, folglid — 71934‘ u. ſ. w. 


Die Quadratur der Curve ift durch das Integral 


— [ 02-1 — 


— _. I. 1— 2) vollzogen. 


Hiernach folgt z. B. fiir das Flächenſtüuck AWMK über AK—3, der 
3 
Inhalt F=Z (1 — ?/,) = °/;, und dagegen der Inhalt des Flächen— 


— — 3 3 
ſtückes 3 L4, über dem Abſciſſenſtücke 34, F, = —1,)— =(1-3/) 
= -1=—%. 


Um endlich noch die Fänge eines Curvenftüdes, 5. B. von A WM, zu 
finden, jegen wir 


: = [ViF=@=3 0:= "pda, 


und bringen die im Artikel 30 abgehandelte Integrationsmethode zur An- 


wendung. Es ift hier ce — 0, und c, — 2; nimmt man n—4 an, fo 
4 —c 32 —0 
folgt &r— - = — Ya, und fegt man nun für nach und 


4 
nad) die Werthe O, /,, 1, 24 und 2 in die Function 
p() =V1-+2?(2 — 2): ein, fo erhält man die Werthe: 
90) =VI=1Hl)=V14+ =), 
P(1)=Vı+t1ı=V2—=1,lA.. 
PCB)=V1+ = ud 5(2 — VI— l, 
und daher die Länge des Bogens A WM: 


= (POHL +2 WHICH) +90) £ 
=(1+5-+2828+5-+1).1, = 2,471. 
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Mittels der Curve y—ar (1 —&) tät ſich mm auch leicht der Lauf 





der Curve y—= x V: -5 angeben, denn wenn man aus den Coordi— 


natenmerthen der erfteren die Duadratwurzeln auszieht, ergeben fich die ent- 
iprechenden Coordinaten der legteren. Da die Duadratwurzeln aus negativen 
Zahlen imaginär find, fo erftredt fich diefe Curve nicht über den Punft X 
hinaus, und da jede Quadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleich große 
entgegengejette Werthe hat, jo läuft die neue Curve (II.) in zwei fymmetrifchen 
Zweigen QAMK und Q, AM,K zu beiden Seiten der Abfciffenare 
XX hin. 

Art. 35. Wenn der Quotient y— en aus zwei Functionen @ (x) 


und % (x) für einen gewiflen Werth a von x den phase Werth ’ 





annimmt, welches ſtets eintritt, wenn, wie 3. B. in y = —— — Zähler 


und Nenner eines Bruches einen Factor x — a gemeinfchaftich, haben, jo 
fann man den wirflichen Werth derjelben finden, wenn man Zähler und 
Nenner jeden fiir fich differenziirt. 
Wächſt z um das Element 9x und entſprechend y um das Element Oy, 
fo erhält man: 
_ WHY), 
ET rer 
Nun iſt aber fir z — a: 
p() = 0 und Ya) =0, 
daher hat man fir diefen Fall: 
_29p@) 
+%9=;z v0’ 
oder, da Oy als unendlich kleine Größe gegen y verfchwindet: 
„20 _29@) _9M@ 
vo) ya) d@' 
wo , (x) und Vi (x) die Differenzialguotienten von P(z) und Y (x) be- 
zeichnen. 


Stellt fih y — 














Pı (x) 
%ı (2) 





wieder — — 2 Heraus, jo fann man von Neuem 


differenziiren, und 
091 (2) _ 9: («) 
= _— w. 
7 Kae 
Auf ‚gleihe Weife find auch die unbeftimmten Ausdrüde y :— 2 umd 





62 Hülfslebren aus der Analyſis. [Art. 35. 


0.@ u. ſ. w. zu behandeln, da © — 2. folglich) 2 und 0. 0 — — 


gefegt werden fünnen. 3. B.: 


323 — 72?— 8r+20 0 


Sir y—= — — z gebt für 2 = 2, 2,5; es ijt daher 


aud) erlaubt, 
Br — 7at— 82420) _ 9m —14r— 8 
Ir —_2lmt24e— 4) 10m—422 424 
zu jegen. 


Nun fällt aber für & — 2, y wieder — . aus, daher jest man von 


Neuem: 
o( 92—142x— 8) _18r—14 _9r— 7 _ 1 


IT Zsmr— rt) 302-2 Wa-ıl 9 

Es ift aber aud) wirklich der Factor 2 — 2 zwei Mal in dem Zähler 
und Nenner der gegebenen Function enthalten. Dividirt man beide durch 
x — 2, jo erhält man: 
32?— x — 10 
52—11c+2' 
und wiederholt man diefe Divifion im legten Werthe, fo ftellt jid) 

3c+5 


bz—1’ 


— 


Y — 
11 
alfo x — 2 geſetzt: y — 7% heraus, 


da — V a? — x 


Ferner: y = — — giebt für 7 — 0, = 
x 0 
Nun ift aber: 
(a - Ve —n)= weg 
m: re Ve— x 





Y 1 





daher folgt für diefen Yall: „= V, 


a—x 2a 
In x 0 
Herner in y— VI  _ „= 1 gejeßt, folgt „— F un ijt aber: 


ce und a Vı—x =— — 
»Vı—x 
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Endlich: 
1 — sin. x + cos. x 


’ — 
— i — — (909 
ud — 1+ sin. x + cos. x BR — 2 (90°), 





_I1—1+0 _0 
A —— 0° 
daher ift auch 
— o(1—sin.x—+c0s.2) __— 008.2 — sin. x 
9 3(—1-sm.zF cos. X)  00o8s.7—sin.x 
_I-1_, 
0-1 7— 
zu jegen. 


Art. 36. Wenn für eine Function y—au—tPßv eine Reihe von zu- 
jammengehörigen Werthen der Variablen u, » und y durch Beobachtung 
oder Meſſung gefunden worden ift, jo fann man nad) denjenigen Werthen 
der Conſtanten & und B fragen, welche von den Meinen zufälligen und un— 
gejegmäßigen Beobachtungs- oder Meſſungsfehlern möglichjt befreit find und 
daher auch) den Zufammenhang zwijchen den Größen «x, © und y, wovon 
“und v auch befannte Functionen einer und derjelben Variablen x bedeu- 
ten fönuen, möglichſt genau ausdrüden. Unter allen Kegeln, welche man 
zur Beantwortung diefer Frage, d. i. zur Ausmittelung der möglich oder 
wahrſcheinlich richtigften Werthe der Conftanten amwendet, ift die fogenannte 
Methode der Heinften Quadrate die allgemeinfte und wiſſenſchaftlich 
begründetfte. 

Sind 

%, % Yı 
Ug, U, Ya 
U, %y, Yı 


Un, Un, Yn 
die der Zunction y=au—+ Br entiprechenden Nefultate der Beobachtung, 
jo hat man für die Beobachtiingsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
eir —I — (au +4 Bo) 
a3=y — (aw+-ßr,) 
J 


— — (ie 
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— 2auı 9ı — 2Brı yı teu+ 2aßu vı +ß?v/ 
e) — — 20 —2ßu a +a?u? + 20ßu + P?V} 
ey — 2au; — 2ßv;yY5 zen Va vz — 


3: ’ 


e3 — 2a ya — 2Binn + au +2aßu, 0m + Bro} 
und erhält nun für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man fich der Ab- 
fiirzung wegen des Summationszeichens & bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alſo Ya +u + +mn=%(W), 
vytrntaByt tm m—=Lloy) jest, u. ſ. w.: 
Ze) —=L(y) — 2a&(uy) —2BL&(ry) + a? (u?) 
+20B2(ue) + ß?2% (v2). 

In diefer Gleihung find natürlich außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Fehlerquadratjumme (2?) nur die hier als Urvariable anzır- 
jehenden Conftanten « und 4 der Function y„= au Pv unbefannt. Die 
Methode der Hleinften Quadrate fordert nun, ſowohl @ als auch 4 fo zu 
wählen, daß die Quadratſumme (2?) zum Minimum werde; und deshalb 
müſſen wir die gewonnene Function fir (2?) ein Mal in Beziehung auf 
«© und ein Mal in Beziehung auf 4 differenziiven, und jeden der ſich heraus- 
ftellenden Differenzialquotienten von & (2?) gleich Null fegen. Dadurch 
ftögt man auf folgende zwei Beftimmungsgleichungen für « und ß: 

— Z(uyyteZ(u) + BE (ur)—=0, 
— Z(vry) +BE(v) a L(ur)—=0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdritde führt: 
_ Zr) — El) (ey) 
- Z(w)& (v2) —&(ur)&(ur) 
_ Zw) (wy)—Z(ur)Z(uy) — 
B= Em) (0) = Er) Zar) (vgl. „Ingenieur“ ©. 77). 

Diefe Formeln gehen für eine Function y=a-+tPßr, da hier u—1, 
aljoZ(ur)—=L(r), ZZ (uy—=Ey)wi@@)—=1+1+1+-..—n, 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende iiber: 

_ZWIEW-EWEly) 
a) — LE (r)(e) * 
B— nZw)—-Zl)EW). 
— — Ze)&lr) 
Für die nod) einfachere Function „= Pr, wo « — Null ift, erhält man: 
= & (vy) 
Zw)’ 


umd 
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und endlidy für den einfachiten Fall „= «, wo es ſich alfo um die Aus- 
mittelung des wahrjcheinlichjten Werthes einer einzigen Größe handelt, ift 
26 
u = —, 
n 


aljo diefer Werth das arithmetifche Mittel aus allen durch Meffungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


Beifpiel. Um das Gefeg einer gleihförmig beichleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangsgefhwindigfeit ce und Beichleuniqungsmaß » Fennen zu lernen, 
bat man die verfchiedenen Zeiten £,, fa, f; u. f. w. entiprecdhenden Näume oder 

Wege 8], 89, 83 u. f. w. gemeflen, und dabei Folgendes gefunden: 











2, | 0 | 1 3 5 | 7 | 10 Sec. 
Räume. . - . .» | 0 5 | 20 | 38 581, | 101 Auf. 





Stnuns—=ct-+ pX das diefer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs: 
geieß, fo handelt es ſich um die Ermittelung der Conſtanten ce und p. Setzt 
man in die obigen Kormeln v—=t und v—E, fowie ae =c, =5 und y=s, 
jo erhält man zur Berechnung von ce und p folgende Kormeln: 

269 E(st) — Zi) Z(8 t?) 
212) Fit) — (9) 8 (1?) 
p_Z(%) Z(st?) — F(t?) 8(st) 


2 Z(t2) zit) — Z(d) zit) ’ 
wonach fich foigende Rechnung führen läßt: 


und 


1 1 1 —1 5 5 5 

3 9 27 81 20 60 180 

5 25 125 625 38 190 950 
7 19 343 2401 58,5 409,5 2866,5 

10 100 1000 10000 101 1010 10100 
Zummen 184 1496 13108 222,5 1674,5 14101,5 


—- FM | EI) | = Fl) | =LF(s) |= Fist)| = Flet?). 


wetebach“« Lebrbub d. Mebanit. I 5 
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Hieraus beitimmt fi: 


€ DAR __ . 5 S5: — * 
13108 . 16745 — 1496 . 141015 _ 35340 _ 99 zug un 


— 84 . 13108 — 1496. 1496  — 17386 
184 . 141015 — 1496 . 16745 39624 —— 
en a ee 
AP = —Isr. 13108 — 1496 _ 1406 173360 155 Auß 


und daher folgende Kormel für die beobachtete Bewegung: 
s — 4,908 t + 0,5155 . 22. 
Nach diefer Formel bat man: 























für die Zeiten. . - | 0 1 | 3 | 5 | 7 | 10 Se 
die Räume . - . | 0 | 5,43 19,36 | 37,43 | 59,62 | 100,63 Auf. 
| A — 
Fia. 48. Wenn man die Zeiten (£) 


als Abſciſſen und fowohl vie 
beobachteten als auc die be- 
rehneten Wege (s) als Or: 
dinaten aufträgt, fo läßt ſich 
durch die Gndpunfte der be- 
rechneten Goordinaten eine 
Curve AB, Fig. 48, legen, 
welche fich zwifchen den durch 
die beobachteten Goordinaten 
beftimmten Punkten M, N, 
0, P,@ fo binzieht, daß die 
Duadratfumme der Abwei- 
ALM |. — ungen derfelben von dieſen 
t=0 1 3 7 10 Punften beiverfeits möglichit 
klein ausfallen. 
Art. 37. Kommt es darauf an, in Ermangelung einer Formel für das 
fig. 49, ſtetige Fortſchreiten einer Größe y oder 
ihre Abhängigkeit von einer anderen 
Größe x, einen Werth der Größe y, 
welcher einem gegebenen Werthe von 
x entjpricht, mittels entweder aus 
Erfahrung befannter oder aus einer 
Tabelle entnommener Werthe von — 
und y zu bejtimmen, jo wendet man 
das jogenannte Interpolations- 
verfahren an, von welchem hier 
nur das Wichtigfte mitgetheilt wer- 
den ſoll. 
Wenn die Abfciffen AM, — x,, 
AM=n md AM =.a,, Fig. 
49, und die zugehörigen Ordinaten 








[#7] 
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MP, =%;, MP, =y, und MP, —y, gegeben find, jo kann man 
die einer neuen Abſciſſe AM— entſprechende Ordinate M P— y durd) 
die gormel „—a—+ Br + yx? ausdrüden, wofern diedrei dadurch beftimm- 
ten Bunte P,, Pa, P, nahe in einer geraden Linie oder in einem wenig 
gerümmmten Bogen liegen. Yegt man den Goordinatenanfangspunft von A 
nad) M,, jo wird dadurd) der Allgemeinheit nicht gejchadet, wir befommen 
aber dann einfach für z — 0, y — « und folglich das conjtante Glied 
«9. 

Führen wir nım ein Mal x, und y, umd ein anderes Mal x, und „, in 
die fingirte Gleichung ein, jo erhalten wir folgende zwei Beſtimmungs— 
gleihungen : 

Y—y—ßzm + und 
Yy—wW—ßr,+yYr}, woraus ſich 
2 (Y — Ye) 3 — 9 — W) Er unb 
P= 2 — a) 
1 2 *1 
— (Yı — 0) % — = Yo) £ı ergiebt. 
Kg —ı)a 
Es iſt alſo hiernad): 
— (Yı — %) X — — %) A): 
v=n+( x, 2? — 19 x} 
N (9 — Y0) 22 — (Ya — %) A) x2. 
0 — 2 

Yäge die Ordinate y, mitten zwijchen z, und y,, jo hätte man 2, —2r, 

und daher einfacher: 
on (Renten), int). 
7 

Sind nur zwei Baar Coordinaten x, % und x, Yı gegeben, jo muß 

man die Begrenzungslinie P, P, als gerade Linie anfehen, und folglich) 


Y = Yo — 6 L, 
alfo auch Y=y + Ba, 
jegen, wonach ß au» und 

41 


v=n+ (9) folgt 


Wenn verlangt wird, zwiſchen den Ordinaten %, Yı, ya eine vierte Or⸗ 
dinate y durch Conſtruction zu interpoliren, fo legt man durch die End— 
punkte P,, Pı, P, diefer Ordinaten einen Kreis, und nimmt % gleid) der 

b* 
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Ordinate deflelben. Das Centrum C diefes Kreifes wird auf die befannte 
Weiſe dadurch beftimmt, daß man die Punkte 7), Pı. Ps mit einander 
durc) gerade Yinien verbindet und in den Mittelpunkten derjelben PBerpendifel 
errichtet; der Durchichnitt C diefer Perpendifel unter einander ift das ge- 
juchte Centrum. 


Zind die Entfernungen des mittleren Punktes P, von den beiden anderen 
Punkten 2, und P;, Ss, und s,, umd ift der Abjtand P, K des Punktes P, 
von der Berbindungslinie s;, — P, Pa, — h, jo hat man für den Peripherie- 
winkel « — Pı P, PR — , Gentriwinfel P, U P;: 


j h 
sin. a — — 
So 
und folglic, für den Krümmungshalbmeſſer C(P= CP =CP, =CP;: 
ae 82 — 80 82 
2sin.a 22h 


Man findet folglicy das Centrum C des durch Pu, Pi, P. gehenden 
Kreiſes, wenn man mut dem nach diefer Formel beredyneten Halbmeſſer 7 
aus P, oder P, oder P, das in der Mitte D der Sehne P, Ps; errichtete 
Perpendikel durchſchneidet. 

Art. 38. Das Mittel ſämmtlicher Ordinaten über der Grundlinie M, Ms iſt 
die Höhe eines Rechteckes MM, MM; N, No, über derſelben Grundlinie Mo M;, 
welches mit dev Fläche M, My, P, P, P, einerlei Inhalt hat, und läßt fid) 
daher aus dieſem Flächenraume leicht bejtimmen. Nach Artifel 29 iſt 
derfelbe: 


F— KK Y Ü ge Fo 4 ß J 1 Y x?) 07 
0 u 





un Br; Yıy 
Es + 5 4 — 
— M Fr (®" = „) — = (u = wi Hr, N) 
I 2 — T., x 
4 ( oz Yo) X — — — Yo) 7 
x, — F 3 


* (HM — mr, zu (370 —2r.) 
— Yo 1 En — — — %y 
6.0, (a, a) — 6 (1, — 2) ) 








— —S "\r —— (yı — — 9) X — — %) =) == 


2 6.20 (1, — 2) 
und folglid) die mittlere Ordinate: 
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F ar + (* — Yo) a — (Ya — Yo) =) X. 


Ya — — = 
6 7 (.X3 — 2) 


72 
* Yı — Ta 2 * 
Ware ⸗ _ —, fo hätte man es mit einer geradlinigen Begren— 
Yı — % 7 
zung zu thun, und es wäre dann einfad): 


F — (” F ) X, 


jowie 
U) TB 
— Yo 2 9 
Wäre ferner bloß x, — 2 x, alfo y, von den Grenzordinaten y, und % 
gleichviel abftehend, jo wiirde fein: 


F=(y+4y + "Apr (fiehe Art. 30), und 


+ 4yı + 
— — 

Iſt ein Flächenraum M, M; P; P,. 
Fig. 50, durch vier Goordinaten 
Mo P — Mi Pı=y, MP; 
— M, P, — y, beſtimmt, welche 
in gleichen Abſtänden von einander 
ſtehen, ſo kann man die Größe deſ— 
ſelben einfach annähernd auf folgende 
Weiſe beſtimmen. 

Bezeichnen wir die Grundlinie 
M, M, durch x, und drei zwiſchen 
Yo und y, in gleichen Abjtänden von 
einander eingefchaltete Drdinaten 
N, Qı, Ne Qr, N; Q; durd) 20 21,23, 
jo fünnen wir annähernd die Fläche: 


sig. 50. 








jr 
MM, P. R=F=(",yto+ta+2+' 2) ſetzen. 
Nun iſt aber: 
a+2+3 _ 2a +22+23, _2a+2 | 25, +2 
Pe aaa me nase u ae a 


i 22, + 2; 
NA 2, + Us(z, — z)= ſowie =, 


22ı-+ 2, 
8.3 

a»ta+2% tm 

—— = —— , und 


2 


daher folgt: 
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L; 
F=["hy+°lyı ++ "a ys] z 


=y+3ı +) + „2, fowie: 
y _ +3 mt) tR, 
sm — 8 a 


Während die vorige Formel für y„ zur Anwendung kommt, wenn die 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt fich die leßtere 
anwenden, wenn die Anzahl diefer Flächentheile eine ungerade ift. 

Hiernach fann man auch annähernd 


[vos — —J = (+ 3m ++ 





jeßen, wenn 

%=P(e), nel), n=4(,°) und = (cı) 
vier bejtimmte Werthe der Function y„=_(r) find. 

3. 2. für J — (ſ. Beiſpiel Art. 30) hat man c — I, cu — 2 und 


(2) = Z, daher folgt 





wi =] — ——— 
0 ı » Yı 243 4 9=T777 

und der angenäherte Werth diefes Integrale: 
22x 11 


— +3. +) rl) = 160 2,694. 


=’, und „=! 


Erſter Tbeil. 


Die allgemeinen Lehren der Mechanik, 


Griter Abſchnitt. 


Phoronomie oder rein mathematiſche 
Bemwegungdlchre. 


Erjtes Capitel. 
Die einfahe Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge: $. I 
wiffen Ort ein, umd ein Körper iſt in Ruhe (franz. repos; engl. rest), 
wenn er jeinen Ort nicht ändert; er ift hingegen in Bewegung (franz. 
mouvement; engl. motion), wenn er aus einem Orte nad) und nad) in 
andere übergeht. Ruhe und Bewegung eines Körpers find entweder abfolut 
oder relativ, je nachdem man den Ort deilelben auf einen Raum bezieht, 
der entweder jelbjt in Ruhe oder in Bewegung ift, oder darin gedacht wird. 

Auf der Erde giebt es feine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um die Sonne und um ihre eigene Are Antheil; denfen 
wir und aber die Erde in Ruhe, jo find fir uns auch alle diejenigen Erd: 
förper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erde nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper 
in jeiner Bewegung nad) und nad) einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg (franz. chemin, trajectoire; engl. way, trajectory) des bewegten 
Körpers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes ift eine Yinie. Der Weg 
eines geometrifchen Körpers ift zwar wieder ein Körper, man verfteht aber 
unter demfelben gewöhnlich diejenige Yinie, welche ein gewiſſer Punkt, 3. B. 
der Mittelpunft des Körpers, bei der Bewegung beichreibt. 

Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
wenn ihr Weg in einer geraden Yinie befteht; fie ift aber frummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn der Weg des bewegten Körpers 
eine krumme Linie ift. 


ws 
tv 


8.3 


274 
_ 
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In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift die Bewegung ent- 
weder gleihförmig oder ungleihförmig. 


Eine Bewegung ift gleichförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 
wenn durch diefelbe in gleichen und beliebig Fleinen Zeittheilchen gleiche Wege 
zurücgelegt werden; fie iſt ungleichförmig (franz. varie; engl. variable), 
wenn diefe Gleichheit nicht jtatthat. Werden mit dem Ablaufen der Zeit die 
in gleichen Zeittheilchen durchlaufenen Räume immer größer und größer, jo 
heit die ungleichförmige Bewegung bejchleunigt (franz. accelere; engl. 
increasing), nehmen diefe aber immer mehr und mehr ab, fo heißt fie ver: 
zögert (franz. retarde; engl. decreasing). 

Von der gleichförmigen Bewegung ift die periodiſche Bewegung 
(franz. periodique; engl. periodie) dadurd) unterjchieden, daß bei diefer nur 
innerhalb gewiſſer endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche 
Räume durdylaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die jcheinbare täg- 
liche Umdrehung des Fixſternhimmels; nächitdem das Fortrücken der Zeiger 
einer Uhr. Beiſpiele der ungleichförmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, der ſinkende Waflerjpiegel beim Ausfluß des 
Waflers aus Gefäßen u. f. w. Für die periodiiche Bewegung findet man 
Berfpiele an den Pendelſchwingungen, an den Kolbenſpielen einer Dampf: 
maſchine u. |. w. 


Gleichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. vitesse; engl. 
velocity) iſt die Stärke oder Größe einer Bewegung. Je größer der Raum 
ift, welchen ein Körper innerhalb einer gewiflen Zeit durchläuft, deſto 
ftärfer ıft auc) feine Bewegung, oder defto größer ift auch feine Geſchwindig— 
feit. Bei einer gleichförmigen Bewegung ift die Gejchwindigfeit unveränder- 
lich, bei einer ungleichförmigen Bewegung hingegen ändert fie ſich in jedem 
Augenblide. Das Maß der Gefhwindigkeit in einem gewiffen Zeit: 
punfte ift der Weg, den der Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit 
oder Secunde entweder wirklich zurüclegt oder zurücklegen würde, wenn von 
diefem Augenblicke oder Zeitpunfte an die Bewegung in eine gleihförmige 
überginge, alfo die Geſchwindigkeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man diefes Maß jchlechtiweg Geichwindigfeit. 


Wenn ein Körper in jedem Zeittheilchen den Weg 6 durchläuft, und die 
Zeitfecunde aus n (jehr vielen) folchen Zeittheilchen befteht, jo ijt der Weg 
innerhalb einer Zecunde die Sejchwindigfeit oder vielmehr das Geſchwindig— 
keitsmaß: 


c=Z==n,.®d%. 
Im Laufe einer Zeit £ (Secunden) verfließen n . Zeittheilchen, und in 
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jedem wird der Raum 6 zuriüdgelegt, es ift daher der ganze Weg (franz. 
l’espace; engl. the space), welcher der Zeit entſpricht: 
s—-ntd—n.604 d. i. 
| lL)s = ct. 
Bei der gleihförmigen Bewegung ift alfo der Raum (s) ein 
Product aus Gefchwindigfeit (ce) und Zeit (f). 
Umgefehrt ift: 


U) e — und 


Ill.) t 


t 
8 
> 

Beijpiele 1) Kin Dampfwagen, welcher mit einer Geſchwindigkeit von 
30 Fuß fortrollt, legt in zwei Stunden — 120 Minuten = 7200 Secunden den 
Bea s — 30 . 7200 — 216000 Ruß zurück. 2) Wenn zum Herausziehen 


einer Tonne aus einem 1200 Ruß tiefen Schachte eine Zeit von 44, Minuten = 
270 Secunden nötbig ift, fo bat man die mittlere Geſchwindigkeit diefes Körber: 


0 
aefüßes =. - = — 4%, — 4,444 ... Fuß anzunehmen 3) Ein 
Pierd, welches ſich mit 6 Fuß Geſchwindigkeit fortbewegt, braucht zum Zurüd: 


24000 — 4000 





legen eines Meges von einer Meile oder 24000 Fuß die Zeit t = 
Secunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 


Vergleicht man zwei verjchiedene gleichförmige Bewegungen mit einander, $. 6 
jo ſtößt man auf Folgendes: 
Die Räume find s — ct und sı — ch, es iſt daher ihr Verhältniß 


8 ct 8 c j 
— — — Setzt man mın 4, — #, fo hat man — —= —; nimmt man 
81 cı t, 81 Cı 
8 ! 
ec —= e, ſo erhält man = = * iſt endlich — s, ſo folgt — _ — — 
t, 


Die in gleihen Zeiten durdhlaufenen Räume — ſich 
alſo bei verſchiedenen gleichförmigen Bewegungen wie die Ge— 
ſchwindigkeiten; die mit gleichen Geſchwindigkeiten zurückgeleg— 
ten Wege dagegen wie die Zeiten; die gleichen Räumen entſpre— 
chenden Geſchwindigkeiten ſind endlich den Zeiten umgekehrt 
proportional. 


w 
Bj 


Gleichförmig veränderte Bewegung. Cine Bewegung ift gleich— 
jörmig verändert (franz. uniform&ment varie; engl. uniformly variable), 
wenn ihre Gefchwindigfeit innerhalb gleicher, beliebig Heiner Zeittheilhen um 
gleichviel zu: oder abnimmt. Sie ift entweder gleihförmig bejchleunigt 
(franz. uniformement accelere; engl. uniformly accelerated), oder gleich— 
förmig verzögert (franz. uniformement retarde; engl. uniformly retarded); 


8. 8 


t 


— 
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im erften Falle findet ein allmäliges Wachfen, im zweiten ein ftetiges Ab- 
nehmen an Geſchwindigkeit ftatt. 

Gleichförmig befchleunigt Fällt ein Körper im luftleeren Raume, und 
gleihförmig verzögert wiirde das Steigen jenfrecht in die Höhe geworfener 
Körper erfolgen, wenn die Yuft feinen Einfluß auf den Körper ausitbte. 


Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Gefchwindigfeit eines 
Körpers heißt Acceleration oder Beſchleunigung (franz. acceleration; 
engl. acceleration); fie ift entweder pofitiv (Beichleunigung) oder negativ 
(Verzögerung, retardation), je nachdem eine Zu: oder eine Abnahme der Ge— 
ſchwindigkeit ftatt hat. Ye mehr die Geſchwindigkeit innerhalb einer gewillen Zeit 
zu= oder abnimmt, deſto größer ift auch die Acceleration. Bei der gleihförmig 
veränderten Bewegung tft die Acceleration unveränderlich; es läßt ſich daher 
auch diefelbe durch diejenige Zu: oder Abnahme an Geſchwindigkeit meſſen, 
welche im Yaufe einer Zeitfecunde ftattfindet. Bei jeder anderen Bewegung 
hingegen ift das Maß der Acceleration diejenige Zu- oder Abnahme an 
Sefchwindigkeit, weldye ein Körper erhalten wiirde, wenn von dem Augen- 
blide an, für welchen man die Acceleration angeben will, diefelbe ihre Ber: 
änderlichfeit verlöre, die Bewegung alfo in eine gleichförmig veränderte 
itberginge. 

Sehr gewöhnlidy nennt man dieſes Maß ſelbſt die Acceleration oder 
Beichleunigung. 


Wenn die Geſchwindigkeit einer gleihförmig beſchleunigten Bewegung in 
einem ſehr Fleinen (unendlic) Kleinen) Zeittheilhen um x zunimmt, und die 
Zeitfecunde aus » (umendlic) vielen) ſolchen Zeittheilchen befteht, jo tft die 
Zunahme an Gejchwindigkeit in einer Secunde, oder die fogenannte Acce- 
leration: v—na, 
und die Zunahme nach Secunden, — nt.x — nx.t = pt. 

It die Anfangsgefhwindigfeit (im Augenblide, wo man die Zeit i 
zu zählen anfängt) — e, fo hat man hiernady die Endgeſchwindigkeit 
d. i. die am Ende der Zeit ? erlangte Geſchwindigkeit: 

v=c+ pt. 

Fir die ohne Gefchwindigfeit anfangende Bewegung ift ce — 0, daher 
ee — pt, und für die gleichförmig verzögerte, negative Acceleration (— p) 
befigende Bewegung ift: 

v=t—p»t 

Beiſpiele. 1) Die Meceleration eines im luftleeren Raume frei fallenden 
Korpers it — 31Y, — 31,25 Ruß; es erlangt daher ein folder nad) 3 Secun- 
den die Geſchwindigkeit v = pt = 31,25 .3 — 9,75 Auf. 2) Eine von 
einer fchiefen Ebene herabrollende Rugel hat im Anfang ſchon die Geſchwindig— 
feit ce = 25 Fuß, und erlangt beim Herabrollen in jeder Secunde noch 5 Auf 
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Zuſatz an Geihwindigfeit; es ih daher ihre Geſchwindigkeit nad 21/, Secunden: 
= 25 4 5. 25 — + 1235 — 375 Fuß, d. b., fie wird, von dem 
legten Zeitpunfte an gleihförmig fortgehend, in jeder Secunvde 37,5 Ruß Weg 
jurüdlegen. 3) Gin mit 30 Aug Geſchwindigkeit fortgehender Dampfwagen wird 
jo gebremit, daß er in jeder Secunde 3,5 Ruß an Geſchwindigkeit verliert, feine 
Acceleration alſo — 3,5 Fuß beträgt; es ift deshalb feine Geichwindigfeit nad 
6 Secunden: vr = 30 — 35.6 = 0 — 21 — 9 Fuß. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. innerhalb eines unend- 
lid Meinen Seittheilchens 7 läßt ſich die Geſchwindigkeit einer jeden Bewe— 
gung als umveränderlidy anfchen; man kann daher den in diefem Zeittheilchen 
durchlaufenen Kaum 

Er —  ; 
fegen, und erhält jo den im einer endlichen Zeit / durchlanfenen Raum, wenn 
man die Summe diefer Heinen Räume ermittelt. Nun ift aber fir alle dieje 
Räunchen die Zeit r eine umd diefelbe, es läßt jicy daher aud) ihre Summe 
gleihjegen dem Producte aus eben diefen Zeittheilchen und aus der Summe 
der, gleichen Intervallen entiprechenden Geſchwindigkeiten. 

Bei der gleihförmig beichleunigten Bewegung it aber die Summe (U + r) 
der Geſchwindigkeiten im erſten und legten Augenblide jo groß als die 
Summe pr + (r — pr) der Geſchwindigkeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblicke, auch gleich der Summe 2pr + (r — 2pr) der Geſchwindig— 
keiten im dritten und vorvorlegten Augenblide u. ſ. w, umd diefe Summe 
überhaupt gleich der Endgeſchwindigkeit 7; es iſt daher hier die Summe aller 


Geihwindigfeiten gleich dem Producte (x 5) aus der Endgeſchwindigkeit — 
und aus der halben Anzahl aller Zeittheilhen, und der durchlaufene Raum 
das Product (7 } 5*) aus der Endgejcywindigfeit v, der halben Anzahl der 


Zeittheilchen und der Größe eines ſolchen Theilchens. Nun giebt endlich die 
Größe (7) eines Zeittheildyens, mit dev Anzahl » derjelben multiplicirt, die 
ganze Zeit an, deshalb ift denn der innerhalb der Zeit t gleichförmig bejchleu- 
nigt zurückgelegte Raum: 
vt 
7 

Bei der gleichförmig beichleunigten Bewegung fällt hiernad) der Kaum 
ebenfo groß aus wie bei der gleichförmigen Bewegung, wenn die Geſchwin— 
digkeit der legteren Bewegung halb jo groß ijt als die Endgejchwindigfeit 
der erfteren. 


6 


Beifpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden dur gleichförmig 
beihleunigte Bewegung eine Gejchwindigfeit » von 26 Fuß erlangt hat, fo if 


’ e R 26.10 er 
der zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg s — >. — 130 Auf. 2) Gin Wa— 


s. 10 


17 77 


8 
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gen, welcher bei ſeiner gleihformig beſchleunigten Bewegung im Laufe von 21/, 
Secunden 25 Fuß zurüdgelegt bat, gebt am Ende mit der Geichwindigfeit 
2:28 .4 — 

= — — 2222... Fuß fort. 


zz — = 
2,25 9 


Die beiden Grundformeln der gleichförmig beſchleunigten Bewegung 
I.) «= pt ww 
rt 
11.) s = 7 


welche ausdrücken, daß hier die Geſchwindigkeit ein Produet aus 
Acceleration und Zeit, und der Raum ein ſolches aus der halben 
Geſchwindigkeit und Zeit iſt, ſchließen noch zwei andere Hauptformeln 
in ji), die man erhält, wenn man aus beiden Gleichungen ein Mal ” und 
ein zweites Mal t eliminirt. Es folgt nämlıid): 


— 

III) 3 — * und 
ie 

2p 

Hiernach ift alfo der gleichförmig beichleunigt zurüdgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und auch der Quotient aus dem Quadrate der Endge- 
ihwindigfeit und der doppelten Beſchleunigung. 

Dieje vier Hauptformeln geben durdy) Umkehrung, je nachdem man die 
eine oder die andere der in ihnen enthaltenen Größen abjondert, noch acht 
andere Formeln, umd man findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 


einer Tabelle zujammengeftellt. 
Beifviele 1) Ein mit der Acceleration 15,625 Fuß bewegter Körper legt 


j 5, . (1,5)? .9 
in 1,5 Secunde den Weg * — (15) — 15,625 . re 17,578 Fuß zu: 
rüf. 2) Sin duch die Niceleration p= 4,5 Ruß in die Gefchwindigfeit v— 16,5 


592 
Ruß verſetzter Körper hat den Raum s — er — 30,25 Fuß durdlaufen. 





Bei der Vergleichung von zwei verjchiedenen gleichförmig beichleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf Folgendes: 
Die Gefchwindigfeiten find — pt und v, — pı fı, die Räume hin- 





t? 62 
gegen s — T und 5; — a, es folgt hieraus: 
ER: 1.00 s _ pt vi _vp 
v pifı ss ah oh vp 
Setzt man nun td, —= t, fo erhält man: 
5 e — p 


— — — — — 3— 


5 ce Pı 


$. 13.] Die einfache Bewegung. 9 
es verhalten ſich alſo bei gleichen Zeiten die durdlaufenen 
Bege wie die Endgejhwindigfeiten, oder aud wie die Beſchleu— 
nigungen. 


Nimmt man ferner p, — pP, jo ergiebt ſich: 
2 t 8 ji * 
— — 7 und — =; =; 
J Tl, 81 t! er 


bei gleihen Befchleunigungen und aljo aud) bei einer und der- 
ielben gleihförmig beichleunigten Bewegung find alfo die End- 
geihwindigfeiten den Zeiten und die durdlaufenen Räume den 
Unadraten der Zeiten, oder auch den Quadraten der Endge: 
idwindigfeiten proportional. 

> . pP t, 5 ! : . 

Ferner ©, — 7 angenommen, giebt — — — und — — —; bei glei: 

pı ! 5 t, 
den Endgefhwindigfeiten find die Accelerationen den Zeiten 
umgefehrt, die Räume aber den Zeiten direct proportional. 

er I t v? 

Endlich s) — s gelegt, giebt - ur 7 es verhalten ſich alſo 
bei gleichen Räumen die Accelerationen umgekehrt wie die Qua- 
drate der Zeiten umd direct wie die Quadrate der Endgeſchwin— 
digkeiten. 


Für die mit der Geſchwindigkeit e anfangende gleichförmig be- $. 13 
ihleunigte Bewegung hat man nad) $. 9: 
l) v—=c+ pt, 
md da der unveränderlichen Gejchwindigfeit & der Raum ct, der Ucceleration 


| pt? 
p aber der Weg =; zufommt: 


n1?2 
Dies .- 


Entfernt man p aus beiden Gleichungen, fo erhält man: 





c+t 
I) s= — 6 
und befeitigt man #, jo ftellt ſich 
er — ce? 
IV) s= —..- 
) = 


beraus, 


Beifpiele. 1) Gin mit der Anfangsgefhwindigfeit e— 3 Fuß und mit ber 
Aueleration p — 5 Fuß bewegter Körper legt in 7 Secunden den Weg 


2 
=3.7 +5. > — 21 + 1225 — 143,5 Fuß zurüdt. 
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2) Ein anderer Körper, welcher innerbalb 3 Minuten — 150 Secunden feine 
Geſchwindigkeit 2/, Auß in die von 74, Fuß umändert, macht in diefer Zeit 


2,5 7,5 Da. 
den Meg von en . 1890 — MW Fuß. 


$. 14 Gileichförmig verzögerte Bewegung. Für die mit dev Geſchwin— 
digkeit ec anfangende gleihförmig verzögerte Bewegung gelten 
die Formeln: 
L)ı r=re— »t, 








BER pt? 
11.) s —_rt— 7° 
I) s — Ze 
e?— r? 
Ivy. we 
2» 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen jogleid hervorgehen, 
wenn man darin p negativ ſetzt. Während bei der gleicyförmig bejchleunig- 
ten Bewegung die Geſchwindigkeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich- 
förmig verzögerten Bewegung die Geſchwindigkeit bis zu einen gewiſſen Zeit- 
punkte ab, wird in demjelben — Null, und fällt fpäter negativ aus, d. h. es 
geht fpäter die Bewegung in umgekehrter Richtung vor fich. 


Seen wir in der erſten Formel » = 0, jo erhalten wir pt — ec, alſo 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworden ift: 
c 
to 
p' 


jegen wir endlich diefen Werth von in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen der Körper zu diefem Zeitpunkte zuriicgelegt hat: 


=. 
2p 


Iſt die Zeit größer als 5 jo fällt der Raum Fleiner als r aus; iſt 
die Zeit — = jo ijt der Raum Null, es ift alſo der Körper nad) feinem 
On 
Ausgangspunkt zurücgefehrt; ift endlicd) die Zeit nod) größer als — ſo iſt 
pP 
s negativ, d. h. es befindet jid) der Körper vom Anfangspunfte aus auf der 
entgegengejegten Seite. 


Beifpiel. Ein Korper, welder mit 40 Fuß Anfangsgefhwindigfeit auf einer 
fhiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 8 Fuß pre 
Secunde erleidet, fteigt nur 3 — 5 Secunden lang und = 100 Fuß hoch, 
rollt dann zurüd, fommt nah 10 Secunden mit 40 Fuß Gefchwindigfeit in den 
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zn zurück und gelangt nad 12 Secunden fhon um 40.12 — 4. 122 
— (40.2+4.22) — 96 Fuß unter den Anfangsrunft, wenn fih die 
ri auch abwärts fort erftredt. 


Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Fall derg. 15 
Körper im Inftleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps 
pesants; engl. vertical motion of bodies) giebt das wichtigfte Beiſpiel der 
gleihförmig bejchleunigten Bewegung. Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravite; engl. gravity) erzeugte Acceleration diefer Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchjtaben g, und hat den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 
30,20 parijer Fuß, 
32,20 englifchen Fuß, 
31,03 wiener Fuß, 
311, —= 31,25 preußtichen Fuß umd 
32,7 badijchen oder Meterfuß. 
Wenn man einen diefer Werthe ftatt g im die gefundenen Formeln: 


vgl md s =, v — V29s 
einführt, fo kann man alle Fragen, welche ſich in Anſehung des freien Falles 
der Körper vorlegen Laffen, beantworten. Fir das Metermaaf ift: 
v—= 981.1— 4,429 Vs, 
s — 4,905 1? — 0,0510 ®? und 
t = 0,1019v — 04515 Vs; 
dagegen für das preußiiche Fußmaaß: 
v—= 31,25 ..t= 7,906 V s; 
s — 15,625 . t? = 0,016 ®? und 
t — 0,032 v — 0,253 Vs. 


Beiipiele. 1) Ein Körper erlangt beim ungehinderten Ballen in 4 Secun: 
den die Gefhwindigfeit v — 31,25. 4 — 125 Fuß und durdläuft in diefer 
Jeit den Weg s — 15,625 .4? — 250 Auf. 2) Ein von der ‚Höhe 9 Fuß 
berabgefallener Körper hat vie Gefhwindigfeit v — 7,906 . V 9 = 23,72 Fuß. 
3) Gin mit 10 Fuß Gefhwindigfeit vertical emporgeworfener Körper fteigt auf 
die Höhe s — 0,016 . 102? — 1,6 Fuß und braucht dazu die Zeit: 

t = 0,082 . 10 = 0,82 
‚oder ungefähr 1, Secunde. 


Vie fich beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältniffe im Laufe S. 16 
der Zeit geftalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 


Deisbab’s Lebrbuch der Mechanif. 1. 6 
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‚Seit In | olı I2 |s ı |5 
Secunden,. | 
727 ja; | F > 7 - 
— o19 209 39 49 564 | hy 79 Sg 90 104 
cell. k 
| ( BEE ET J 
Meg. | 0 12 47 +5 165 255 85 9, 64 5 10:5 
- al teten 
Differenzen. | 0) 15 32 Dr de 1131168 7 | 102 
| | | 


Tie legte Horizontalcolumme diefer Tafel giebt die Wege an, welche der 
jvei fallende Körper in den einzelnen Secunden durdläuft. Man jieht, daß 
ſich diefe Wege wie die ungeraden Zahlen 1, 3,5, 7 u. |. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Geſchwindigkeiten wie die natürlichen 
Zahlen 1,2, 3, 4 u. f. w., und die Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. ſ. w. wachjen. Hiernach ift 3. B. die Geſchwindigkeit nach 6 Se— 
cunden, 69 — 187,5 Fuß, d. h. der Körper wirde, wenn er von diejer 
Zeit an gleichförmig fortginge, etwa auf einer ihm feine Hinderniſſe darbie- 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortjegte, in jeder Zecunde den Weg 
64 — 187,5 Ruß durdjlaufen. Diefen Raum durdyläuft ev im Yaufe der 
folgenden oder fiebenten Zecunde aber nicht wirflid), jondern derjelbe beträgt 


.15,625 — 203,125 


= 


( 
nad) der legten Golumme genau 13 .S — 8 


. — * * - 4 - - = # —— 
Fuß; in der achten Secunde tft er jogar 15. — 15. 15,625 — 234,375 


Fuß u. ſ. w. 


Anmerkung. Meltere deutſche Scriftiteller bezeihnen den Naum von 15,625 
Fuß, welcher vom frei fallenren Korper in der eriten Secunde durchlaufen wird, 
durch g und nennen ihn wohl auch Beichleunigung der Schwere. Sie haben 
dann für den freien Fall der Körper die Formeln: 


v—=29t—=2V gs. 


BEN 
s— ge — 


v Pu 
(== Y- 


Diefer nur in Deutſchland vorfommende Gebrauh fängt nun auch an allmälig 
zu verfchwinden, und wegen der oft vorfommenden Mißverſtändniſſe und dadurd 
herbeigeführten Fehler ift dies auch ſehr zu wünſchen. 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht der $. 17 
freie Fall der Körper mit einer gewiſſen Anfangsgefhwindigfeit (franz. 
vitesse initial; engl. initial-velocity) e vor fid), jo nehmen die Formeln 
folgende formen an: 

F r=.e+gt=c + 31,251 Fuß = ce + 9,81 Meter, 
auch): 


r — Ve? + 295 — Ve? +62,5 s Juß—V ec? + 19,62 Meter 
— 4 ? — et 4 15,625 8 Fuß—ct + 4,905 Meter, 
aud): 
r — 


2 
se = — 5 — 0,016 (vr? — 2) Suß= 0,1019 (v? — c?). 
Wird hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c ſenkrecht in die Höhe 
geworfen, jo hat man: 
r— ee — ot= — 31,25 1 Su = ec — 9,81 Meter, 


auch: 
r— Ver — 295 = Ver — 62,5 5 Fuß— V ce? — 19,62 Meter, 


— zu — et — 15,625 1? Fuß — et— 4,905 Meter, 


auch: 
2— »? 
48 — — 0,016 (c? — )Fuß — 0,1019 (ce? — v2) Meter. 


Vetrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit e als eine durch den freien 
Fall erlangte Endgejchwindigfeit, jo nennt man den entiprechenden Fall— 
raum 

2 
zo — 0,016 . e? Fuß — 0,1019 c? Meter. 
die Gefhwindigfeitshöhe (franz. hauteur de la vitesse; engl. height 
of veloeity). Durch Einführung derjelben laſſen ſich einige der obigen 
Formeln einfacher ausdrüden. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 


2 
(83) von der Anfangegeſchwindigleit c durch A und die der Endgeſchwin— 





digfeit (5) durch A, jo hat man für fallende Körper: 
h=k+sws—h—k, 
und für fteigende: 
h=k—sws—k—h. 
Es ift alfo der Fall» oder Steigraum ftets gleich der Differenz 
der Sejhwindigfeitshöhen. 
Beiſpiel. Sind bei einer gleichförnig veränderten Gefchwindigfeit die Ge— 
Ihwindigfeiten 5 Auß und 11 Fuß, alfo die Sefchwindigfeitshöhen — 0,016 . 52 
⸗ 6* 
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— 0,4 Fuß und 0,016.11? — 1,936 Fuß, fo ift der Raum, weldher während 
des Ueberganges aus der einen Gefchwindigfeit in die andere zurüdgelegt wird: 
s = 1,96 — 0,400 = 1,536 Fuß. 
$. 15 Das senkrechte Emporsteigen. Sett man in der Formel =, 
für das jenfrechte Emporfteigen der Körper die Endgeſchwindigkeit — 0, 
jo erhält man die größte Steighöhe: 
—— 

Es iſt folglich die der Anfangsgeſchwindigkeit ce entſprechende größte 
Steighöhe gleich der der Endgeichwindigfeit ce zukommenden Fallhöhe X, 
und alſo au e — V 247 nicht allein die Endgeſchwindigkeit für die freie 
Fallhöhe A, ſondern auch die Anfangsgeſchwindigkeit fir die größte Steighöhe 
k, und es folgt daher noch, daß der ſenkrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeder Stelle diejenige Geſchwindigkeit hat, die er, jedoch in umgekehrter 
Richtung, haben würde, wenn er von der noch übrigen Steighöhe bis zu 
dieſer Stelle frei herabgefallen wäre, die er alſo auch beim darauf folgenden 
Niederfallen dort wirklich beſitzt. 


Beiſpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit ſenkrecht empor— 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein elaſtiſches Hinderniß, welches 
ihn momentan mit derjelben Gefchwindigfeit zurücwirft, mit welcher er aufſchlägt. 
Wie groß ift num diefe Gejhwindigfeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und ABurüdfallen? Der Anfangsgefhwinvdigfeit c — 15 Fuß entfpricht die 
Steighöhe k = 3,60 Fuß, die Gefchwindigfeitshöhe für ven Augenblick des An— 
ftoßes ift nun A — 3,60 — 2,00 — 1,60, und folglih diefe Gefchwindigfeit 
ſelbſt — 7,906 V1ı6=10 Buß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe 
(3,6 Fuß) wäre: 2 — 0,082. c — 0,032 . 15 = 0,480 Secunden, die Zeit 
zum Steigen auf die Höhe 1,6 Fuß aber: ft, = 0,082 . 10 = 0,3% Secun: 
den, es bleibt diefemnah die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder 
die Zeit vom Anfang bis zum Anſtoß: t — t, = 0,480 — 0,320 —= 0,160 
Secunden, alſo endlich die ganze Zeit zum Steigen und Fallen = 2 . 0,160 
— 0,320 Secunden. Diefe ift alfo nur der = 3te Theil von der Zeit, 
welche zum Aufiteigen und Zurüdfallen nöthig wäre, wenn der Körper unauf: 
gehalten fliege und file. Diefer Fall findet beim Schmieden des glühenden 
Gifens feine Anwendung, weil es hier wegen des allmäligen Abfühlens darauf 
anfommt, in einer Furzen Zeit jo viel Hammerfchläge wie möglich erfolgen zu 
laffen. Wenn der Hammer dur eine elaftiiche Prallvorrihtung zurücdgemworfen 
wird, fo fann er unter den im Beifpiele zum Grunde liegenden Berhältniffen 
in derfelben Zeit ziemlich dreimal fo viel Schläge thun als beim ungehinderten 
Auffteigen. 

Anmerkung 1. Das Umfegen der Geſchwindigkeit in Gejchwindigfeitshöhe 
fowie auch das Umfegen der leßteren in die erftere, ift ein in ber praftifchen 
Mechanif und namentlich in der Hydraulik fehr oft vorfommendes Gefhäft. Eine 
Tafel, wodurch daflelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des- 








$. 19.] Die einfache Bewegung. 85 


halb dem Vraktiker ſehr nützliche Dienſte. Eine ſich auf das preußiſche Fußmaaß 
beziehende Tabelle dieſer Art enthält der »Ingenieur« Seite 326 bis 329. 

Anmerfung 2. Die im Vorhbergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
nur für den freien Fall im Iuftleeren Raume fireng richtig; fie laffen ſich jedoch 
aub beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglihen Genauigkeit ge: 
brauden, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewiht haben, und wenn die Gefchmwindigfeiten nicht fehr groß ausfallen. 
Uebrigens werden fie auch noch unter anderen Umftänden und Verhältniſſen in 
nielen anderen Fällen gebraucht, wie fih. in der Kolge zeigen wird. 


Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel s — ct $. 19 
($. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleichförmige 
Bewegung, wenn man ftatt £ ein Zeitelement oder unendlich Fleines Zeit: 
tbeilchen 7, und ftatt s das innerhalb diefes Zeittheilchens zurüdgelegte Raum— 
element © ſetzt, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblickes die Ge: 
Ihwindigfeit c, welche hier durch » bezeichnet werden foll, ſich nicht Ändert, 
aljo die Bewegung gleihförmig bleibt. 

Man hat demnach für jede ungleihförmige Bewegung: 


Il.) 6 —= vr, jowie v — Gergl $.10). 


Es iſt alfo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durd 
den Quotienten aus dem Raum- und aus dem Zeitelemente 
beftimmt. 

Ebenſo ift die Formel » — pt ($. 11) für die gleihförmig beichleunigte 
Bewegung auch für jede ungleichförmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
mann ftatt 2 und v das Zeitelement r und den innerhalb deifelben erlangten 
unendlich Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubitituirt, da ſich die Beſchleu— 
nigung p innerhalb eines Augenblides r nicht angebbar verändert, aljo die 
Bewegung während defjelben als gleihförmig befchleunigt angefehen werden kann. 

Hiernach hat man für alle Bewegungen: 

I) x = pr, fowie p = z 

Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe- 
gung gleich dem Duotienten aus dem Geſchwindigkeits- und dem 
entiprehenden Zeitelemente, 

Set man die ganze Bewegungszeit E — nr, und die Geſchwindigkeiten 
in den einzelnen Zeittheilen r, der Reihe nad) vı, %, % - - %n, jo find die 
entiprechenden Wegelemente 6, —=vı T, 6. — Tr, ,—dT.., =dmT; 
und es ift daher der ganze in der Zeit £ zuritdgelegte Weg 
s=-u+n+..+ov)= (+ rt) nt, d. i.: 


n 


I) s= (tet te) t—= vt, wenn 
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TR - * aut. die mittlere Gefhwindigfeit bei Zu- 
rücklegung des Weges s bezeichnet. 

Ebenfo ift, wenn e die Anfangs: und ⸗ die Endgeſchwindigkeit bezeichnet, 
und 21, Pa - » - Pa die Accelerationen in den jtetig auf einander folgenden 
gleichen Zeitelementen 7 find, 


v—c=(aı +tpR+.+p)t= en Fee )nr, d. t.: 


N 


u) oe (Mt ttP) 4 mem 

At tt 

n 

Durch Verbindung der Formeln I. und II. erhält man folgende nicht min- 

der wichtige Gleichung: 
II) vx = po. 

Nimmt bei Durdjlaufung des Weges s —= n0, die Ucceleration nad) und 

nad) die Werthe pı, Pe, . . Pa an, jo it die Summe der Producte p 6, 


=(tmR+-+2)0 = (Fat E)no 
— tPp+-. + 


n 
wenn p die mittlere Acceleratton bezeichnet. Und geht die Anfangsgeichtwin- 


die mittlere Acceleration bezeichnet. 


== DE 


digfeit c durch wiederholtes Wachen um x — — in die Endgejchwindig- 


feit » über, fo ift die Summe der Producte v x: 


—— + (x +oa—[c+(c+) + )J« 


—=(v+c ) En raeze — — und daher zu ſetzen: 
J EEE ET. 
) — * = ps oder s — (vergl. IV. S. 13). 


Mit Hilfe der vorstehenden Formeln laſſen ſich die vielfachiten Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik löſen. 
Auch ift die Zeit, in welcher der Naum s—=n6 mit der veränderlichen 
Geſchwindigkeit ©, %, * - * © zurückgelegt wird, 
1 1 1 wo 1 1 ; 
ev [22 n © vg n 


On 
wenn der Werth -( 4 - +..+ +) == — gejeßt, alſo deſſen Re— 
1 vg n 


ciprofe © als diemittlere Gefchwindigfeit angeſehen wird. 
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Beifpiel. Wenn fih ein Körper nah dem Gefege v—at? bewegt, fo il 
o+x=alt+nN?=all? + 2tr+ 2), ale <=ar(2t-+r), folglich 


x 
* *2at. 


Die Geſchwindigkeiten des Körpers am Ende der Zeiten . 2r, 3r..nr find: 
ard, a(2r)2,a (31T)?..a(nr)?, 
und es folgt daher der durdlaufene Weg nad = nr Secunden: 
s=jlar+a2n?+..arnn] =? +2 +32 +..+nd)ar, 
eder da nah Artifel 15, IV., der analytifhen Hülfslehren 2 +22+32+..+n? 
-" it: 


‘= na Bd = zn ed =. 
Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. Die 
allgemeinen Bewegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent: 
widelt worden find, nehmen im Gewande der Tifferenzial- und Integral: 
rechnung, wo man das Zeitelement 7 durch Ot, das Wegelement 6 durch Cs 
und das Gejchwindigfeitselement x durch Cr bezeichnet, folgende Formeln an: 


7 . Os 
N 2 — re oder Cs — rot, daher — [vor jowie = —. 

or in * * Ö 5 
I) p= re oder Cr—pöt, daher v— | pöt, fowie = = 


— 


= rorv BEE >| _ 
IL) vor = p0s, oder s = JE ſowie — [pres wenn 


(8. 20) 


e die Anfangs» und v die Endgefchwwindigkeit bei Durchlaufung des Weges s 


bezeichnet. 

Es ift alfo hiernach die Differenz der Gefhwindigfeitsquadrate 
gleich dem doppelten Integrale von dem Producte aus der Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro- 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Naume, welcher 
während des Ueberganges der Geſchwindigkeit aus c in o zurüd- 
gelegt wird. 

Ter Yehre vom Größten und Kleinften zufolge hat der Raum ein Marti: 
mum, alſo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn: 

Ös 


7 —v—Nul 
it, und ift die Gefchwindigkeit am größten oder Fleinften fiir: 
— — EI 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der höhern Bhoronometrie 
und Mechanif. 
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Beifpiele. 1) Aus der gegebenen Gleichung s=2-++3t+ 1? für ven Raum, 
folgt dur Differenziiren für die Gefchwindigfeit die Gleihbung v—=3+2t, und 
für die Acceleration p=2; es ift alfo die letztere conftant, und die Bewegung 
gleichförmig befchleunigt. Für t= 0,1,2,3... Eecunden, hat man aber 
v — 8, 5, 7, 9 ... (Fuß), und 
s = 2, 6, 12, 20... (Fuß). 


2) Aus der Formel — 10 +31 — 12 für die Gefhwindigfeit folgt durch 
Integriven die Gleichung s = [104 + [3tat— [rat=10t + Yr—— 
dagegen durch Differenzüiren, die Kormel pp = 3 — 2t. 


Hiernach ift für 3—2:=0, d. i. für 2%, Secunden, die Ncceleration Null 
und die Gefchwindigfeit ein ten (=121,), und für 10 3t — t20., 


d. i. t=%,+V10+9, 10+%, = * — 5 Secunden, die Geſchwindigkeit Null 
und der Raum ein Merten 


ses 0.4 5 4 5, 6 Secunden hat man 
pr= 3, 1, — 1, — 83, — b, — 7, — 9 Fuß, 
v 10, 12, 12, 0, 6 0 — 8 Fuß, 
s= ’ 117%, 23/5, 341), 42%, 45°, 42 Fuß. 


3) Für das Bewegungsgeſetz — — uS, wo u einen conſtanten Coefficienten 
bezeichnet, hat man: 





je) 





es 
- E — —E—— oder = c? — us?; wonach 
— Vca u? und s — - y =? folgt. 
8 d8 1 88 
Ferner if tI=-= u — — — — — 
Ve—us € V: u (8) 
C 
BECoH 
ou 
Vayı-(YVa) (Le) —YaVI_w — u" 
wenn hm gelegt wird; und es folgt (f. Art. 26. V. der analyt. Hülfelehren) 
1 Re 
t= Yr arc. (sin. =u) — v: arc. (in= TE), und 
*— vr sin.(tV u), fewie 
28 
u = 7 =ce0s. (Va) un 
dv — — 
pa z=—C Vu sin. (tV u). 


Anfangs, alfo für =0, it s=0, v—c und p=0, fpäter für 
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{Ya =>, der = — iſt se, v=0unp=—cyy, ferner für 
2 2V u Vu 
na = 
{Yu=m, oder — s — O, — — c und p 0, ebenſo für 
In c s 
Vu=3%n, oder eye may v=0undp=cYu, und für 


tYu=2n, oder (==, wieder s=0, r=c und p=0. 
u N 
Der bewegte Punft bat folglich eine fhwingende Bewegung auf beiden Seiten 
des feiten Anfangspunftes, zu welchem er jedes Mal nad Zurüdlegung des 
c 
Weges s— + ‚ mit der von Null allmälig bis v — + c wachſenden Ge: 
3 VE 
ſchwindigkeit zurückkehrt. 
——— fc 
Mittlere Geschwindigkeit. Bon der Geichwindigfeit u — = =) $. 21 
für einen Augenblid oder während eines Zeitelementes ift r (Of) diejenige 
Geihwindigfeit c, — r verschieden, welche ſich ergiebt, wenn man den 
Kaum, welcher während einer gewiflen Zeit, 3. B. während einer Periode 
einer periodifhen Bewegung durchlaufen wird, durch die Zeit felbft 
dividirt. Man nennt diefelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und kann fie auch als diejenige Gefchwin: 
digfeit anfehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (t) 
einen gewiſſen Raum (s) gleihförmig zuritdzulegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durchlaufen wird. So ift 3. B. bei der 
gleihförmig veränderten Bewegung die mittlere Geſchwindigkeit gleich der 


halben Summe ( * ) aus der Anfangs- und Endgeſchwindigkeit; denn 








es ift nach $. 13 der Raum gleich dieſer Summe ( F ) multiplicirt 
durch die Zeit (0). 
Allgemein iſt (nad) $. 19) die mittlere Geſchwindigkeit ec, — — — 


n 
wenn 27, %,°+ ©, eine gleichen und jehr Heinen Zeitintervallen entiprechende 
Geſchwindigkeitsreihe bezeichnet. 

dig. 51. Beifpiel. Während eine Kurbel gleihförmig im Kreife 
1) UMON, Fig. 5l, bherumgedrebt wird, gebt die daran 
hängende Kalt Q, 3. B. der Kolben einer Luft: oder Waſ— 


ui n  ferpumpe u. f. w., ganz ungleihföormig auf und nieder; 
\ | die Gefchwindigfeit diefer Laſt iſt im tiefiten und höchiten 
Ss HE: Punfte U und O am Fleinften, nämlich Null, auf der hal- 
U ben Höhe, in M und N, aber am größten, nämlich der 


Kurbelgefhwindigfeit gleih. Innerhalb einer halben Ums 
drehung ift die mittlere Geſchwindigkeit aleih der ganzen 


+ 
W 


90 Erſter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 22. 23. 


Steigbohe, d. i. dem Durchmeſſer TO des Kreifes, in weldem die Kurbel 
herumgeht, vividirt durch die Zeit einer halben Umdrehung. Segen wir den 
Halbmefir CU = CO ves Warzenfreifes — r, alfo jenen Durdhmefler =?2r, 
und diefe Zeit — t, fo folgt demnach die mittlere Gefchwindigfeit der Lafl 


= . Die Kurbel ſelbſt macht in diefer Zeit ven Halbfreis nr; es ıfl 
daher ihre Gefchwindigfeit ce — und folglich die mittlere Geſchwindigkeit 


c —= 0,6366 mal fo groß als die unveränderliche 


2 


— 


3,141 
Sefhwindigfeit e der Kurbel. 


2 
der Laſt a1=— c= 





s.22 Graphische Darstellung der Bewegungsformeln. Die im 
Vorigen gefundenen Bewegungsgeſetze Laffen ſich auch in geometrifchen Figuren 
ausdrücden oder, wie man jagt, graphiich darftellen. Graphiſche Dar- 
ftellungen überhaupt erleichtern die Auffaflung, unterftiigen das Gedächtniß, 
Ihligen wohl aud) gegen Fehler und dienen ſogar zumeilen zur ummittel- 
baren Ausmittelumg der gejuchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großen Mugen. 

Ber der gleihförmigen Bewegung ift der Naum (s) das Product (ct) 

aus Geſchwindigkeit und Zeit, und von einem Nechtedfe der Geometrie ift der 

Big. 52. Flächenraum ein Product aus Höhe und Grund: 

° linie; man fann doher auch den gleichförmig 

a a durchlaufenen Raum s durd) ein Rechteck ABCD, 

| | Fig. 52, darftellen, deſſen Grundlinie AB die 

| | Zeit (Ü) und deſſen Höhe AD — BC die Ge 

— cſchwindigkeit (c) ift, vorausgefegt, daß die Zeit 

mit der Geſchwindigkeit in einerlei Yängeneinheiten 

ausgedrückt, daß alfo durch eine und diefelbe Linie die Zeitfecunde und der 
Fuß zugleich vepräfentivt werden. 


8.23 Während bei der gleichförmigen Bewegung die Geſchwindigkeit (MN) zu 
jeder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine md diefelbe ift, fällt dieſelbe 

bei der ungleihförmigen Bewegung im jedem Augenblide anders aus; 
es läßt fich deshalb diefe Bewegung nur durd) ein 


Fig. 53. | 
Viereck ABUD, fig. 53, darftellen, welches 


nF 7 | zur Grundlinie AB die Zeit (f) und zur übri— 

— N gem Begrenzung drei andere Pinien AD, BC 
KEN | und CD hat, von denen die erjten beiden 

en) NN der Anfangs: und Endgefchwindigfeit gleich find, 
| | h die legte aber durch die Endpunkte (N) der 

A TTmMOH 8 verfchiedenen Gejchwindigfeiten in den Zwiſchen— 


punkten (7) beftinmmt wird. Nach den ver— 
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ſchiedenen Arten von ungleichförmigen Bewegungen iſt die vierte Linie CD 
entweder gerade oder krumm; ferner von Anfang aus aufſteigend oder nieder— 
ſteigend, endlich entweder gegen die Grundlinie concav (Hohl) oder conver 
(erhaben). In jedem Falle iſt der Flächeninhalt dieſer Figur dem ungleich— 
förmig durchlaufenen Raume (s) gleichzufegen; denn jener Flächenraum 
ABCD, Fig. 53, läßt ſich durch Höhenlinien in lauter ſchmale, als Rechtecke 
anzufehende Streifen wie MOPN zerlegen, wovon jeder ein Product 
aus einem Theile (MO) der Grundlinie und aus der diefem Theile ent: 
Iprehenden Höhe (MN) oder (OP) ift, und ebenfo läßt ſich der in 
einer gewiffen Zeit dircchlaufene Raum aus Theilchen zufammenfegen, 
wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während deflelben 
fattfindenden Gefchwindigfeit iſt. Die Figur führt auch die Differenz 
zwischen dem Geſchwindigkeitsmaß und dem im der folgenden Zeiteinheit 
wirklich zuricgelegten Weg vor Augen. Tas Rechteck ML über der 
Grundlinie MH — Eins (1) =v.1 ift das Maß der Geſchwindig— 
fit MN — v, wogegen die Fläche MK über derfelben Grundlinie den 
wirklich durchlaufenen Raum darjtelt. Ebenſo ift das Rechteck A F über 
Al = Eins, das Maß der Anfangsgeichwindigfet AD — e, und die 
Fläche AE der in der erften Secunde wirklich zurücdgelegte Weg. 


Bei der gleihförmig veränderten Bewegung ift die Zu- oder Ab- $. 24 
nahme » — c der Gefchwindigfeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (f). 
Ziehen wir nun in Fig. 54 und Fig. 55 die Yinie DE der Grundlinie AB 
parallel, und fchneiden wir dadurch von den die Gejchwindigfeiten vorftellen- 





Big. 54. Kia. 55. 
y__c Das Bann 
— — N 
Dr ME | je 
} | 
' | | \ 
| | | 
, 
V— — — B 4· —— —f — 


den Linien BC und DIN die der Anfangsgeſchwindigkeit AD gleichen Stücke 
BE und MO ab, jo bleiben ung die Pinien CE und NO als Geſchwin— 
digleitszu⸗ oder Gefehnindigfeitsabnahmen übrig, für welche nach dem Obigen 
die Proportion: 

NO:CE=DO:DE 
gilt. 

Cine ſolche Proportion bedingt, daß N und fo auch jeder Punkt der Pinie 
CD, im der geraden Verbindungslinie zwiſchen C und D liegen, daß alfo 
jene, die verſchiedenen Geſchwindigkeiten (ZN) begrenzende Linie CD jelbit, 
gerade fein muß. 


8. 26 


Si 
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Diefem zufolge läßt ſich aljo der gleichförmig befchleunigt und gleichför- 
mig verzögert durcjlaufene Raum durch den Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, das zur Höhe AB die Zeit (f) und zu den (parallelen) Grund: 
(inin AD und BC die Anfangs und Endgefchwindigfeit hat. Auch ift 

c+v 


damit die $. 13 gefundene Formel s — —— + t in vollfommener Leber: 


einftimmung. Bei der gleichförmig beicjleunigten Bewegung fteigt die vierte 
Seite D C vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig verzöger- 
ten Bewegung läuft diefe PYinie abwärts. Bei der mit Null Gefhmwindigfeit 
anfangenden gleihförmig beſchleunigten Bewegung geht das Trapez in ein 
Dreied vom Inhalte /, BC. AB — !/; vt über. 


Die mittlere Geſchwindigkeit einer ungleihförmigen Bewegung iſt 
der Quotient: Raum dividirt durch Zeit; fie giebt alfo mittelft Multi: 
plicatton durch die Zeit, den Weg und läßt fi) deshalb auch als die Höhe 
AF=— BE besjenigen Nechtedes ABEF, Fig. 56, anfehen, das zur 
Grundlinie AB die Zeit £ hat und an Inhalt dem den zurücgelegten Weg 
oder Raum meſſenden Vierecke ABCOND gleid if. Die mittlere Ges 
ſchwindigkeit ergiebt ſich demnach auch durd; Verwandlung des Vieredes 
ABCND in ein gleich langes Nedtef ABEF. Ihre Beltimmung ift 
befonders bei periodifchen Bewegungen, welche faft bei allen Maſchinen 
vorfommen, von Wichtigfeit. Das Gefeg diefer Bewegungen wird durch eine 
Schlangenlinie CEDEFG, ig. 57, repräfentirt. Schneidet die mit AB 

Rig. 56. Fig. 57. 


F — 


RE Du ER ER 


A M B A N ( 












parallel laufende Gerade LM denfelben Raum wie die Schlangenlinie ab, 
ift alfo ZM gleichſam die Are, um welde ſich ÜUDEFG windet, fo ift 
der Abftand AL — BM zwiſchen beiden parallelen Yinien AB und LM 
die mittlere Geſchwindigkeit dev pertodiichen Bewegung, dagegen AC, OE, 
BG u. f. w. die größte und ND, PF u. ſ. w. die kleinſte Geſchwindigkeit 
einer Beriode AO, OB u. ſ. w. 


Auch die Acceleration oder der im der Zeitfecunde erfolgte Zufag an 
Gefchwindigfeit läßt ſich im der Figur leicht nachweiſen. Ber der gleid)- 
förmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie tft deshalb die Diffe- 
venz PQ, Fig. 58 und Fig. 59 zwischen zwei Geſchwindigkeiten OP und 
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MN, wovon die eine einer um eine Zecumde (MO) größeren Zeit angehört 
ald die andere. Iſt die Bewegung ungleichförmig verändert, aljo die Ge- 


Fig. 58. fig. 59. 
a C D_ 
N Q N 
D | = ML 4 
| 
| gi 
=: 
A MO B ru ar B 


Ihwindigfeitslinie CD eine Curve, fo ift für jeden Zeitpunkt (1) die Acce- 
leration eine andere, und deshalb ift fie auch nicht die wirfliche Differenz 
PQ wiſchen den um eine Secunde MO von einander abjtehenden Geſchwin— 
digkeiten OP und? MN — 00, Fig. 60 und 61, jondern fie ift die Zu— 
nahme RQ der Geſchwindigkeit MN, welche eintreten wilrde, wenn von dem 


Big. 60. Fig. 61. 
Ü 








A MO B 
Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig beichleunigte, alfo die 
frumme Gefchwindigfeitslinie N PC in eine gerade Linie NE überginge. Nun 
it aber die Tangente oder Berührungslinie NE diejenige Gerade, im welche 
eine Curve DN weiter fortgeht, wenn fie von einer gewiſſen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; es fällt demnach die neue Gefchwindig- 
feitslinie mit der Tangente zuſammen, es ift ſolchemnach aud) die bis zu diefer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Geſchwindigkeit, welche nad) einer Secunde 
eintreten würde, wenn die Bewegung vom Anfang derjelben an in eine 
gleihförmig bejchleunigte übergegangen wäre, und daher die Differenz; RQ 
zwiſchen diefer Gefchwindigfeit und der anfänglichen (MN) die Acceleration 
für den Augenblid, welcher dem Punkte M in der Zeitlinie AB entipricht. 

Dan kann natürlich auch die Zeiten und Accelerationen als die Coordi— 
naten einer Curve anjehen, in welchem alle natürlich die Geſchwindig— 
feiten durch Flächenräume repräfentirt werden. 


— — — — — 


8,28 
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Zweites Gapitel. 
Zufammengefette Bewegung. 


Zusammensetzung der Bewegungen. (in und derjelbe Körper 
kann gleichzeitig zwei oder mehrere Bewegungen befigen; jede (relative) Be— 
wegung bejteht ja aus der Bewegung innerhalb eines Raumes und aus der 
Bewegung diefes Raumes innerhalb oder in Beziehung auf einen zweiten 
Raum. So befitt ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglid) einmal um die Erdare und mit diefer zugleich jährlid) einmal 
um die Sonne. Eine auf dem Schiffe gehende Perſon hat in Beziehung 
auf die Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die des Schiffes; das Waller, 
welches durch eine Boden- oder Zeitenöffnung eines Gefäßes ausfließt, das 
auf einem Wagen fortgefahren wird, hat zwei Bewegungen, die Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße u. ſ. w. 

Man umnterfcheidet hiernady einfache und zufammengejegte Bewe— 
gungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die geradlinigen Bewe— 
gungen, aus welcen andere gerad- oder Frummmlinige Bewegungen, die man 
aber deswegen zuſammengeſetzte (franz. composés; engl. composed) nennt, 
bejtehen oder beftchend gedacht werden fünnen. 

Die Zufammenjegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung einer zufammengefegten Bewegung in mehrere einfache 
werden im Folgenden abgehandelt. 


Erfolgen die einfachen Bewegungen in einer und derfelben geraden Yinie, 
jo giebt die Summe oder Differenz derſelben die vejultivende zuſammengeſetzte 
Bewegung, erjteres, wer die Bewegungen nach gleichen Richtungen vor ſich 
gehen, letzteres, wenn ihre Richtungen entgegengejegt find. Die Nichtigkeit 
diefes Satzes leuchtet fogleicy ein, wenn man die gleichzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichförmigen Be- 
wegungen mit den Geſchwindigkeiten c, und c, entjprechen die gleichzeitigen 
Räume ce, t und cat; haben diefe Bewegungen eine und diefelbe Richtung, 
jo iſt demnach der Raum nad) ? Secunden: 

s=at+at=(a + o)t, 
und folglid) ift die rejultivende Geſchwindigkeit, mit welcher die zujanmen- 
geſetzte Bewegung vor ſich geht, die Summe der Gejchwindigfeiten von den 
einfachen Bewegungen. Bei entgegengefegten Richtungen beider Bewegun— 
gen iſt: 
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s — cat — at = (ca — alt, 
bier iſt aljo die refultivende Geſchwindigkeit der Tifferenz der einfachen Ge— 
Ihwindigfeiten gleid). 

Beifpiele. 1) An einer Perfon, welche fih mit 4 Ruß Geſchwindigkeit auf 
dem Verdecke eines Schiffes in der Bewegungsrichtung deſſelben fortbeweat, wäh- 
rend das Schiff felbit 6 Fuß Gefchwindigfeit hat, fcheinen die Gegenitände an 
den Ufern mit 4 +6 — 10 Ruß Geichwindigfeit vorbei zu geben. 2) Das 
Waſſer, welches aus der Seitenöffnung eines Gefäßes mit 25 Fuß Geſchwindig— 
teit ausfliegt, während es mit dem Gefäße zugleich in der entgegengefegten 
Rihtung mit 10 Fuß Gefhwindigfeit fortgeht, hat in Beziehung auf die übri- 
gen in Ruhe befindlichen Gegenjtände nur 35 — 10=15 Auf Gefchwinvigfeit. 


Tiejelben Verhältniſſe finden auch bei den ungleichförmigen Bewegungen 
ſiatt. Hat ein und derfelbe Körper außer den Anfangsgeichwindigfeiten r, 
und c, noch die conjtanten Accelerationen p, und p,, jo ſind die entjprechen- 
den Räume ct, cat, I pıt?, pat?, und haben nun Gejchwindigfeiten 
und Accelerationen eine gleiche Richtung, To ift der ganze Raum, welcher 
diejen einfachen Bewegungen entipricht: 


IS 


s=(a+o)t+(m +») = 


| 


Sept man uno FT, =ewdp +9 — p, jo erhält man 


! 5 f? = . : R 
gig 62. ct +25; und es folgt hiernach, daß nicht allein durch 
A * 
dB die Summe der einfachen Geſchwindigkeiten die Geſchwindigkeit, 
B fondern aud) durch die Summe der Accelerationen der einfachen 


Bewegungen die Acceleration der rejultivenden oder zuſammen— 
gefegten Bewegung gegeben wird. 
\ Beifpiel. Gin Körper auf dem Monde erhält von der Mond: 
maſſe die Ncceleration 9, = 5 Ruß und von der Erde die Acce- 
leration 9%, = 0,01 Ruf. Es fällt daher ein Körper A, Fig. 62, 
außerhalb des Mondes M und der Erde Z, mit 5,01 Fuß, und 
ein Körper B innerhalb M und E, mit 4,99 Fuß Beichleunigung dem Mittel: 
punkte des Mondes zu. 


Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in den 
Kihtungen von einander abweichende Bewegungen zugleich, jo nimmt er eine 
zwiſchen beiden inneliegende Bewegungsrichtung an, und find diefe Bewegun- 
gen ungleichartig, iſt 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichförmig 
beſchleunigt, fo ift die Nichtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung ſelbſt aljo eine krummlinige. 

Dan findet den Ort O, Fig. 63 (a. f. S.), welchen ein nad) den Rich— 
tungen AX und A Y zugleich bewegter Körper nad) einer gewiſſen Zeit (f) 


$. 29 


$. 30 
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einnimmt, wenn man den vierten Eckpunkt (O0) des Parallelogrammes 
AMON aufſucht, das durch die gleichzeitigen Wege AM — x und AN 
— y, ſowie durd) den Winfel XAY gegeben ift, um welchen die Bewe— 


Fig. 68. gungsrichtungen von einander abweichen. Bon der 
Y z Nichtigkeit diefes Verfahrens wird man überzeugt, 


/ wenn man die Wege z und y als nicht auf ein- 
| mal, jondern nad) einander zuridgelegt annimmt. 
‚7 Vermöge der einen Bewegung durchläuft der Kör— 
/ / per den Weg AM — x, und vermöge der ande- 
/ 
ar 


0 





ren von M aus in der Richtung AY, aljo in 
einer mit A Y parallelen Yinie ITZ, den Weg 
AN=y Maht man un MO = AN, ſo 
erhält man in O den Ort des Körpers, welcher beiden Bewegungen x 
und y zugleich entjpricht und, der Conftruction zufolge, der vierte Eckpunkt 
eines Parallelogrammes AMON iſt. Auch kann man ſich vorftellen, daß 
der Kaum AM — r in einer Linie AX zurückgelegt werde, die mit allen 
ihren Punkten zugleich in der Richtung AY fortgeht, alſo aud) M mit AY 
parallel fortführt und diefen Punkt den Weg MO — AN —= beſchrei— 
ben läßt. 


N 


/ 
Pi 





—A 


$.3l Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen die beiden 


Bewegungen in den Richtungen AX und AY gleihförmig und mit den 
Geſchwindigkeiten c, und ca, jo find die Räume nad) einer gewiſſen Zeit (1): 
— ymüäl; 

es iſt alfo ihr Verhältniß = = 5 zu allen Zeiten daffelbe, eine Eigen: 

thümlichfeit, die nur der geraden Linie AO, Fig. 64, zufommt. Cs folgt 

aljo hieraus, daß die zufammengejegte Bewegung in einer geraden Linie vor 

Big. 64. fi) geht. Conſtruirt man ferner aus den Ge 

Y ihwindigfeiten AB —=c, ud AC—=c, das 

PBarallelogramm ABCD, jo giebt deifen vierter 

Eckpunkt den Ort D an, wo fid) der Körper am 

eg. Ende einer Secunde befindet. Da aber die reful- 

/ 2 tirende Bewegung eine geradlinige ift, jo folgt, 

c/ — u daß dieje überhaupt im der Nichtung der Diago- 

/ — / nale des aus den Gefchwindigfeiten conftruirten 

“— = Parallelogrammes vor fich geht. Bezeichnet man 

B M nun den Weg AO, weldyer in der Zeit (f) wirk— 

lich zurücgelegt wird, durch s, jo hat man wegen Aehnlichkeit der Dreiede 
AMO und ABD: 
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8 AD 
— — Wes 
ZB’ es folgt demnach diefer Weg: 
8 — z.AD — cqut. 4 — AD.t 


AB cı 
Der legten Gleichung zufolge ift der Weg in der Diagonale der Zeit (f) 
proportional, aljo die Bewegung felbft gleichförmig, ihre Geſchwindigkeit e 
gleich der Diagonale AD. 

Es giebt alſo die Diagonale eines aus zwei Geſchwindigkeiten 
und dem von ihnen eingefchlojfenen Winkel gebildeten Paralle- 
logrammes die Richtung und Größe derjenigen Gejchwindigfeit 
an, mit welcher die refultirende Bewegung wirklich vor fich geht. 
Man nennt diejes Parallelogramm Parallelogramm der Geſchwindig— 
leiten (franz. parallélogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
loeities), die einfachen Geſchwindigkeiten heißen auch wohl Gomponenten 
oder Seitengefchwindigfeiten (franz. composantes; engl. components) 
und die zufammengefegte Gefchwindigfeit die vefultirende oder mittlere 
(franz. resultante ; engl. resultant). 


Durch die Anwendung trigonometrifcher Formeln läßt fid) die Rich- 8. 32 
tung und Größe der mittleren Geſchwindigkeit auch rechnend finden. Die Auf- | 
löfung von einem der gleichen Dreiede, 3. B. von ABD, aus denen das 
Parallelogramın ABDC (Fig. 65) der Geſchwindigkeiten befteht, giebt die 

Fig. 65. mittlere Geſchwindigkeit AD — ec aus den 

Y Seitengefchwindigfeiten AB — cı und AU 

/ — C; und aus dem von ihren Nichtungen ge- 
bildeten Winkel BAC— a durch die Formel: ' 








(DD —— — 
7 = Ve: +c7 + 2c,c, 008.0, 
/ und den Winkel BAD — 9, den die mittlere 
Te ‚e / Geſchwindigkeit mit der Geſchwindigkeit ein— 
— / a ſchließt, durch die Formel: 
DEE (3 sin. 
’ MIT oder 
sin. Cy sin. & 
tang. ꝙ — ae eotang. P — cotang.a + — - 


Cı En Ca 008.0 C 
om ü& Cı 63 [v4 
el —o\ 1 Fun 
Auch ift fang. (3 ») —— ang.z 
Sind die Gefchwindigfeiten c, und c, einander gleich, ift alfo das Parallelo— 
gramm derjelben ein Rhombus, jo ergiebt fid) in Folge der Nechtwinfeligkeit 
zwiſchen den Diagonalen einfacher: 
ce — 2c,cos.!/,a und $ — za. 
Beiebach, Lehrbuch der Medanit. 1. 7 
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Schließen endlich die Geſchwindigkeiten einen Nechtwinfel ein, fo erhält 
man ebenfalls einfacher: 

ii — Ve; +c} und tang. ꝙ = =. 
1 

Beifpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Mafchine ausfliegenve 
Maffer hat eine Gefchwindigfeit c, — 25 Buß, während fih das Gefäß ſelbſt 
mit einer Gefchwindigfeit cz — 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit der 
des ausfließenden Waflers einen Winfel «' — 130% bildet. Welches ift vie 
Richtung und Größe der refultirenden, oder wie man wohl fagt, der abfoluten 
Geſchwindigkeit des Waſſers? 

Es it ⸗ ⸗ V %5?+ 192 + 2.25.19 cos. 1300 — V 6254361 — 50.19.cos. 500 

— V 986 — 950 cos. 500— V 986 — 610,7 = V 3753 —=19,37 Fuß 
die gefuchte refultirende Geſchwindigkeit. 
0 
Se = 0,9808 sin. 50°= 0,7513, und ſonach der 
Winkel, um welden die NRefultirende von der Gefchwindigfeit c, abweicht, 
g — 48042', alfo der Winkel, welchen fie mit der Bewegungsrichtung des Ge— 
fäßes einſchließt: « — 2 —= 81018". 

2) Wären die vorigen Gefhwindigfeiten winfelrecht gegen einander gerichtet, 
fo würde cos. @ = cos. MW — 0, und deshalb die mittlere Gefhwindigfeit 
ce—=V 986 — 31,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre tang. & = %, = 0,76 
daher die Abweichung derfelben von der erften Gefchwindigfeit: 9 = 370 14’. 


Berner sin. og = 


' 


Z. 33 Man fann aud) jede gegebene Geſchwindigkeit aus zwei Seitengeſchwin— 
digfeiten bejtehend anjehen, und deshalb, gewiſſen Bedingungen entiprechend, 
in folche zerlegen. Sind 3. DB. die Winfel DAX = 9, md DAY= %, 

Fig. 66. dig. 66, gegeben, welche bie zu ſuchenden Ge— 

ſchwindigkeiten mit der mittleren AD = c 

einschließen follen, jo ziehe man durch den End— 

punft D der die c vorftellenden Graden andere 





c + Yinien parallel zu den Richtungen AX umd 

| AT: die ſich ergebenden Durchſchnittspunkte B 

s ⸗ und D fchneiden nun die geſuchten Geſchwin— 
— * digkeiten 


AB ci und AO q; ab. 
X Die Trigonometrie giebt dieſe Geſchwindig— 
keiten durch die Formeln: 
esin.Yy esin. p 
= 4 = 
sin.(p + W)' sin. (P+Y) 
In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung find die beiden Geſchwin— 
digkeiten winfelvecht gegen einander, dann ift ao @ + Y = 90°, 
sin. (pP + Y) = 1, und e8 folgt: 
ec =ec08.9 und = c Bin. p. 
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Uebrigens kann auch aus einer Seitengeichwindigfeit (c,) und ihrem Rich— 
tungswinfel (pP) die Richtung und Größe der anderen Seitengejchwindigfeit 
gefunden werden. Endlich laſſen ſich aud) aus den Geſchwindigkeiten e, c, 
und c, ihre Richtungswinkel beftimmen, wie man aus den drei Zeiten eines 
Dreiedsd die Winfel deffelben findet. 

Beifpiel. GE fei die Gefhwindigfeit ce — 10 Ruß in zwei Seitengefchwin- 
digfeiten zu zerlegen, deren Richtungen um die Winfel 9 — 65° und vw 70° 
von ihrer Richtung abweichen. Diefe Gefchwindigfeiten find: 


— 10 sin. 709 _ 9,397 —13,29 Fuß u. c _10 sin. 65° 9,063 
1 ein. 1350 7 sin N "277 in. 1350 0,7071 


— 12,81 Fuf. 

Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindigkeiten. 
Durch wiederholte Anwendung des Parallelogrammes der Geſchwindigkeiten läßt 
ſich jede beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine einzige Geſchwindigkeit ver- 
wandeln. Die Conftruction des Parallelogrammes ABDC (fig. 67) giebt die 
mittlere Gefchwindigfeit AD zu ec, und c,; durch Conftruction des Paralle- 
logrammes ADFE erhält man in AF die mittlere Gejchwindigfeit zu AD 
und AE — c,, und ebenfo ftellt ſich durch Conſtruction des Parallelo- 
gramme® AFHG die mittlere Gefhwindigfet AY — c von AF und 
AG = c,, und dadurch auch die von c,, €, €, und c, heraus, 

Am einfachjten ergiebt fich die in Frage ftehende mittlere Geſchwindigkeit 
dur; Conftruction eines Polygones ABDFH, deſſen Seiten AB, BD, 
DF und FI den gegebenen Gejchwindigfeiten ci, €, €; und c, parallel 
und gleich gemacht werden, und deſſen letzte Seite AH allemal die reful- 
tirende Geſchwindigkeit ift. 


Fig. 67. Big. 68. 





Auch in dem Falle, wenn die Geſchwindigkeitsrichtungen nicht in einerlet 
Ebene liegen, läßt ſich die mittlere Geſchwindigkeit durch mehrfache Anwen- 
dung des Parallelogrammes der Gejchwindigfeiten finden. Die mittlere Ges 
ſchwindigleit AF— c (Fig. 68) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Geihwindigfeiten AB — 0, AC = und AE = cz ift die Diagonale 

7? 


s. 34 
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eines Parallelepipeds BCHG, deſſen Seiten diefen Gejchwindigfeiten gleich) 
find. Man fpricht daher wohl auch von einem Parallelepiped der Ge- 
Ihwindigfeiten. 


8.35 Zusammensetzung der Accelerationen. Zwei gleihförmig 
beijchleunigte und mit Null Gefhwindigfeit anfangende Bewegungen 
geben in ihrer Zuſammenſetzung wieder eine gleichförmig bejchleunigte Be— 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Accelerationen diefer nach den Rid)- 
tungen AX und AY (Fig. 69) vor ſich gehenden Bewegungen durd) p, und 








Fig. 69. Pa, jo find am Ende der Zeit i die Räume: 
2 
Y AN—ı— p_ und 
/ ANSE y— P: : R 
— — F 
‚ 7 und es iſt ihr Verhältniß 
— — 


— —— y mt" m 
— von der Zeit gar nicht abhängig, deshalb 
ng B M X alſo der Weg AO der zujammengejegten 
Bewegung ein geradlinigr. Macht man 
AB=p, und BD=-AC=—P, fo erhält man ein Parallelogramm 
ABDC, weldjes dem Parallelogramm AMON ähnlich und für welches 
= = — — — 1,2, alſo AO— 1,AD.t iſt 
Diefer Gleichung zufolge ift der Weg AO der zuſammengeſetzten Bewegung 
dem Quadrate der Zeit proportional, ie Bewegung ſelbſt alſo gleihförmig 
beſchleunigt, und die Acceleration derfelben die Diagonale AD des aus 
den einfachen Accelerationen p, und p, conftruirten Parallelogramm. 

Co wie man alſo durch das Parallelogramm der Gejchwindigfeiten Ge— 
Ihwindigfeiten zufammenfegt und zerlegt, ebenſo laſſen fid) nad) genau den- 
jelben Regeln durd) ein Parallelogramm, welches man das Parallelo- 
gramm der Accelerationen (franz. parallelogramme des accelerations; 
engl. parallelogram of accelerations) nennt, Accelerationen zu einer einzi= 
gen vereinigen, jowie in mehrere andere zerlegen. 





$.36 Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Accelera- 
tionen. Aus der Bereinigung von einer gleihförmigen Bewegung 
mit einer gleihförmig beſchleunigten geht eine gänzlich ungleid)- 
förmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht zufammen-- 
fallen. In einer gewiſſen ‚Zeit t wird bei der Gefchwindigfeit e in der einen 
Richtung AY, Fig. 70, der Weg: 
"AN=y=ct, 
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und in derjelben Zeit bei einer unveränderlichen Acceleration in einer gegen 
die erftere rechtwinkeligen Richtung AX der Weg: 


Be); 
AMNM=s:s= 5 


zurüdgelegt, und es ift der Körper im Edpunfte O des aus y — ct umd 
t? * — J 
= * conſtruirten Parallelogrammes. Mit Hilfe dieſer Formeln läßt 


ji zwar der Ort des Körpers zu jeder Zeit finden, allein derfelbe liegt nicht 
in einer und derfelben Geraden; denn nehmen wir aus der eriten Gleichung 


1* und ſetzen dieſen Werthindie zweite, jo erhalten wir die Bahngleichung: 
py? 
**75 
Dieſer zufolge verhalten ſich die Wege (x) in der zweiten Bewegungsrichtung 
nicht wie die Wege ſelbſt, fondern wie die Quadrate (y?) der Wege in der 


Fig. 70. Fig. 71. 





eriten Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers auch 
feine gerade, fondern eine gewiſſe krumme Pinie, welche man in der Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) fennen 
lernt. 


Anmerfung. Es fei ABC, Kig. 71, ein Kegel mit Freisformiger Baſis 
AEBF, fowie DEF ein Schnitt veffelben parallel zur Seitenlinie B C und wins 
felreht zum Durchſchnitt ABC geführt, und OPNQ ein zweiter, mit ber 
Baſis yaralleler und deswegen ebenfalls Freisföormiger Durchſchnitt. Es fei 
ferner EF vie Durdichnittslinie zwifchen der Baſis und dem eriten Schnitte, 
und ON die zwifchen beiden Schnitten; denfen wir uns endlid im triangulären 
Durchſchnitte ABC vie parallelen Durchmeſſer AB und PQ und im Schnitte 
DEF vie Are DG geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisfehne MN= MO 


die Gleichung MN?=PM.MQ; aber MQ it = GB und für PM gilt die 
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Proportion PM: DM=AQG:DG, es ergiebt fidy daher: 
DM.AG 
MN?’= BG. — — 
Ebenſo iſt aber auch GE?= BG. AG; dividirt man daher beide Gleichungen 
durd einander, fo folgt: 
DM_ MN: 
DG” Gm’ 
es verhalten fih alfo die auf der Are abgefhnittenen Stude (Ab— 
feiffen), wie die Quadrate der entfprehenden Perpendikel (Ordi— 
naten). Diefes Geſetz ftimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgefege voll: 
fommen überein; es gebt alfo diefe Bewegung in einer frummen ine DNE 
vor fich, welche einem Kegelfchnitte angehört. 
Ueber die Gonftruction, Tangentenlage und andere Gigenfchaften ver Parabel 
ift im Ingenieur Seite 175 u. f. w. nachzuſehen. 


$. 37  Parabelbewegung. Um die aus der Jufammenfegung von Geſchwin— 
digfeit und Acceleration hervorgehende Bewegung vollftändig zu kennen, muß 
man auch noch die Richtung, Geſchwindigkeit und den durchlaufenen 
Weg fir jede Zeit (1) angeben können. Die Geſchwindigkeit parallel zu 
AY iſt unveränderlih — c, die parallel zu AX aber veränderlih und 
— pt; conftruirt man nun aus diefer Geſchwindigkeit OQ — c und OP 
— pt das Parallelogramm OPRLQ, Fig. 72, jo erhält man in der Dia- 
gonale OR deilelben die mittlere 
oder diejenige Geſchwindigkeit, mit 
welcher der Körper in O die para- 
boliihe Bahn AOU verfolgt. Diefe 
Geſchwindigkeit felbft ift: 
v—=Ve + (pi. 

Ebenjo giebt OR die Tangente 
oder Richtung, in welcher der Kör— 
per in O einen Augenblid lang fort- 
geht, und es ift für den Winkel 
POR=XTO=9, welden 
diefelbe mit der zweiten Richtung (Are) AX einfchließt, durch die Formel: 

c 


tang. = 0» Py3 


Big. 72. 





gegeben. 


Um endlich) nod) den durchlaufenen Raum oder Curvenbogen 40 —s 
zu finden, kann man fic) dev Gleichung 6— vi ($. 19), wonach ſich die als 
Elemente anzufehenden Heinen Theile deſſelben berechnen laſſen, bedienen. 
Uebrigens giebt auch die höhere Geometrie eine complicivte Formel zur Bes 
veehnung der Länge eines Parabelbogens. 
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Bir haben feither angenommen, daß die urfprünglichen Bewegungsrich— 


tungen einen Rechtwinkel einfchließen, und müſſen nun uoch denjenigen Fall 
näher fennen lernen, bei welchem die Richtung der Acceleration mit der 
Geſchwindigkeit einen gewiſſen Winkel einfchließt. Hat der Körper in der 
Kihtung AYı (Fig. 73) die Gefchtwindigfeit c und in der Richtung AX,, 

Fig. 73. welche mit der erften den Winkel 
X, AYı =a einfchlieft, die Ac- 
celeration p, fo ift A nicht mehr 
Scheitel und AX, nicht mehr Are, 
jondern nur die Arenrichtung der 
Parabel. Der Scheitel C fteht 
vielmehr um die Coordinaten 
CB=aund BA=b, wovon 
die erjtere in die Are felbit fällt 
und die letere winfelrecht darauf 
fteht, von dem Anfangspunfte A 
der Dewegung ab. Die Geſchwin— 
digfeit AD— 0 befteht aus den Seitengeichwindigfeiten AF— esin. a und 
AE= ccos.a. Bon ihnen ift die erjtere immer diejelbe, die letztere aber 
der veränderlichen Geſchwindigkeit pt gleich zu fegen, vorausgefegt, dafs der 
Körper die Zeit £ nöthig gehabt hat, um vom Scheitel C nad) dem eigent- 
lien Anfangspunfte A zu gelangen. Es ergiebt ſich alfo: 





Xı 


c.c08.0& 








cc08.% — pt, folglid) t — ‚ daher 
0.2»? _ c?cosa? 
)0B=a= — und 
2 sin. Ä 2? sin.2 
Riten ee EEE, 


p 2p 
Hat man durch diefe Abftände den Scheitel C der Parabel gefunden, fo 
lann man, von da ausgehend, fiir jede beliebige Zeit den Ort O des Kür. 
pers beſtimmen. Uebrigens gilt auch, CM — x und MO —= geſetzt, die 
allgemeine Formel: 


— —csin.aV 22. 
gina Mr y—esin.« 7 


Anmerfung. Die feither abgehandelte Theorie der parabolifchen, aus einer 
unveränderlihen Gefhwindigfeit und einer conftanten Acceleration hervorgehens 
den Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliftif, oder der Lehre von 
der Wurfbewegung. Die fchief auf: oder abwärts geworfenen Körper würden in 
Folge ihrer Anfangsgefchwindigfeit (c) und der Acceleration der Schwere (g — 
31%, Buß) einen Parabelbogen durdlaufen, wenn der Widerſtand der Luft be- 
jeitigt wär®, oder die Bewegung im luftleeren Raume vor fih ginge. Iſt die 


5 
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Murfgefhwindigfeit nicht groß und der geworfene Körper fehr ſchwer in Hinficht 
auf fein Volumen, fo fällt die Abweihung von der Parabel Fein genug aus, 
um diefelbe ganz vernacläffigen zu fönnen. Am vollfommenften wird nody bie 
parabolifhe Bahn an fpringenden Wafferftrahlen, wie fie fi beim Ausfluffe aus 
Gefäßen, bei Sprigen u. f. w. bilden, vorgefunden. Abgefhoflene Körper, wie 
J. B. Geſchützkugeln, befchreiben in Folge des großen Luftwiderftandes, von der 
Parabel beveutend abweichende Bahnen. 


.39  Wurfbewegung. Gin unter dem Elevationswinfel YAD=« (fig. 74) 
abgeſchoſſener Körper fteigt auf eine gewiſſe Höhe BC, welche die Wurfhöhe 


Fig. 74. (franz. hauteur du jet; 

y engl. height of projection) 
genannt wird, und er erreicht 

7 C die Horizontalebene, von der 


er in A ausgegangen tft, 

in einer Entfernung AD, 

welhe die Wurfweite 

(franz. amplitude du jet; 

engl. range of projection) 
heißt. 

Aus der Gefchwindigkeit 

X c, der Acceleration g umd 

dem Elevationswinfel folgt, 

nad) $. 38, inden man p durch y und «® durd) 900 + «°P, alfo cos. « 

durd) sin. « erjegt u. ſ. w.: 





25 2 

die Wurfhöhe CB— a — Eu und 

? sin. 2 a 

29 

Aus der letten Formel erfieht man, daß die Wurfweite am größten auf 
fällt, wenn sin. 2« — 1, aljo 2& — 90°, d. i. « — 45 ift. Ein unter 
dem Clevationswinfel von 45 Grad auffteigender Körper erreicht alfo die 
größte Wurfweite, 

Auch ift 


die halbe Wurfweite AB=b—" 


gb: 

2.02 cos. @?’ 
und für einen Punkt O der Wurfbahn hat man, wenn CM — x um 
MO = y deilen Goordinaten find: 

gay 
2.0? cos. a?’ 
oder, wenn ev durd) die Coordinaten AN = x, und NO — yı angegeben 
werden foll, da 


a == 


& = 
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z=CM=BC—- NO=a— y, und 
y—=MO=AB-AN=b— a if: 

9(b—xı)? 





TEN 
folglich: 
9b — x)? gb? ; 
= a — — * _ ——0 if, 
* J 2 cꝰ cos. ꝰ BE 2.0? cos. a? i 
= 9m, 
a Be 77777 
Sept in der Gleichung yı = xı tang. «& un für 
ne ichung yı = tang. 2? cos. @2’ cos. a2 


den Werth 1 -+ tang. «2, und löft man diefelbe in Beziehung auf tang.« auf, 
fo erhält man folgenden Ausdrudf für den Wurfwinkel («), bei welchem ein 
durch die Coordinaten z, und yı gegebenes Ziel erreicht wird: 


2er yı 
men 2 VE) 
uch 5* Fr — 

ce? 


Iſt (—) —=1+ — 7 = ‚oder et — 2gyıc!—=g?x), alfo: 


9% 
= — sy +Ver+y, 
fo fällt einfach 
t = 
ang. & = — 
= 9% 
aus. Kleinere Werthe fir c machen fang. « imaginär, und größere Werthe 
für c führen auf zwei Werthe für tang. a; im erften Falle ift das Ziel gar 
nicht zu erreichen, und im zweiten alle wird e8 entweder beim Steigen oder 
beim allen des geworfenen Körpers getroffen. 


Beifpiele. 1) Ein unter dem Glevationswinfel von 66% mit 20 Fuß Ge: 
ſchwindigkeit auffteigender Waflerftrahl, dem alſo die Gefchwindigfeitshöhe 
h = 0,016 . 202 — 6,4 Buß zufommt, fteigt auf die Höhe a—=hsin. aꝰ 
6,4 (sin. 66%)? —= 5,34 Fuß und hat die Wurf: oder Sprungweite 2b = 
2.6,4 sin. 1320 = 2. 6,4 sin. 480 — 9,51 Buß. Die Zeit, welche jedes 
Bafiertheilhen braudt, um den ganzen Parabelbogen ACD zu durchlaufen, ift 

2csin.a 2.20. sin. 66° 


ti= ——— — 1,17 Secunde. Die Höhe, welche dem Ho— 
—— AN=xz=3 Fuß entſpricht, iſt 
25.9 0,35156 
— J — — 
yı = 3. bang. 66° — zoo. (cos. so = 9138 — 516543 


— 6,738 — 2,125 = 4,613 Fuß. 
2) Der aus einer horizontalen Nöhre ausfliegende Wafferitrahl hat auf einer 
Höhe von 13/, Fuß eine Sprungweite (halbe Wurfweite) von 5Y, Fuß; wie 
groß ift die Sefgwindigfeit des Waflers? 
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— — we 
Aus der Formel = 93 = fg Ah = — hierin x = 175 und 
2 
y= 5,25 gefeßt, ergiebt ſich A — Do — 3,937 Fuß, und die diefer Höhe 
«4 


entfprehende Gefchwindigfeit ce — 15,68 Fuß. 


$. 40 Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthümlichfeiten der Bewegung 
des Waflers in fpringenden Strahlen werden befonders durch Folgendes dar- 
gethan und zur Anſchauung gebracht. Nach dem Vorftehenden find 


gx2[1 + (tang. «)?] 


En At und 
Y ang. & 2 
2 7 
Yyı = a tang. a, — al Feong 1 


die Gleichungen der Parabel, welche zwei mit derfelben Geschwindigkeit e 
unter verſchiedenen Neigungswinfeln « und «, auffteigende Waflerftrahlen 
bilden. Sept man x; — x und fubtrahirt man diefe Gleichungen von ein— 
ander, jo erhält man die neue Gleichung 


2 
y— yı = (lang. a — tang. &,) — [lang. «)? — (tang. &,)?] 


—=r (lang. a — tang. a) ( — (tang. a + tang. )) . 


Nimmt man ferner an, daß diefe beiden Wafferftrahlen nahe unter den: 
jelben Winfeln auffteigen, und verlangt man endlich), daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinschaftlich, haben, jo hat man yı — , y, daher 


x (ang. « — tang. «(1 — 2 (tang. & + tang. “)) = (, alſe 


9% 
* (tang. & + tang. &,)—=1, 
oder, da ſich &; —= @ fegen läßt, einfach 
gxTtang. c c? 
— —1, folglich tang. ae — FH 
Führt man diefen Ausdruck in der Gleichung 
2 
y=xtang. a — = [1 + (tang. a)?] 
ein, jo erhält man die Gleichung 
_ ea ga 1 a\_e 9x? 
Er ( g? =) 29 2et 
der Curve DPSPD, Fig. 75, welde durch die benachbarten Punkte 
geht, worin ſich je zwei dev mit verfchiedenen Winkeln aus einem und dem 


jelben Punkte A auffteigenden Parabeln fehneiden, und daher auch das ganze 
Syſtem der Parabeln ACD, AOR u. ſ. w. berührt oder umhüllt. 
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. — 2 
Die Sprunghöhe des ſenkrecht auffteigenden Strahles ft AS — - 
und die Sprungweite des unter dem Winkel © — 45 Grad auffteigenden 


Big- 75. 





2 on 2 — 

Strahles ACD iſt AD= 2. in —=2A48. 
Verlegt man den Goordinatenanfangspunft von A nad S, erfegt man 
alfo die Goordinaten AN—=x und NP—= y dur die Koordinaten 


SU=um UP=v, fo hat man 


SQ 


2 
y—=AS—SU= au — uwz=AN=UP=,, 


daher geht die obige Gleichung 
ve re 
y= 29 30 nn g nde Er; 


2 In 

ge 2c 

u = — oder » — — u. 
2.c? 9 


Dieſe Gleichung gehört der gemeinen Parabel mit dem Parameter p — 


2c? — 
—=148 an, und es iſt daher auch die Umhüllungscurve DPSPD 
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der fänmtlichen aus demfelben Punkte A auffteigenden Waſſerſtrahlen die 
gemeine Parabel mit dem Scheitel S und der Are SA. 


Fig, 76. 





Ein nad) allen Richtungen aus A auffteigender Strahlenbindel wird. 
folglid) von einem Baraboloid umhüllt, welches durd) Umdrehung der Um— 
hüllungscurve DPSPDum AS entiteht. 

Iſtet die Zeit, in welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen AO, Fig. 76, zurücklegt, deffen Coordinaten AN—=x und NO= Y 
find, jo hat man 


{2 ; 
z = ct cos.a und y = ctsin.a — I—, folglid) aud) 


y+!j2gt? 
— 

Setzt man nun dieſe Werthe für cos. und sin. c in die bekannte trigo— 
nometrifche Formel (cos. «)? + (sin. «)? — 1 ein, fo erhält man folgende 
Gleichung: 

y2 , 1/, at2)2 
— t)? + 2 a E 1 oder + y+ Ya)? cr. 

Wenn von einem Punkte A, Fig. 76, aus gleichzeitig in derfelben Ber: 

ticalebene Körper unter verjchiedenen Neigungswinkeln emporgeworfen werden, 


& 3 
c08. — == und sin. « — 
C 
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fo find die Orte, welche diefelben nad) irgend einer Zeit t einnehmen, durd) die 
zulegt gefundene Gleichung beftimmt, welche einem Kreiſe vom Halbmeſſer 
r — ct angehört, defjen Mittelpunkt um die Größe a — !/, gt? ſenkrecht 
unter dem Ausgangspunfte A liegt und ſich daher auch im der Form 
2? +(y + a)?—r? darftellen läßt. Diefer Kreis wird daher auch gleich— 
zeitig von den in einem und demjelben Augenblide aus A auffteigenden 
Elementen ſpringenden Waflerftrahlen ACD, AOP, ALS... erreicht. 
Set man in der formel t, — —— ,a=451, und =AB= 


e e 7 — 
— —— —Y 1a, daher die Zeit zum 
2 9 cos, 45° 9 V ja h 3 


Durchlaufen des Parabelbogens ACD, t — 21, — 7’? ‚ und den Halb- 
meflen des Kreifes DZ D, welcher von den verjchiedenen Waflerelementen 
gleichzeitig erreicht wird: 
Der—a-” V? = —V=28287 — 2,828. 48, 
jowie den Abftand %r —— K von A: 

AK=a= gt = 2— —= 248. 


Theilt man mın DK in 4, fowie AK in 16 gleiche Theile, jo kann 
man, da r mit £ und a mit 1? proportional wächſt, aus den Theilpunften 
1,4,9 von AK mit Y, DK, ?', DK und 3/, DK andere Kreiſe beichrei- 
ben, welche andere in gleichen Zeiten durchlaufene Parabelbögen abfchneiden. 
So jchneidet 3. B. der aus (1) mit 1a—"!/, DK beichriebene Kreis in 
den Punkten @,«,..., fowie der aus (4) mit 4B—='/ DK beichriebene 
Kreis in den Punkten 6, ß,... gleichzeitig durchlaufene Parabelwege A «, 
Aa; ..., jowie Aß, Aßı... ab 

Dreht man diefe SKreife um die verticale Are KL, fo bejchreiben fie die 
Kugelflächen, welde die gleichzeitig durchlaufenen Parabelwege begrenzen, 
wenn die Strahlen rund herum, nad) allen Richtungen umd unter allen Nei- 
gungswinkeln auffteigen. 


an, jo erhält man f, — 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus der Bereinigung $. 41 
von mehreren Geſchwindigkeiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 
entipringt ebenfalls eine parabolifche Bewegung, denn es laſſen ſich nicht 
nur die Gejchwindigfeiten, fondern auch die Accelerationen zu einer einzigen 
vereinigen; es iſt aljo das Ergebniß dafjelbe, als wenn nur eine Geſchwin— 
digkeit umd nur eine Acceleration, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine 
gleichförmig bejchleunigte Bewegung vorhanden wäre. 

Zind die Accelerationen veränderlicd), jo kann man fie ebenfo gut zu einer 
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mittleren vereinigen, als wenn fie conftant wären, denn e8 ift erlaubt, die- 
jelben in einem unendlich kleinen Zeittheilchen (zT) als unveränderlich, die 
entiprechenden Bewegungen aljo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 
beichleunigt anzufehen. Allerdings ift die refultivende Acceleration veränder- 
lich), wie ihre Komponenten jelbjt. Bereinigt man nun diefe refultirende 
Acceleration mit der gegebenen Gejchwindigfeit, jo läßt ſich ein Heiner Para- 
belbogen angeben, in welchem die Bewegung während eines Heinen Zeittheil- 
chens ftatthat. Beltimmt man jo für das folgende Zeittheilchen wieder die 
Geſchwindigkeit und die mittlere Acceleration, jo läßt ſich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenſtück finden, und fährt man fo fort, jo 
erhält man nad) und nad) die angenäherte volljtändige Bahncurve. 


$.42 Man fan jeden feinen Bogentheil irgend einer Curve als einen Kreis— 

bogen anfehen. Der Kreis, welchen diefer Bogen zugehört, heißt Krüm— 

mungsfveis (franz. cercle osculateur; engl. circle of curvature), und 

jein ihm zugehöriger Halbmeffer Krümmungshalbmeſſer (franz. rayon 

de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt ſich ebenjo die Bahn 

eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zufammenfegen, und deshalb eine 
Formel für ihre Halbmefjer entwideln. 

Es jet AM (dig. 77) ein fehr feiner gleihförmig bejchleunigt zurüd- 


2 
gelegter Weg = in der Richtung AX, und AN ein fehr Ffleiner, 


Fig. 77. gleihförmig durchlaufener 
Weg y=vr, und O der 
vierte Endpunft des aus x 
und y conftruirten Paralle- 
logramıms, d. i. der Punkt, 
weldyen der von A aus- 
gehende Körper am Ende 
des Zeittheilchens (r) ein- 
nimmt. Legen wir A C 
rechtwinfelig gegen AY 
und jehen wir num zu, aus 
welchem Punkte C in die- 
jer Linie ſich ein fleiner 
Kreisbogen durch A und O 
bejchreiben läßt. Wegen 
der Kleinheit des Bogens 
AO können wir annehmen, 
daß nicht allein CA, jon- 
dern aud) die Gerade COP 
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rechtwinfelig gegen A Y ftehe, daß alfo im Fleinen Dreiede NOP der Winkel 
NPO ein rechter ſei. Die Auflöfung dieſes Dreiecks giebt: 
2 
OP= ON sin. ONP= AM sin. XAY = — sin. @, 
und die Tangente 


2 
AP=AN+NP=vt + c0m.a = ( 4 eos e)t, 


welche ſich — vr ſetzen läßt, weil - cos. @ wegen des unenblid) Fleinen 


Factors 7 gegen v verſchwindet. Nun ift aber nad) der Yehre vom Kreife 
AP—P 0. PO 4 200), oder, da PO gegen 2 CO verjcjtwindet, 
AP —PO.2C0; e folgt daher der gefuchte Krümmungshalb- 
mefier: 
AP? a er, 
2PO pr2sin.a * psin.e 
Um den Krimmungshalbmeffer conjtruirend zu beftimmen, trage man auf 
die Normale zur anfänglichen Bewegungsrihtung A Y die Normalaccele- 
ration, d. i. den normalen Gomponenten p sin. ald AD auf, verbinde 
den Endpunft EZ der Gejchwindigfeit AE — » mit D durd) die Gerade 
DE und ziehe EC winfelreht auf DE; der dadurch beftimmte Durchſchnitt 
C mit der erften Normalen ift dev Mittelpunkt des Kriimmungsfreifes durd) A. 
Durch Umkehrung der legten Formel folgt die Normalacceleration 





(A=09=-r = 


2 
n= psin.d — — es wächft hiernach diejelbe wie da8 Quadrat der Ge- 


ſchwindigkeit » und umgefehrt wie der Krümmungshalbmeſſer », alfo direct 
mit der Stärfe der Krümmung. 
Beifpiel. Für die durch die Acceleration der Schwere bewirfte parabolifche 


’ c? 
Bahn it r— 0,032 — 


sin.e—=1, fällt r = 0,032 c? aus. Bei einer Geſchwindigkeit von 20 Fuß 
ergäbe ſich alſo r — 12,8 Fuß; je mehr ſich aber der Körper vom Scheitel ent- 
fernt, deito Meiner wird « und defto größer wird folglid der Krümmungshalb- 
meſſer. 

Hat der Punkt A das Wegelement AO — 6 durchlaufen, fo iſt feine 8. 43 
Geſchwindigkeit eine andere geworden, weil ſich num zum anfänglichen Ge- 
Ihwindigfeit » in der Richtung von A Y die erlangte Gefchtwindigfeit pr in 
der Richtung von AX gefellt, und es ift folglich fir den neuen Geſchwin— 
digfeitäwerth v7, dem Parallelogramm der Geſchwindigkeiten zu Folge: 

vv? + 2vpr cos.a + pr? —=v? + pt(2veos.@ + pr): 
oder da pr gegen 2vcos.« verjchwindet, 
vo’ = v? + 2pvr cos... 





und im Scheitel diefer Euren, wo « — 90°, alfo 
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Noch ift vr das Wegelement AN — AO=6, und p cos. die Tangen- 
tialacceleration, d. i. der Component k der Acceleration p in der Tan- 
genten- oder Bewegungsrichtung, daher hat man: 

— — ko. 
Auch ift 6cos. « die Projection AR —E, de8 Wegelementes in der Rich— 


tung der Acceleration, daher hat man aud): 
u — vv” 


2 = »L.. 





Bei fortgeſetzter Bewegung geht nad) und nad) ©, in %%, %... © über, 
wobei die projicirten Wegtheile um &, &,... &, wachfen, es ift 
2 








2 — v2 ve —v 2 — ol 
— pt. 2 pa. ae =p5 
daher folgt durch Addition: 
Rn er 
* 2 = to +. mp: 


wenn = die Projection de8 ganzen Curvenweges in der Richtung AX der 
Acceleration bezeichnet. Auch läßt fic) 
„—v’ _ tft. 12) 
a ( n 2 
jegen, wenn die Ucceleration variabel ift und nad) und nad) die Werthe 
Pr Pr... Pu annimmt. 

Es ift alfo die Gefchwindigfeitsveränderung gar nicht von der Geftalt 
und Größe, fondern nur von der Projection z des Weges in der 
Richtung der Acceleration abhängig. Aus diefem Grunde haben 5. B. die 
Wafjerelemente fänmtlicher fpringenden Strahlen in ig. 76, wenn fie eine 
und diefelbe Horizontale 77 II erreichen, eine und diefelbe Geſchwindigkeit. Iſt, 
wie oben, c die Austritts- oder Anfangsgefchwindigkeit, © die Geſchwindigkeit 
in HH, und b die Höhe der Linie 77H über dem Anfangspınft A, fo 
hat man 

v2 — c? 
2 
e—Ve@— 2 gb. 

Iſt an einer gewiſſen Stelle der Bewegung, « — 90 Grad, fo fällt die 
Zangentialacceleration k —= p cos. « — 0 aus und die Normalacceleration 
n = psin.a mit der mittleren Acceleration p zufammen. Auch ift dann die 
Veränderung des Geſchwindigkeitsquadrates bei Durdjlaufung eines Weg— 
elemientes 6, ©? — 0? —0, alſo »,—=r; und wenn fid) nun bei fortgejegter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration jo ändert, daß fie 
ſtets normal zur Bewegungsrichtung bleibt, aljo. eine Tangentialacceleration 





— — gb, und daher 
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‚ar nicht vorfommt, jo iſt auch bei Durchlaufung eines endlichen Gurven- 
weged, 7? — 2?—0, aljo v, —r, umveränderlidy, alſo die Endgeſchwindigkeit 
gleich der Anfangsgeſchwindigkeit e. 
Die Normalacceleration, bei welcher diefe Bejtändigfeit der Geſchwindigkeit 
jtatthat, iſt 
e? 
y=— 
und fie fällt bei der Bewegung im Kreife AOD, Fig. 78, da hier der 
Krümmungshalbmeſſer CA=CO—CD=r conftant ift, ebenfalls 
Fig. 78. unveränderlicd) aus. Umgekehrt bringt aud) 
eine unveränderliche Acceleration, welche den 
Körper unaufhörlicy rechtwinkelig von feiner 
Bewegung ablenft, eine gleichförmige Umdrehung 
im Kreiſe hervor. 


’ 


Beifpiel. Gin Körper, welder in einem 
Kreife von 5 Ruß Halbmefler fo herumgeht, daß 
er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braucht, 





i hinkt 2nr 2m.5 
x hat die Gefhwintigkit e = —- = —,— 
2 
=2.n = 6,283 Fuß, und die Normalacceleration p = en ) —7,8% Fuß, 


d. h. er wird in jeder Secrunde um , p = Y, . 7,896 — 3,948 Fuß von ber 
geraden Linie abgelenft. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt ſich ein Bunft P, 
dig. 79, nad) zwei Richtungen AX und AY zugleich, jo laſſen fich feine 
Wege AK—=LP=r und AL—=KP=y als Coordinaten der von der 

Big. 79. Bahn defielben gebildeten Curve 
APW anfehen, und ift nun 
ot das Zeitelement, innerhalb 
deilen der Körper die Weg— 
elemente PR = 6x um 
RQ = Oy zuritdlegt, jo hat 
man nad) ($. 20) die Ab- 
ſciſſengeſchwindigkeit— 
x 
1) FE 
fowie die Ordinatenge— 
NIX Ihwindigfeit: 
ey 
ot’ 
© ymd daher die daraus refulti- 


Weisbah’s Pehrbut der Metanit Br. 1. 3 





2) y== 


($. 44) 
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rende Tangential- oder Gurvengefchwindigfeit, wenn die Bewegungs- 
richtungen AX und A Y den Rechtwinkel einſchließen: 
3) o—-Ve+ro—|) (=) +(4 = —— =. 
wo Os das Gurvenelement PQ bezeichnet, welches nad) Art. 32 der analy- 
tiſchen Hülfslehren 
Vor: + oy? zu ſetzen iſt. 
Ebenſo iſt die Abſciſſenacceleration nad) ($. 20): 


ou 
Sig. 80. 4) » — —., 
— 
ſowie die Ordinatenacce— 
leration— 
er 
+) um. 
)I=7 


Für den Tangentenwin: 
tel PTX=QPR=a, um 
welchen die Bewwegungsrichtung 
Pw von der Abfeiffenrichtung 

- abweicht, hat man: 





\ v 0%Y 
a tang. a = — —— 
N X 9 u dr’ 

N j 
\ ſowie aud): 
: j v 0ı 
N % sin.a — RL und 

w 0s 

— u _0x 

Tor 0s 


Die Uccelerationen p und q laflen ſich nach der Enogentiafridtnng PT 
und nad) der Normalrihtung PN in die Componenten: 
Pı = pP cos. « und P. — pP sin. «&, fowie 
Ju = q sin. a und g — gcos. & 
zerlegen, woraus ſich durd) eine andere Jufammenfegung die Tangential- 
acceleration: 


k=p +9 =pcos.a + gsin« 


_ du u övV v __ uou + vor 
tt ua tu wa 
und die Wormalacceleration: 
n = — 4 = Sin. a — g cos. q 
_ ou v ov u _ von — uör 
— vo He ad 


ergiebt. 
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Nun folgt aber aus u? +02 — w? durd) Differenzüren: 
uoutvov—wdu, 
daher ift einfad) die Tangentialacceleration: 
wow ow 


t k= — = i 
) wot ot 





Ferner ergiebt ſich aus tang.a— —: 


uov—rcu 
O lang. = —— , 
u? 
(j. analyt. Hülfslehren Art. 8), und es ift der Krümmungshalbmeſſer CP 
—=CQ des Bogenelementes PQ, nad) Art. 33 der analytischen Hülfslchren : 
05? 


(= — — — 
0x? Ctang.«' 














daher folgt: 
r er 298 053 08s fOös\? w?ös 
eu — udr—— urdtang.a—- — = = =— Z)— .- 
u rox? rot? r \0t r 
und daher die Normalacceleration einfad) 
— wos _w Os _ w? 
redet r dt Tr 
Endlich folgt: 
o0w _ ös 
Kos 7 · 08 ——— 
woraus fi num wie in ($. 20): 
— 
Ze — fkos 


ergiebt, wenn man — daß bei Durchlaufung des Weges s die Ge— 
ſchwindigkeit ce im zo übergeht. Es ift alfo aud) bei der frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Geſchwindigkeitswerthe das 
Product aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege s. 


Ebenfo ift pox + 46y=udutrvor—wou, alfo aud) nod): 
9) — —= ((pox+goy)= [por + faqoy, und 


10) Pi — /pex + f a0y, oder 


kös =poOr + qöy. 

Das Product aus der Tangentialacceleration und dem Cur— 
venelemente ift alſo gleih der Summe von den Producten aus 
den Goordinatenaccelerationen und den ihnen entjpredhenden 
Goordinatenelementen. 
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Beifpiel. Gin Körper bewegt ſich in der einen Are AX mit der Geſchwin— 
digkeit 4— 12t, und in der anderen Are AY mit der Gefchwindigfeit o = 4t’— 9; 
man foll die übrigen Verhältniffe ver hieraus refultirenden Bewegung ermitteln. 
Die entfprechenvden Goordinatenaccelerationen find: 

= =18, und g= F = St, 
und die zugehörigen Coordinaten oder Arenwege felbit: 


z—=/[ ut = fızraı — 612, und 


A 
y=/[ vot =/(i® -)t=z58— 9, 
wofern diefe Räume mit der Zeit — 0 beginnen. Die Curven- oder Tangenz 
tialgeſchwindigleit iſt: 
vo—-VRLR=-VIMR FAR -P-Vier +r2r+s=4r49 
jolglih die Tangentialacceleration: 
2w 
k=> > St 
— der DOrbinatenacceleration q, und der Gurvenweg: 
4 
= / wdt = fr +9)st= — +9. 


Ferner ift für die Bewequngsrichtung: 
v _42—9 _%T-I9 





tang.a = — = — m TI 
9 u 12 2V6x 
daher: 
_ 41? +9 
dtang.ae = — t, 
und der Krümmungshalbmeſſer der Bahn: 
— —— 9) 
— dar dtang.« 1442?(4249)) © 2 : 
d — 
oder r =— 73 . 


Hiernach it nun noch die Normalacceleration, wodurd der bewegte Körper die 
jtetige Richtungsänderung erleidet: 


w? 
ı=—=— 12, alfo conitant. 


Die Sleihung der Bahncurve folgt, wenn man = V: in der obigen 
Gleichung für y einfegt: 


= 4V (3) -»V 3=(5°-°) Ve 
C 


Die Ordinate y ift”ein Marimum ro = 0, d. i. für t? — T alfe für 


5 9 27 
i=7 we=6.°2=6.7=7, un: 
4 9 3 3 
= Try rt gen 


Sie ift dagegen = 0, für ? — 7. oder t= 375 und x = I. Es 
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läuft alfo die Bahncurve anfangs unter der Abſciſſenare bin, durchſchneidet nad 


der Zeit £ U und zwar bei der Abſciſſe xæ — = diefelbe, und bleibt 


von da an über dieſer Are. 

folgende Tabelle enthält eine Zufammenitellung der zufammengebörigen Werthe 
von £, 4, v, w, ©, 9%, tang. «, r und 8, wonad die entfprechende Bahncurve 
ABUDE in Fig. 81 conſtruirt if. 


Fig. 81. 





Relative Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier $. 45 
Körper findet eine immerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Yage, 
Entfernung u. ſ. w. derfelben ftatt, welche fid) mit Hitlfe des Obigen fiir 
jeden Zeitpunkt wie folgt beſtimmen läßt. Es ſei in Fig. 82 (a.f.©.) A der 
Anfangspunft des einen Körpers, B der des anderen; jener rücke in der 





Ss. 46 
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Richtung AX im einer gewiflen Zeit (f) nad) M, diefer in der Richtung 
BY in eben diefer Zeit nad) N; ziehen wir nun MN, fo erhalten wir in 
diefer Linie die velative Page und Entfernung der Körper A und B am 





ia. 9. Ende diefer Zeit. Yegen wir AO 

ö parallel mit MN und machen auch 

Ö nn AO—MN, fo wird die Yinie AO 

— — —— die gegenſeitige Lage der Körper 4 
gr 7 € 3 und B ebenfalls angeben. Ziehen 
* | u wir noch ON, jo erhalten wir ein 


Parallelogramm, in welchem aud) 
ON=AMift. Machen wir end- 
(id) noch BQ parallel und gleich) der NO und ziehen OQ, jo erhalten wir 
ein neues Parallelogramm BNOLQ, in welden die eine Seite BN der 
abfolute Weg (y) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ der nad) ent- 
gegengefeßter Richtung gelegte Weg (x) des erften Körpers, und der vierte 
Edpunft O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er nämlich auf 
den als unveränderlich anzufehenden Ort des erften Körpers bezogen wird. 
Man findet alfo den velativen Ort O eines bewegten Körpers (DB), 
wenn man diefem Körper außer feiner eigenen Bewegung (BN) nod) die- 
jenige AM des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgefehrter 
Richtung, alfo 3 Q, beilegt, und nun nad) den gewöhnlichen Regeln, 3. B. 
mit Hilfe eines Parallelogrammes BNOQ, diefe Bewegungen zuſammenſetzt. 
Sind die Bewegungen der Körper A und B gleichförmig, fo kann man 
für AM und BN die Sejchwindigfeiten ce und cy, d. i. die Wege in einer 
Secunde, einjegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
des einen Körpers, wenn man demjelben außer feiner eigenen 
abjoluten Sejchwindigfeit auch noch die des Körpers, auf wel: 
hen man die erjte Geſchwindigkeit bezieht, in entgegengefegter 
Richtung beilegt. Auc) findet daſſelbe Verhältni mit den Accelerationen 
statt. 
Bewegt fi 3. B. ein Körper A, Fig. 33, in der Richtung 40 gleich— 
förmig mit der Gefchwindigkeit c, und ein Körper 3 in der Richtung BY, 
Fig. 88. welche mit BX den Winfel « einſchließt, 
bei Null Anfangsgefchwindigfeit mit der 
conftanten Acceleration p, fo fann man 
auch annehmen, daß A ftill ftehe und 3 
außer der Acceleration p noch die Ge 
ſchwindigkeit (— €) in der Richtung 
BX, || AX befige, wobei er folglich) 
velativ eine paraboliihe Bahn BOP 
durchläuft. Die in der Zeit 2 durd) 





Y 
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laufenen Wege in den Richtungen BY und BX, find: BN = z und 

BM = ct, wovon ſich die erftere in die Componenten N R= — cos. & 


n1?2 
und BR= 2 sin. @ zerlegen läßt, welche parallel und vechtwinfelig zu 


AX gerichtet find. Sind nun AC—= a und CB — b die anfänglichen 
Coordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, ſowie AK=xr um 
KO = y die Coordinaten deijelben nad) der Zeit t, jo hat man, da 
AK=AC—ON— NR ud KO=CB—BR if, 


{2 2 ; 
=a—ct—S- cos. a und y—=b— I sin. @ und die 
entfprechenden relativen Geſchwindigkeiten: 
u —= — ce — pt cos.a md v = — pt sin. a. 


Aus der Abſeiſſe x beftimmt ſich die Zeit: 
— ve.) c ) __6 
p cos. « (= & pcos.« 
dagegen aus der Ordinate y: 


t— 20-9) 
psin.« 
Päuft der Körper B in der Linie AX dem Körper A entgegen, fo ift jo- 
wohl b — 0, als auch « — 0), daher 


2(a—x) ( C ) c 
— V —) — —, 
* p p 
und fest man z — 0, fo folgt die Zeit, nad) welcher die Körper zuſam— 


menftoßen: 
—y 28 MOL EIER 








p p 
Päuft dagegen der Körper B in der Yinie AX dem Körper A voraus, ſo 
it « — 180°, daher die Entfernung deffelben vom letten Körper: 


t? s ; — 
= a—ct+ —, und umgekehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um 2 von einander entfernt find: 


yet 


Die entjprechende Geſchwindigkeit — — ce + pt ift — 0, und die Ent- 
a C — c? 
fernung x ein Minimum für i — r und zwar 2 — 3," 
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Für jeden anderen Werth von x giebt es zwei Zeitwerthe, den einen 


größer und den anderen Feiner als r 


Anmerkung. Die vorftehende Theorie der relativen Bewegung findet fowohl 
in der Himmels: als aud in der Mafchinenmechanif vielfahe Anwendung. Behan— 
deln wir hier nur folgenden Fall. Gin Körper A, Fig. 84, bewegt fich in der Richtung 
AX mit der Gefchwindigfeit c,, und foll von einem anderen Körper B getroffen 
werben, welcher die Gefchwindigfeit c, hat; welche Richtung tft dvemfelben zu geben? 
Ziehen wir AB, tragen wir c, an B in umgefehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und c, ein Parallelogramm Be,cc,, defien Diagonale ce auf AB 


fällt, fo erhalten wir im der Nichtung der Seite Be, = cy deflelben zugleich 
die gefuchte Richtung B X, in welcher der Körper B zu bewegen ift, damit er 
den Körper A treffe, und zugleich in dem Durcfchnittspunfte C ver beiden 
Richtungen AX und BY die Stelle des Zufammenttoßes. Iſt « der Winfel 
BAX, um welden AX, und 8 der Rinfel ABY, um welden BY von AB 
abweicht, fo hat man: 
sin. _ 6, 
sin.ea 5 

Diefe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster: 
nenlichtes, welche aus der Zufammenfegung der Gefchwindigfeit c, der um 
Fig. 84 die Senne laufenden Erde A und der Geſchwin— 
ia digfeit c, des Sternenlihtes B hervorgeht. Es ift 
B  c, circa 4 Meilen und cs — 42000 Meilen, folglich: 

4 sin.a _sin.a 

42000 10500’ 
und hiernach die Aberration oder der Winfel ABC 
— ß, um welden die Richtung AB, in welcher 
man ben als unendlich entfernt anzufehenden Stern 
tieht, von der Richtung BC oder AD abweicht, in 
welcher er fich wirflid befindet, 3 = 20" sw. e; 
alfo für «= MP, d. i. für einen Stern, welder fi 
winfelreht über der Erdbahn (in dem fogenannten 
Gfliptifpol) befindet, 320". In Folge diefer Ab: 
weichung fieht man alfo einen Stern in der Bewer: 
gungerichtung der Erde ſtets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es 
beſchreibt folglich ein Stern in der Nähe des Ekliptikpoles im Laufe eines Jahres 
Fig. 85. ſcheinbar einen kleinen Kreis von 20 Se— 
0 eunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 

Er . 





G 
sinB=—sin.e= 
ca 





"Bei Sternen, welde in der Gbene ver 
Grobahn ftehen, bildet diefe fcheinbare 
Bewegung eine gerade Linie, und bei den 
übrigen Sternen gehen diefe fcheinbaren 
Bewegungen in Gllipfen vor fid. 
DBeifpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Fuß Gefhwindigfeit; ein 
anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
Bahn BY, welche mit ver eriteren den 
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®infel BDX — 56° einfhließt, mit 20 Fuß Gefchwindigfeit. Wenn nun die 
anfänglihen Abitände AC — 30000 Fuß und CB= 24000 Fuß betragen, wie 
groß it die Entfernung AO beider Wagenzüge nad einer Viertelitunde? Aus 
der abioluten Geſchwindigkeit BE=c, =20 Fuß des zweiten Zuges, der um: 
gelehrten Geſchwindigkeit BF—= c — 35 Fuß des erfien Zuges und dem 
eingeihloffenen Winkel EBF=a—=1800 — BD C = 180% — 569 = 1249 folgt 
de relative Gefhwindigfeit des zweiten Zuges: 

BG= Ve +c?+ 2cc,cos.a = V 352 + 20? — 2.35.20. cos. 560 
— V 1225 + 400 — 1400 cos. 56° = V 1625 — 752,9 — V 842,1 = 29,02 Fuf. 

Für den Winfel GBF = 9, den die Richtung der relativen Bewegung mit 
der eriten Bewegungsrihtung einſchließt, ift: 
c, sin. 56° 20. 0,8290 

29,02 29,02 
Der in 15 Minuten = 900 Ser. relativ durdlaufene Weg it BO = 29,02.900 


=%113 Fuß, die Entfernung AB = V (30000)? + (24000)? — 38419 Fuß, 
ver Winfel BAC = ABF, da deflen Tangente a = 0,8 ift, hat ben 
Bertb 380 40°, daher ift der Winfel ABO = 9-4 y = 34° 50’ + 380 40’ 
=73"30, und die Entfernung der beiven Wagenzüge nad 15 Minuten: 


AO=V FB2+BO2_2AB.BOcos. ABO 
— V 38419? + 261182 — 2. 33419 . 26118 cos. 730.307 
— V 1588190000 — 39850 Fuf. 


sin. ⸗ 


; Log. sin. - 0,7569 — 1, daher &340, 0. 





Zweiter Abſchnitt. 


Mechanik oder phyſiſche Bewegungslehre 
im Allgemeinen. 


Erftes Gapitel. 
Grundbegriffe und Grundgefehe der Mechanik. 


8.47 Mechanik. Die Mechanik (franz. m&canique; engl. mechanics) ift die 
Wiffenichaft, welche von den Bewegungsgefegen materieller Körper handelt. 
Sie ift in fofern eine Amwendung der Phoronomie oder Ginematif auf 
die Körper der Außenwelt, als die legtere fid) mur mit der Bewegung 
geometrifcher Körper befaßt umd die Urfacdhen der Bewegung außer Be- 
tracht läßt. 

Die Mechanik ift ein Theil der Naturlehre (franz. physique generale; 
engl. natural-philosophy) oder der Yehre von den Gefegen, nad) weldyen 
die Veränderungen in der Körperwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
welcher jic mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Ber: 
änderungen in der materiellen Welt bejchäftigt. 


8.48 Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urfache der Bewegung 
oder der Bewegungsveränderung materieller Körper. Dede Bewegungsver- 
änderung, 3. B. jede Veränderung in der Geſchwindigkeit eines Körpers ift 
als die Wirfung einer Kraft anzufehen. Aus dieſem Grunde meſſen wir 
denn auch jedem frei fallenden Körper eine Sraft, die fogenannte Schwer: 
fraft, bei, weil derfelbe feine Geſchwindigkeit unaufhörlich ändert. Auf der 
anderen Seite ift aus der Ruhe oder aus der Unveränderlichkeit im Bewe— 
gungszuftande eines Körpers noch nicht auf die Abwejenheit von Kräften zu 
ichliegen; denn e8 können ſich die Kräfte eines Körpers gegenfeitig aufheben, 
ohne eine Wirkung übrig zu laſſen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör- 
per zur Erde niederfällt, bejigt derſelbe auch noch, wenn er auf einem Tifche 
ruht, es wird aber hier ihre Wirkung durch die Feſtigkeit des Tiſches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 
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Gleichgewicht. Ein Körper ift im Gleichgewicht (franz. equilibre; 
engl. equilibrium), oder die Kräfte eines Körpers halten einander das 
Gleihgewicht, wenn diefelben ohne eine Wirkung übrig zu laſſen, oder 
ohne Bewegung zu erzeugen oder zu verändern, einander aufheben oder ver: 
nichten. 

Bei einem an einem Faden aufgehängten Körper ift 3. B. die Schwer: 
kraft in demfelben mit der Cohäſion des Fadens im Gleichgewicht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entjteht Bewegung, 
wenn man eine von den Kräften entfernt oder auf andere Weife aufhebt. 
So geht 3. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfeder in Bewegung 
über, wenn diejes Gewicht weggenommen wird, weil nun diejenige Kraft der 
Feder, welche man ihre Elafticität nennt, allein noch wirft. 


Statif (franz. statique; eng. statics) iſt derjenige Theil der Mechanik, 
welcher von den Geſetzen des Gleichgewichts handelt; die Dynamik (franz. 
dynamique; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, imviefern 
fie Bewegungen Hervorbringen. 


Eintheilung der Kräfte. Nach ihren Wirfungen find die Kräfte 
entweder bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl. moving 
forces) oder widerftehende (Widerftände, franz. resistances; engl. resi- 
stances). „Jene bringen Bewegungen hervor, oder vermögen diejelben zu 
erzeugen, diefe hingegen können diefelben nur verhindern und mäßigen. Die 
Schwerkraft, die Elafticität einer Stahlfeder u. |. w. gehören zu den bewegen— 
den Kräften, die Reibung, Feſtigkeit der Körper u. |. w. find widerftehende Kräfte 
oder Widerftände, weil durd) fie nur Bewegungen verhindert oder vermindert 
oder bewegende Kräfte aufgehoben, aber keineswegs Bewegungen hervor- 
gerufen werden fünnen. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
beichleunigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in ver- 
jögernde (franz. retardatrices; engl. retarding). Jene erzeugen eine 
pofitive, diefe eine negative Acceleration, durd) jene wird alfo eine bejchleu- 
nigte, durch dieſe eine verzögerte Bewegung hervorgebracht. Die Widerftände 
jind ſtets verzögernde Kräfte, aber nicht alle verzögernde Kräfte find wider: 
fiehende. Bet einem jenkrecht in die Höhe geworfenen Körper wirkt 3. B. die 
Schwerfraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch feine wider- 
jtehende Kraft, denn beim darauf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 

Noch unterfcheidet man beftändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderliche Kräfte (franz. variables; engl. variable) 
von einander. Während conftante Kräfte immer auf gleiche Weife wirken 
und eben deshalb im gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Zufäge oder Abnahmen in der Geſchwindigkeit hervorbringen, find bei den 


8. 49 


g. 50 
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veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verfchiedenen Zeiten verjchieden; 
während aljo aus jenen Kräften gleichförmig veränderte Bewegungen her: 
vorgehen, entiprechen diefen Kräften ungleichförmig bejchleunigte oder un— 
gleihförmig verzögerte Bewegungen. 


8.51 Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz. 
traction; engl. traction) find die erjten Wirkungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Bermöge derjelben werden Körper zufammengedrüdt und ausge 
dehnt, oder iiberhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch die lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebradhte 
Drud oder Zug, weldyen die Unterlage eines jchweren Körpers oder der 
Faden, woran ein Körper aufgehängt ft, auszuhalten hat, heit das Ge— 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Drud und Zug, und alfo aud) Gewicht find Größen eigenthümlicher Art, 
die zwar nur unter einander verglichen werden, aber ald Wirkungen der 
Kräfte zum Maße derfelben dienen fünnen. 

Die einfachlten und dechat gewöhnlichſten Mittel zum Meſſen der Kräfte 
ſind Gewichte. 


8S. 532 Gleichheit der Kräfte. Zwei Gewichte oder auch zwei Dritde oder 
Züge, und alfo auch die Kräfte, welche letzteren entfprechen, find gleich, 
wenn man eine durch die andere erjegen kann, ohne dadurch eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn 3. B. eine Stahlfeder durch ein ange: 
hängtes Gewicht F genau fo gebogen wird wie durch ein anderes, genau 
ebenfo angehängtes Gewicht Gi, fo find diefe Gewichte, und deshalb auch 
die Schwerkräfte in beiden Körpern, gleich. Wenn ebenſo eine belaſtete 
Waage (franz. und engl. balance) ſowohl durch das Gewicht Gals auch 
durd) ein anderes Gewicht Gi, welches man an die Stelle von G@ fegt, zum 
Einfpielen gebracht wird, fo find diefe Gewichte G und GC, gleich, die Waage 
mag übrigens gleich- oder ungleiharmig, und die übrige Belaftung derjelben 
mag groß oder flein fein. 

Ein Drud oder Gewicht (Kraft) iſt 2, 3, 4 u. ſ. w. und überhaupt 
nmal jo groß als ein anderer Drud u. |. w., wenn er diefelbe Wirkung 
hervorbringt ala 2, 3, 4... » Drüde der zweiten Art zufammen. Wenn 
eine übrigens beliebig belaftete Waage durd) ein Gewicht (G) ebenfo zum 
Einfpielen gebracht wird, als durd) Auflegen von 2, 3, 4 u. f. w. gleichen 
Gewichten (@,), jo it jenes Gewicht ((6) 2, 3, 4 u. ſ. w. mal fo groß ale 
dieſes Gewicht (GW). 


8.53 Materie. Materie (franz. matiöre; engl. matter) ift Dasjenige, wo- 
durch die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenſatz zu den Körpern der 
Geometrie, aud; materielle oder phyfiiche Körper nennen, auf unfere 
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Sinne wirfen. Maſſe (franz. und engl. masse) ift das Quantum der einen 
Körper bildenden Materie. 

Körper von gleichem Bolumen (franz. und engl. volume) oder gleichem 
geometriichen Inhalte haben meiſt verjchiedene Gewichte, wenn fie aus ver: 
ſchiedenartigen Meaterien beftehen. Man fann daher aus dem Volumen 
eines Körpers auf deifen Gewicht noch nicht fchliegen; es ift dazu vielmehr 
nöthig, daß man das Gewicht von einer VBolumeneinheit, 3. B. von einem 
Cubiffuß, Cubikmeter u. ſ. w. der Materie des Körpers kenne. 


Gewichtseinheit. Das Meſſen von Gewichten oder Kräften befteht $. 54 


in einer Bergleihung derjelben mit einem gegebenen und unveränderlichen, 
zur Einheit angenommenen Gewichte. Die Auswahl diefer Gewichts- oder 
Krafteinheit ift zwar am fich willkürlich, es iſt jedoch praftifch vortheilhaft, 
hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem der 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Bolumen hierzu auszuwählen. 

Eine derartige Gewichtseinheit ift das Gramm, welches durch das 
Gewicht von einem Cubifcentimeter reinen Wafjers im Zuftande der größten 
Tichtigkeit (bei ungefähr 4% E. Temperatur) gegeben wird. Aber auch das 
alte preußische Pfund ift eine auf das Gewicht des Waſſers zuriid- 
geführte Einheit, e8 wiegt nämlich ein preußischer Cubikfuß deftillirten 
Baflers im luftleeren Raume und bei 150 R. Temperatur, 66 preußifche 
pjfund. Num ift aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Pariſer Yinien 
= 0,3137946 Meter, e8 folgt daher ein preußifches Pfund — 467,711 
Gramm. Das preußische Neu- oder Zollpfund ift genau 1/, Kilogramm. 


Trägheit. Trägheit oder Beharrungsvermögen (franz. inertie; $ 


engl. inertia) iſt diejenige Eigenfchaft der Materie, vermöge welcher diejelbe 
durch fich allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung ab- 
ändern kann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, als feine 
Kraft auf ihn einwirkt, und jeder einmal in Bewegung gefegte materielle 
Körper bleibt in einer geradlinigen gleihförmigen Bewegung, fo 
lange als er ohne Einwirkung einer Kraft ift. Wenn alfo in dem Bewe— 
gungszuftande eines materiellen Körpers Veränderungen vor fid) gehen, 
wenn ein Körper feine Bewegungsrichtung verändert, oder wenn er eine 
größere oder Kleinere Geſchwindigkeit annimmt, fo ift diefelbe nicht dem Kör— 
per, ald einem gewilfen Quantum von Materie, an ſich beizumeſſen, ſondern 
es muß eine fremde Urſache, d. i. eine Kraft, diefelbe herbeigeführt haben. 

Infofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor ſich geht, infofern läßt ſich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Maffe wirkenden Kräfte gänzlich ent- 
fernen, jo würde diefelbe ſich ohne Ende gleihförmig fortbewegen; wir finden 
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aber eine folche gleichförmige Bewegung nirgends, weil e8 uns nicht möglid) 
ift, eine Mafje der Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt ſich eine 
Maſſe auf einem horizontalen Tifche, jo übt zwar die nun vom Tiſche auf- 
genommene Schwerkraft eine ummittelbare Wirkung auf den Körper nicht 
aus, allein aus dem Drude des Körpers gegen den Tiſch entjteht ein Wider: 
jtand, den wir in der Folge unter den Namen Reibung näher kennen lernen 
werden, welcher dem bewegten Körper unaufhörlicd; Geſchwindigkeit entzieht, 
weshalb er aus diefem Grunde eine verzögerte Bewegung annimmt und end- 
lic zur Ruhe übergeht. Indeſſen auch die Luft jet dem bewegten Körper 
einen Widerftand entgegen, und wenn auch die Reibung des Körpers ganz 
bejeitigt werden könnte, jo wiirde ſchon dieſes Hinderniffes wegen eine all: 
mälige Abnahme an Geſchwindigkeit eintreten. Wir finden aber, daß der 
Berluft an Gejchwindigfeit um fo Heiner wird, die Bewegung ſich alſo um 
jo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir diefe Widerjtände 
der Zahl und Stärke nad) vermindern, und fünnen daraus fchließen, daß bei 
Beſeitigung aller bewegenden Kräfte und Widerftände eine gänzlich gleich- 
fürmige Bewegung eintreten muß. 


S.56 Kräftemaass. Die Kraft (P), weldye eine träge Maſſe (M) accelerirt, 


—— 


Si 
— 


iſt proportional der Acceleration (p) und proportional der Maſſe (M) ſelbſt; 
fie wächft bei einerlei Maffen wie die in umendlic, Kleinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Gefhwindigfeit und nimmt bei gleichen Gejchwindigfeits- 
zunahmen im demfelben Maße zu, als die Maffen größer werden. Die 
mfache Acceleration einer und derjelben Maſſe oder gleicher Maflen erfordert 
eine mfache Kraft und die „fache Maffe macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jegt ein Maß der Maſſen noch nicht ausgewählt haben, 
jo fünnen wir deshalb ſogleich: 

— MP, 
die Kraft gleich dem Producte aus Maſſe und Acceleration an- 
nehmen, und zugleich ftatt Kraft ihre Wirkung, d. i. den von ihr hervorge- 
brachten Druck einjegen. 

Die Richtigkeit diefes allgemeinen Bewegungsgefeges läßt ſich allerdings 
wohl durch directe Verſuche darthun, indem man 3. B. gleiche und verfchie- 
dene, auf einem horizontalen Tische bewegliche Maſſen durch gebogene Stahl- 
federn fortſchnellen läßt, indeffen liegt dieſelbe auch ſchon darin, daß alle aus 
dieſem Gefege gemachten Folgerungen und entwidelten Regeln für zuſam— 
mengejegte Bewegungen den Beobachtungen und Erjcheinungen in der Natur 
vollkommen entjprechen. 


Masse. Alle Körper fallen an einem und demfelben Orte der Erde und 
im luftleeren Raume gleich ſchnell nieder, nämlich mit der unveränderlichen 
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Aceleration 3 — 9,81 Meter — 31'/, Fuß ($. 15); ift daher die Maſſe 
eines Körpers — M und das die Schwerkraft defjelben meflende Gewicht 
— 6, jo hat man nad) der legten Formel aud): 

G = My, 
d.i. das Gewicht eines Körpers tft ein Product aus deffen Maſſe 
und der Acceleration der Schwere, und umgekehrt: 

M== eg 

9 
d.i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
die Beſchleunigung der Schwere, oder Maſſe iſt dasjenige Gewicht 
eines Körpers, welches derſelbe haben würde, wenn die Acceleration der 
Schwere — Eins, z. B. ein Meter, ein Fuß u. ſ. w. wäre. An dem 
Punfte auf oder in der Nähe der Erde oder eines anderen Weltkörpers, wo 
die Körper nicht mit 9,81 Meter, fondern mit 1 Meter Gefchwindigfeit 
(nad) der erften Secunde) niederfallen, wird hiernad) die Maſſe, oder viel- 
mehr nur das Maß derfelben, durch das Gewicht des Körpers unmittelbar 
angegeben. 
Je nachdem wir die Beſchleunigung der Schwere in Metern oder Fußen 

ausdrüden, haben wir nun die Mafle: 


G 

981 == 0,1019 G oder 
G 

= 55 = 0082 6. 


Hiernach ift 3. B. die Maffe von einem 20 Pfund fchweren Körper, 
M = 0,032.20 — 0,64 Pfund, und umgefehrt, das Gewicht einer Maffe 
von 20 Pfund, @ = 31,25 . 20 — 625 Pfund. 


Wenn wir die Beichleunigung (9) der Schwere als unveränderlich annch- $. 58 
men, jo folgt, daß die Maffe eines Körpers dem Gewichte deſſelben voll- 
fommen proportional ift, daß aljo fiir die Maffen M und M, mit den Ge- 
wichten @ und @, ift: 

M __G 
M a 
Bir erhalten hiernach das Gewicht ald Maß der Maffe eines Körpers, jo 
daß aljo ein Körper um fo mehr Maſſe hat, je größer fein Gewicht ift. 

Allerdings ift die Beichleunigung der Schwere etwas veränderlich; fie 
wird größer, je näher man den Erdpolen kommt, und nimmt um fo mehr 
ab, je mehr man fi) dem Erdäquator nähert, ift alfo an den Polen am 
größten und am Yequator am Heinften. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper Über dem Niveau des Meeres befindlic ift, umd verändert fic mit 
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der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Niveau des Meeres. Da nun 
aber eine Maffe, jo lange man zu ihr Nichts hinzunimmt und von ihr 
Nichts wegnimmt, etwas Unveränderliches ift, alſo auf allen Punkten der 
Erde und felbft außerhalb derfelben, 3. B. auf den Monde, noch diefelbe bleibt, 
jo folgt daraus, daß aud) das Gewicht eines Körpers veränderlich und von 
dem Orte der Körper abhängig, überhaupt aber der dem Orte entjprechenden 
Acceleration der Schwere proportional, oder — rn fein müſſe. 

Es wird aljo hiernad) eine und diefelbe Stahlfeder durd) ein und dafjelbe 
Gewicht am verfchiedenen Drten der Exde, verfchieden gebogen, am Aequator 
und auf hohen Bergen am fchwächiten, in der Nähe der Exrdpole und im 
Niveau des Meeres am ftärkften. 





8.59 Dichtigkeit. Dichtigfeit (franz. densite; engl. density) iſt die 
Stärke der Naumerfüllung der Materie. Ein Körper ift um fo dichter, je 
mehr Materie derfelbe in feinem Raume einfchließt. Das natürliche Maß 
der Dichtigkeit ift dasjenige Quantum an Materie (diejenige Maſſe), weldjes 
die VBolumeneinheit ausflillt; weil fich aber die Materie nur durch Gewichte 
mefjen läßt, fo dient das Gewicht von einer VBolumeneinheit, 3. B. von einem 
Gubifmeter oder Cubiffuße, einer zweiten Materie als Maß der Dichtigfeit 
derjelben. 


Hiernad) ift 3. B. die Dichtigkeit des Waſſers — 61,75 Neupfund umd 
die des Gußeiſens — 448 Pfund, weil ein Cubikfuß Wafler 61°/,, und 
ein Eubiffuß Gußeifen 448 Pfund wiegt. 

Aus dem Volumen V eines Körpers und der Dichtigfeit Y defjelben folgt 
fein Gewidt @ = Vy. 


Volumen malDichtigfeit giebt alfo das Gewicht eines Körpers. 


Die Dichtigfeit der Körper ift entweder gleichförmig (franz. uniforme, 
homogene; engl. uniform) oder ungleidyförmig (franz. variable, hete- 
rogene; engl. variable), je nachdem gleiche Bolumentheile defjelben gleich 
oder verſchieden fchwer find. Es ift 3. B. die Dichtigfeit der einfachen Metalle 
gleihförmig oder es find die Metalle homogen, weil gleiche, übrigens noch jo 
Heine Theile derjelben, gleicjviel wiegen; Hingegen ift Granit ein Körper 
von ungleichförmiger Dichtigkeit, weil er aus Theilen von verjchiedener 
Dichtigkeit befteht. 


Beispiele 1) Wenn die Dichtigfeit des Bleies 700 Pfund beträgt, fo wiegen 
3,2 Gubiffug Blei: = Vy—=70.32— 2240 Pfund. 2) Iſt die Dichtigfeit 
des Stabeifens — 472 Pfund, fo hat ein Stürf deffelben von 205 Pfund Gewicht 

@G 205 


das Velumen V = = = m 0,4343 Gubiffuß — 0,4343 . 1728 — 750,5 


$. 60.] Grundbegriffe nnd Grundgeſetze der Mechanif. 129 


Gubifzoll. 3) Wiegen 10,4 Gubiffug vollfommen mit Wafler angefhwängertes 
Tannenbolz 577 Pfund, fo ift die Dichtigfeit diefes Holzes: 


6 577 
— 7 104 — 55,5 Pfund. 


Specifisches Gewicht. Speeifiſches, aud eigenthümliches S. 60 
Gewicht (franz. poids specifique; engl. specific-weight, specific gravity) 
it das Verhältniß der Tichtigfeit eines Körpers zu der als Einheit ange 
nommenen Dichtigfeit eines anderen, gewöhnlich des Waſſers. Nun iſt aber 
die Dichtigfeit gleich dem Gewichte der Volumeneinheit; daher ift auch fpeci- 
fiſches Gewicht das Verhältniß zwilchen dem Gewichte eines Körpers zu dem 
eines anderen, 3. B. des Wallers, bei gleichem Bolumen. 

Um das jpecifiiche Gewicht nicht mit dem Gewichte zu verwechjeln, welches 
einem Körper von beſtimmter Größe zufommt, pflegt man das legtere ab- 
iolutes Gewicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) zu nennen. 

Iſt y die Dichtigfeit dev Materie (des Waflers), auf welche wir die Did)- 
tigfetten anderer Dlaterien beziehen, und Y, die Dichtigkeit irgend einer diejer 
Materien, deren jpecifiiches Gewicht wir durd) E bezeidynen wollen, jo gelten 
die Kormeln: 

= mn=en 
es it alfo die Dichtigkeit eines Stoffes glei: jpecififches Ge- 
wicht dejjelben mal Dichtigfeit des Waſſers. 

Das abjolute Gewicht @ einer Mafie vom Bolumen V und jpecifiichen 
Gewichte & tft: 

6 EL} 

Beifviele. 1) Die Dichtigfeit des reinen Silbers it 676,5 Pfund und die 

des Waſſers — 66 Altpfund, folglich das ſpecifiſche Gewicht des eriteren (in 


— 4 
Hinſicht auf Waſſer) = un — 10,25, d. bh. jede Silbermafle it 10%, mal 





jo ſchwer als eine ebenjo viel Naum einncehmende Waflermafle. 2) Das fveci- 
fiche Gewicht des Queckſilbers — 13,598 angenommen und die Dichtigfeit des 
Waſſers — 61,74 Neupfund geſetzt, folgt die Dichtigfeit deffelben, 
y — 13,598. 61,74 = 839,54 Neupfund; 
eine Maſſe von 35 Cubikzoll deſſelben wiegt, da 1728 Cubikzoll einen Gubiffuß geben: 
839,54 . 35 
1728 
Anmerfung. Der Gebrauh des franzöfiihen Maßes und Gewichtes ger 
währt bei diefen Rechnungen den Vortheil, daß man die Multiplication von & 
und y durch bloßes Verrüden des Decimalſtriches vollziehen fann, weil ein 
Gubifcentimeter Wafler ein Gramm und ein Gubifmeter eine Million Gramm 
oder 1000 Kilogramm wiegt. Die Dichtigfeit des Duediilbers iſt hiernad für 
das franzöffihe Map umd Gewicht y, = 13,598 . 1000 — 13598 Kilogramm, 
d. i. ein Gubifmeter Queckſilber wiegt 13595 Kilogramm. 
Weiebach'e Lebrbuch ver Mechanit. I. 9 


d= 83954. 7* 





- — 17,005 Neupfund. 


g. 61 
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Folgende Tabelle enthält die | pecififchen Gewichte von einigen, vorzlig- 
(ich in der praftifchen Mechanik in Anwendung fommenden Körpern. Eine voll: 
ftändige Zufammenftellung diefer Gerichte giebt der „Ingenieur“, ©. 310. 





Mittleres fpecifiiches Gewicht Mauerwerf mit Kalfmörtel, von 


der getrockneten Laubhölzer — 0,659 Bruchſteinen: 
mit Waſſer geſättigt . = 1,110 er. VE — 2,46 
Mittleres fpecifiiches Gewicht IE PET — 240 
der getrodineten Nadelbölger — 0,453 
mit Waffer gefättigt. . —= 0,839 *) Mauerwerk mit Kalkmoͤrtel, von 
Queckſilber ....... — 13,56 Sandſteinen: 
Did: 2: — 11,33 1, RE — 2,12 
Kupfer, gegoffen und dicht. — 8,75 troden . » 2... » . . =206 
» efchmiedet — 897 
Meffing uno ee, —_ 855 Mauerwerf mit Kalfmörtel, von 
Gifen, Gußeifen, weißes . — 7,50 Ziegelſteinen: 
graues . — 7,10 Kuh 200 — 1,55 bis 1,70 
* halbirtes — 7,06 teeden: 0. —1,47 » 1,559 
” Stabeifen Pe — — — 7,60 6 d R z 
‚ e, lehmige, fe t: 
Zinf, gegoffen. - » - - - — 7,05 nr ——— ———— 
EI ug Ab ar re = 2,06 
"RER ——— — 2,50 bis 3,05 nn» RE ee u * 1,93 
Gndib ..-. - —239 „ 271 Gartenerde: 
Kalftein - » » . —=240 » 2,86 ee — 2,05 
Sandftein. ...=1% » 2,70 2 Re —= 1,63 
Ziegelftein. . . . =140 » 222 Trodene magere Erde . . = 1,34. 


8.62  Aggregatzustände. Die Körper erjcheinen und nad) dem verſchiedenen 


Zufammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre- 
gatzuftände derjelben nennen. Ste find entweder fejt (franz. solides; 
eng. rigid) oder flüſſig (franz. Auides; engl. Auid) und im legteren alle 
wieder entweder tropfbar flüſſig (franz. Iiquides; engl. liquid) oder 
elaftiich flüſſig (franz. gazeux, aöriformes; engl. aöriform). Feſte 
oder ftarre Körper find diejenigen, deren Theilchen fo ftarf unter fich 
zufammenhängen, daß eine gewille Kraft nöthig ift, die Gejtalt diefer Körper 
zu verändern oder eine Zertheilung derjelben zu bewirken. Flüſſige Kör- 
per hingegen find joldye, deren Theile durch die Heinjte Kraft an einander 
verjchoben werden fönnen. Die elaſtiſch flüjfigen Körper, deren Re— 
präfentant die atmoſphäriſche Yuft ift, unterjcheiden ſich dadurch von den 
tropfbar flüſſigen, durch das Waller repräfentirten Körpern, daß den- 


) ©. das Waſſeranſaugen des Holzes, polytechniſche Mittheilungen Bd. II. 1845. 
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jelben ein Beftreben, jich immer weiter und weiter auszubehnen, inne wohnt, 
welches Beftreben dem Waller u. ſ. w. mangelt. 

Während die feiten Körper eine eigenthimliche Geſtalt umd ein beſtimmtes 
Bolumen haben, befigen die tropfbar flüfjigen oder wafjerförmigen Körper 
nur ein beftimmtes Bolumen ohne eigenthiimliche Form, die elaftijch- oder 
ausdehnſam flüfjigen Körper endlich weder das eine nod) das andere. 


Eintheilung der Kräfte. Ihrer Natur nad find die Kräfte fehr $. 63 
verfchieden; wir fiihren hier nur die vorzüglichſten an: 

1) Die Schwerfraft, vermöge welcher ſich alle Körper dem Mittel- 

punfte der Erde zu nähern fuchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Gejchwindigfeits- und Rich— 
tungsveränderungen bewegter Mailen hervortritt. 

3) Die Musfelfraft der befeelten Wefen, oder die mittelft der Muskel 
von Menjchen und Thieren ausgeitbte (animalifche) Kraft. 

4) Die Elafticität oder Federkraft, welche Körper bei ihren Form— 
und Bolumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmefraft, vermöge welcher ſich Körper beim Wechjel der 
Temperatur ausdehnen oder zufammenziehen. 

6) Die Cohäfionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kör- 
pers zufammenhängen, mit welcher alfo auch diejelben einer Trennung 
widerjtehen. 

7) Die Adhäfionsfraft, mit welcher zwei in nahe Berlihrung gebrachte 
Körper einander anziehen. 

8) Die Magnetfraft, oder die Anziehungs- und Abſtoßungskraft der 
Magnete. 

Nächftdem noch die eleftrifchen und eleftromagnetifhen Kräfte 

u. |. w. 

Die Widerftände der Reibung, Steifigkeit, Feſtigleit u. |. w. entjpringen 
vorzüglich aus der Cohäfionsfraft, welche, wie die Clafticität u. j. w., aus 
der fogenannten Molefularfraft, oder der Kraft, mit weldyer die Mo- 
lefüle oder Hleinften Theile eines Körpers auf einander wirken, hervorgeht. 


Bestimmungsstücke einer Kraft. Bei einer jeden Kraft unter $. 64 
Iheiden wir: 

1) Den Angriffspunft (franz. point d’application; engl. point of 
application), den Punft des Körpers, auf welchen eine Kraft unmits 
telbar wirft. 

9) Die Kraftrihtung (franz. und engl. direction), die gerade Tinie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspunft fortbewegt, oder fortzubewegen 
oder deſſen Bewegung zu verhindern ſucht. Die Kraftrichtung hat, 

9% 


s. 66 
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wie jede Bewegungerichtung, zwei Seiten; fie fann von links nad) 
rechts oder von rechts nad) linke, ferner von oben nach unten oder von 
unten nad) oben gehen. Man nennt die eine die poſitive umd die 
andere die negative. Da wir von links nad) rechts und von oben 
nach unten lejen und fchreiben, jo wäre e8 am geeignetften, dieſe Be— 
wegungen pojitive und die entgegengejegten Bewegungen nega= 
tive zu nennen. 

3) Die abfolute Größe oder Intensität (franz. grandeur absolue, 
intensite; engl. intensity) der Kraft, die nad) dem Obigen durch 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. ſ. w., gemeſſen wird. 

Man ftellt die Kräfte graphiſch durch gerade Yinten dar, welche durch 

ihre Richtung und Pänge die Richtung und Größe oder Stärke, ſowie durch 
ihre Anfangspunfte die Angriffspunfte ver Kräfte angeben. 


Wirkung und Gegenwirkung. Die erjte Wirfung, welche eine 
Kraft in einem Körper hervorbringt, it eine mit Ausdehnung oder Zuſam— 
mendritdung verbundene Form- oder Bolumenveränderung, welche im An: 
griffspunkt ihren Anfang nimmt und ſich von da aus immer weiter umd 
weiter im Körper ausbreitet. Durch diefe innere Veränderung des Körpers 
wird aber die in ihm liegende Elaſticität angeregt, die fich mit der Kraft 
ins Gleichgewicht jet und deshalb derjelben gleich iſt und ihr entgegengejegt 
wirkt. Man jagt hiernah: Wirkung und Öegenwirfung find ein- 
ander gleich und entgegengejegt. Dieſes Gefe findet nicht nur bei 
den durch Berithrung erzeugten Einwirkungen der Kräfte, fondern auch bei 
den fogenannten Anziehungs- und Abſtoßungskräften, wohin die magnetiiche 
und ſelbſt die Schwerkraft zu rechnen jind, jtatt. So ftark ein Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenfo ftark wird der Magnet vom Eifenftabe ſelbſt 
angezogen. Die Kraft, mit weldyer der Mond von der Erde angezogen 
wird (durch die Schwerkraft), tft gleidy der Kraft, mit welcher der Mond 
auf die Erde zurüichwirft. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage drückt, giebt dieje 
in der entgegengefegten Richtung zurück; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Machine zieht, fchiebt u. |. w., wirft auf den Arbeiter zurlick und 


- Jucht denjelben in entgegengeiegter Richtung zu bewegen. Wenn ein Körper 


gegen einen anderen jtößt, jo drückt der erjte den anderen genau fo viel, wie 
der andere den eriten. 


Eintheilung der Mechanik. Die gejammte Mechanik wird nach 
den zwei Aggregatzuftänden dev Körper in zwei Hauptabtheilungen gebradıt, 
nämlid): 

1) in die Mechanik der fejten oder ftarren Körper, welche man auch 
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wohl Geomechanik (franz. mecanique des corps solides; engl. 
mechanics of rigid bodies) nennt, und 
2) in die Mechanik der flüffigen Körper, Hydromechanik, aud) 
Hydraulik (franz. mecanique des fluides, hydraulique; engl. 
mechanies of fluids). Die legtere theilt man wieder ein 
a) in die Mechanik des Wafjers und der tropfbar flüffigen 
Körper überhaupt, Hydromehanif, aud Hydraulif (franz. 
hydraulique; engl. hydraulie), und 
b) in die Mechanik der Yuft und anderer luftförmigen Kör- 
per überhaupt, Aöromedhantf (franz. mecanique des fluides 
aöriformes; engl. mechanies of elastice fluids). 
Nimmt man nun noch auf die Eintheilung der Mechanik in Statif und 
Dynamik ($. 49) Rückſicht, fo erhält man folgende Theile: 


1) Statik der fejten Körper, oder Seoftatif, 

2) Tynamif der fejten Körper, oder Geodynamik, 

3) Statik des Waſſers u. |. w., oder Öydroftatif, 

4) Dynamik des Wailers u. |, w., oder Hydrodynamik, 
5) Statik der Puft (der Gaſe und Dämpfe), oder Asroſtatik, 
6) Dynamik der Luft, oder Asrodynamik, auch Pneumatik. 


” 


Zweites Gapitel, 
Mehbanif des materiellen Wunftes. 


Gin materieller Punft (franz. point materiel; engl. material point) $. 67 
ift ein materieller Körper, deſſen Dimenfionen nad) allen Zeiten hin unend- 
{ich Mein find in Hinficht auf die von ihm zuritdgelegten Wege. Um den 
Vortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächſt nur von der Bewegung 
md dem Gleichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fein. Cin 
(endlicher) Körper iſt eine ftetige Verbindung von unendlich vielen materiel- 
(en Punkten oder Meolefitlen. Wenn ſich die einzelnen Punfte oder Elemente 
eines Körpers alle vollfommen gleich, d. t. in parallelen geraden Linien 
gleich jchnell bewegen, fo fann man die Theorie der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes auch auf die des ganzen Körpers anwenden, weil ſich in 
dieſem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maſſentheile des Körpers durd) 
gleiche Krafttheile getrieben werden. 
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8.68 Einfache constante Kraft. ft p die Acceleration, mit welcher eine 
Maſſe M durch eine Kraft fortgetrieben wird, fo hat man nad) 8. 56 
für diefe: 


P 
P — Mp, ſowie umgefehrt, die Acceleration p = 7 


Setzen wir ferner die Maſſe M = rL wo @ das Gewicht des Körpers 
und g die Befchleunigung der Schwere bezeichnet, fo ift die Kraft: 


)P=£, 
9 
und die Acceleration: 
—A 78. 


Man findet alſo die Kraft (P), welche einen Körper mit einer 
gewifjen Acceleration (p) forttreibt, wenn man dag Gewidt (6) 


des Körpers durd) das Verhältniß (2) feiner Acceleration zu 


der der Schwere multiplicirt. 


Es ergiebt fi) umgefehrt die Acceleration (p), mit welder ein 
Körper durd eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man die 


Acceleration (g) der Schwere durd das Verhältniß (2) zwi— 
ſchen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 


Beifpiel. Man denfe jih einen Korper auf einem horizontalen und fehr 
glatten Tifche liegend, welcher dem Korper feine Hinderniffe in den Weg febt, 
wohl aber die Schwerkraft in demfelben aufbebt. Wird diefer Körper von einer 
horizontal wirfenden Kraft gebrüdt, fo muß der Körper der Ginwirfung derſel— 
ben nachgeben und in der Richtung diefer Kraft fortgehen. In das Gewicht 
diefes Körpers: G — 50 Pfund und die auf ihn unausgefest drückende Kraft 
P = 10 Pfund, fo wird er in eine gleichförmig befdleunigte Bewegung mit 
2 . 31.25 —= 6,25 Ruß übergehen. Iſt bin: 
gegen die Ncceleration, mit welder ein 42 Pfund ſchwerer Körper durd eine 
Kraft (P) befchleunigt wird, p = 9 Fuß, fe wird diefe Kraft P= z G 


— 
"81,25 


der Ncceleration p = .g= 


. 42 = 0,032 . 378 —= 12,1 Pfund betragen. 


8.69 Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, conftant, fo entjteht eine 
gleichförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in die anfängliche VBewegungsrichtung fällt, und da- 
gegen eine gleichförmig verzögerte, wenn die Kraftrichtung der anfänglichen 
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Dewegungsrichtung entgegengefegt ift. Segen wir nun in den phoronomifchen 
Formeln ($. 13 und $. 14) ftatt p den Werth 7 — — g ein, jo befom- 
men wir — 

— gleichförmig augen Bewegungen: 
)e—=c+— G=cH+3t, PT Fu —c + 9,817 1 Meter, 


2) s=ct + = 4 ne 4 4,905 5 1? Meter. 


1. Für gleihförmig verzögerte Bewegungen: 


pP > 
))vr=c— Ge 31, Gt c— 9,81 Zi Meter, 


6* 

P gt pP pP 
2))s—=ct— — — = — 15 n—!? — rt. — 12 
)s=ct ap, ct 15,625 J Fuß — ct 4,905 1 Meter 


Mit Hilfe diefer Formeln Laffen fich alle Fragen, welche ſich in Anfehung 
der durch eine beftändige Kraft veranlaßten geradlinigen Bewegungen von 
Körpern stellen laffen, beantworten. 


Beifpiele. 1) Gin 2000 Pfund fchwerer Wagen geht mit 4 Ruß Geſchwin— 
digfeit auf einer horizontalen, ihm feine Hinderniffe entgegenfegenden Bahn 
fort, und wird 15 Secunven lang dur eine unveränderliche Kraft von 25 Pfund 
vorwärts gefcheben; mit welcher Gefhwindigfeit wird er nah Ginwirfung dieſer 

> 


Kraft fortgehen? Es ift diefe Geſchwindigkeit v=c- 31,25 7 t; da bier c—=4, 


P=2, G = %000 und t — 15, fe folgt — 4+31,25 . 55. 150 — 4 
+ 5,859 — 9,859 Fuß. 2) Unter gleichen Umftänden wird ein 5500 Pfund 
ſchwerer Magen, der vorher während 3 Minuten gleichformig fortgehend 950 
Buß zurüdgelegt hat, durch eine 30 Secunden lang anhaltend wirfende Kraft 


fo fortgetrieben, daß er fpäter in 3 Minuten 1650 Buß gleichförmig durch— 





läuft. Welches war dieſe Kraft? Hier ift Anfangsgefhwindigfeit ce — 8 
— 5,277 Fuß, und Endgeſchwindigkeit » — = 9,166 Ruß, daher gt 

‚ 5 
— —e — 3889, und tie Kraft P— α S _ 0,082 . 3,889 . al 


= 0,12445 . — — 22,81 Pfund. 3) Gin mit 15 Buß Gefchmindigfeit fort- 


gleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlitten verliert in Folge der Neibung auf der 
horizontalen Unterlage innerhalb 25 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß 
it diefe Reibung? Hier ift die Bewegung yleichförmig eh und die End— 

1500 .15 
geſchwindigkeit v—0, daher c = 31, 25 und P= 0,032 — © —0,032. — 


= 0,082 . 900 — 28,8 Pfund die in Frage ſtehende Reibung. 4) Gin anderer 





. 
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Schlitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangsgefchiwinvigteit hat bei 
feiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu überwinden; welche Geſchwin— 
digfeit hat derſelbe nah 8 Secunden, und wie groß ift fein zurüdgelegter Weg’? 


Die Endgefhwindigfeit iſt — 12 — 31,2 . Dr 


1: ‚625\ „ ö 
Kuß, und der zurüdgelegte Weg ) i= (2°?) — Ruf. 





— 12 — 9,375 = 2,625 


$. 70 Mechanische Arbeit. Yeiftung oder Arbeit einer Kraft (franz. 
travail m&canique; engl. work done, labouring force) ijt diejenige Wir— 
fung einer Kraft, welche diefelbe bei Ueberwindung eines Widerjtandes, 
3. B. der Schwerkraft, der Reibung, der Trägheit u. |. w., hervorbringt. 
Man verrichtet alfo eine mechaniſche Arbeit, inden man Yaften empor: 
hebt, Maſſen eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. |. w. Die Yeiftung oder Arbeit hängt nicht allein von 
der Kraft, jondern aud) von dem Wege ab, auf welchem dieje thätig ıft oder 
einen Widerftand überwindet; fie wächſt überhaupt mit der Kraft und dem 
Wege gleichzeitig. Heben wir einen Körper langjam genug in die Höhe, um 
jeine Trägheit vernachläffigen zu fönnen, jo ift die verrichtete Arbeit jenem 
Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, proportional; 
denn 1) die Wirkung ift diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen Gewichte 
(m @) auf eine gewiſſe Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper vom ein- 
fachen Gewichte (G) auf diefelbe Höhe gehoben werden; fie ift nämlich „mal 
fo groß als die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Gewichtes auf 
die nämliche Höhe; und ebenfo ift 2) die Peiftung diefelbe, ob ein und daſſelbe 
Gewicht auf die n (5) fache Höhe (nA) oder ob es » (5) mal auf die ein- 
fahe Höhe gehoben wird, ütberhaupt aber n (5) mal fo groß, als wenn 
daffelbe Gewicht um die einfache Höhe (A) emporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langjam finfenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe dieſes Ge— 
wichtes und der Höhe, von welcher es herabgefunfen ift, proportional. Diefe 
Proportionalität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitsverrichtung 
ftatt; um bei einerlet Tiefe einen Sägeſchnitt von doppelter Yänge auszu— 
führen, find nod) einmal fo viel Theilchen zu trennen, als beim Schnitt von 
der einfachen Yänge, ift alſo aud) die Arbeit doppelt fo groß; die doppelte 
Fänge erfordert aber aud) den doppelten Weg der Kraft, es ift folglich die 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenſo wird die Arbeit eines Mahlganges 
offenbar mit dev Menge der Körner einer gewiſſen Getreideart, welche der: 
jelbe biß zu einen gewiffen Grade zerreibt, wachen. Diefe Menge ift aber 
unter übrigens gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dem Wege, welchen der obere Mühlſtein (Yäufer) während des Mahlens 
diefer Getreidemenge gemacht hat, proportional; es wächit folglich auch die 
mechaniſche Arbeit mit dem Wege gleicdymäßig. 
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Die angegebene Abhängigkeit der Arbeit einer Kraft von der Größe und S. 71 


dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, weldye bei Leberwindung 
eines Widerftandes von der Größe der Gewichtseinheit (3. B. Kilogramm, 
Fund u. ſ. w.) längs eines Weges von der Größe der Yängeneinheit (3. B. 
Meter oder Huf) aufgewendet wird, als Einheit der mechaniſchen Ar- 
beit oder Peiftung (franz. unite dynamique; engl. dynamical unit, unit 
of work) anzunehmen und nun das Maß diejer gleichzufegen dem Producte 
aus Kraft oder Widerftand und aus dem während der Lleberwindung des 
Widerſtandes in der Kraftrichtung zurückgelegten Wege. 

Segen wir die Größe des Widerftandes ſelbſt — P. und den bei feiner 
Ueberwindung von der Kraft oder vielmehr von ihrem Angriffspunfte zurüd: 
gelegten Wege, — s. jo iſt hiernach die bei Lleberwindung diefes Widerjtandes 
aufgewendete Arbeit oder die Leiſtung 

A — Ps Xrbeitseinheiten. 

Um die Arbeitseinheit, für welche man auch den einfachen Namen 
Dynamie gebrauchen fann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich die 
Einheiten beider Factoren ? und s an, und fagt deshalb ftatt Arbeitsein- 
heiten Kilogrammmeter, Pfundfuß, auch umgekehrt, Meterkilogramm, Fuß- 
pfund u. f. w., je nachdem Gewicht und Weg in Kilogramm und Meter 
oder in Pfund und Fuß ausgedritdt werden. Der Einfachheit wegen fchreibt 
man ftatt Meterfilogramm mA oder km, und ebenfo ftatt Fußpfund, Fpfd. 


Beispiele. 1) Um einen Pochſtempel von 210 Pfund Gewicht 15 Zoll hoch zu he— 


ben, iit die mechanische Arbeit A —210. = — 262,5 Fußpfund nöthig. 2) Durd 


eine mechaniſche Leiſtung von 1500 Fußpfund fann ein Schlitten, weicher bei 
feiner Beneaung 75 Pfund Meibung zu überwinden hat, um 
« ⸗ = = — 20 Ruß fortgezogen werden. 

Nicht nur bei unveränderlicher Kraft oder conſtantem Widerftande tjt die 
Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern aud) dann, wenn ber 
Widerſtand während feiner lleberwindung veränderlich it, läßt fich die Arbeit 
als das Product aus Kraft und Weg ausdrüden, wenn man nur als Kraft 
einen mittleren Werth aus der jtetigen Folge von Kräften annimmt. Das 
Verhältniß ift hier dailelbe wie das zwiſchen Zeit, Seichwindigfeit und 
Raum; denn audı der lettere läßt jicd ja als ein Product aus Zeit umd 
einem mittleren Werthe der Geſchwindigkeiten anfehen. Auch hier find die- 
jelben graphiichen Darftellungen anwendbar. Es läßt fich die mechaniſche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Kechtedes ABC D, fig. 86 (a. f. S.), an 
ſehen, deſſen Grundlinie AB der zuriicigelegte Weg (s) und deſſen Höhe ent- 
weder die unveränderliche Kraft (P) ſelbſt oder das Mittel von den verſchie— 
denen Kraftwerthen if. Im Allgemeinen läßt ſich aber die Arbeit durd) 


\ 


Ne 
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den Flächenraum einer Figur ABCND, Fig. 87, darftellen, die zur Grund— 
linie den Weg s hat und deren Höhe über jeder Stelle der Grundlinie gleich 


Fig. 86. u Fig. 87. 


N 
N F — — E 
& e — 
— 
4 — | | | 


A M B 


ift der diefer Stelle des Weges entjprechenden Kraft. Verwandelt man die 
Figur ABCND in ein Rechteck ABEF von gleicher Grundlinie und 
gleichem Inhalte, jo erhält man in der Höhe AF— BE beflelben den 
mittleren Werth diefer Kraft. 


8.7 Die Arithmetit und Geometrie geben verfchiedene Mittel an, um aus 
einer ftetigen Folge von Größen einen mittleren Werth derjelben ausfindig 
zu machen; man findet auch die vorzüglichiten im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fce Regel dasjenige, welches 
man in der Praris am häufigften anwendet, weil fie in vielen Fällen 
große Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigkeit in fich vereinigt. 

In jedem Falle ift c8 nöthig, den Weg AB=s (Fig. 88) in n 

(möglichft viel) gleiche Theile, wie AE 

—=EG—= GIu.f.w., einzutheilen und 

die Kräfte EF—=P,,@H=P,IK=P; 

u. ſ. w. an den Enden diefer Wegtheilezu er- 

mitteln. Segen wir dann nod) die anfäng- 

liche Kraft AD= P, und die Kraft BC 
am Ende P, ſo erhalten wir die mittlere 

Ruf: P=(,RA+P+P+P; 

++ + P.-ı + 1/, Ps): n, und daher 

die Arbeit derjelben: 


Ps=(!"hP + Pı+ Pr + + Pa + Va) 





Iſt die Anzahl (m) der Theile eine gerade, nämlid 2, 4, 6, 8 u. ſ. w., 
jo giebt die Simpfon’fche Regel noch genauer die mittlere Kraft: 
P=(P; + 4 Pı * 2P. +4P; +. + 4 P.-ı + Pı):3n, 
und daher die entjprechende Arbeit: 


Ps=(P +4Pı+2P+4P + +4 Pat P)z—- 
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ft n ungerade, fo läßt ſich fegen: 
Ps=[Y,(P +3P, +3P, +P)+'3(P +4Pır2P;, 


EP EN Pl (S. Art. 38 der analyt. Hilfslehren.) 


Beifpiel. Um die mechanifhe Arbeit eines Zugpferdes zu finden, melde 
diefes beim Fortziehen eines Wagens auf einer gewiflen Straße verrichtet, be: 
dient man fih eines Kraftmeflers (Dynamometero), welcher auf der einen Seite 
mit dem Magen und auf der anderen Seite mit den Strängen der Pferde in 
Verbindung gefegt ift, und beobachtet an demfelben von Zeit zu Zeit die Größe der 
Kraft. Wenn die anfänglihe Krait P, — 110 Pfund, die nah Zurüdlegung 
son 25 Fuß Weg, 122 Pfund, nah Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, bei 
einem Wege von 75 Zus, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Fuß, — 114 Pfund beträgt, fo hat man den mittleren Kraftwerth nad der 
erſten Kormel: 

P= (!, . 110 + 122 + 127 + 120 + 1, . 114): 4 = 120,25 Pfund, 
und die mechanifche Arbeit: 

Ps = 120,25 . 100 = 12025 Fußpfund; 
nach der zweiten Kormel aber: 


P=(110+4.122 +2. 127+4.120 +114): 8.) = 


und die mehanifche Leitung: 
Ps = 1%5 . 10 — 12050 Fußpfund. 


1446 


12 





—=120,5 Pfr. 


Princip der lebendigen Kräfte. Tegen wir in der $. 14 ent &, 


r? — ce? r? — ec? 


widelten Formel der Phoronomie s — 2p 


für 
> 
die Acceleration p ihren Werth 59 ein, jo erhalten wir die mechanische Arbeit: 


v2 — c? at as TE TET 
A=Ps = (—-) @, oder, wenn wir die Geſchwindigkeitshöhen 
— md 2 dur A und % bezeicdjnen: 
Ps =(h—k)@. 

Dieje für die praftifche Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung jagt: 

Die mechaniſche Arbeit (Ps), welche eine Maſſe entweder in fich 
aufnimmt, wenn fie aus einer kleineren Geſchwindigkeit (c) in eine größere 
(c) übergeht, oder hervorbringt, wenn fie aus einer größeren Geſchwindigkeit 
in eine Fleinere überzugehen genöthigt wird, ift ftets gleich dem Pro- 
duete aus dem Gewichte diefer Maſſe und der Differenz der 
beiden Geſchwindigkeiten entiprehenden Gefhwindigfeitshöhen 

v? c? 
— 


2q 


Veifpiele. 1) Um einen 4000 Pfund ſchweren Wagen auf einer vollfommen 
glatten Schienenbahn in eine Geſchwindigkeit von 30 Fuß zu verfegen, ift eine 
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2 
mecanifche Arbeit Ps — 57 G — 0,016 u? G — 0,016 . %0 . 4000 . 57600 


Fußrfund nöthig; und ebenfo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 
man ihm einen Miderftand entgegenfegt und ihn dadurch allmälig in Rube 
überzugehen nöthigt. 2) Gin anderer Magen von 6000 Pfund geht mit 15 
Bug Gefchwindigfeit fort und wird durd eine auf ihn wirkende Kraft in eine 
Geihwindigfeit von 24 Fuß verfegt; wie groß ift die von diefem Wagen in ſich 
aufgenommene oder von der Kraft verrichtete Arbeit? Den Gefchwindigfeiten 


2 
15 Fuß und 24 Fuß entſprechen die Geſchwindigkeitshöhen k —= F — 8,6 Fuß 


2 
und A —= 7 — 9,216 Kup; demnad iſt die gefuchte mechaniſche Arbeit: 


Ps = (h—-k) G = (9,216 — 3,600) .6000 — 5,616. 6000 — 33696 Fpfdb. 
Kennt man nun den Weg, auf welchem dieſe Gefchwindigfeitsveränderung vor 
fich geht, fo läßt fich die Kraft finden, fennt man dagegen diefe, fo fann man den 
Weg beitimmen. Soll. z. B. im legten Falle der Weg des Wagens nur 100 
Fuß betragen, während deſſen Zurüdlegung die Gefchwindigfeit von 15 Ruß in 
die von 24 Ruß übergeht, fo hat man die Kraft P= (h— k) < = 
— 336,96 Pfund. Würe aber die Kraft felbit 2000 Pfund, fo würde der Weg 


, 8 

s — (n — x) *— = on — 16,845 Fuß betragen. 3) Wenn ein 500 
Pfund fchwerer Schlitten in Kolge der Neibung auf der Bahn feine Gefhwin- 
digfeit von 16 Fuß nad Zurüdlegung von 100 Ruß Weg gänzlich verloren bat, 
fo ift der Reibungswiderſtand: 

hG 500 


P= * * 0,016 . 162 75 == 0,016 . 256.5 — 20,48 Pfund 








$. 75 Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitsformel: 


af / 
5) —(h— 96 


gilt nicht allein fir conftante, jondern auch für veränderliche Kräfte, 
wenn man nur (nad) $. 73) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt; denn 
da nad) III*) in $. 19 für jede ftetige Bewegung überhaupt 

rı — (02 

— 98 tl 

5 PS ‚ 
wenn p — F' — — die gleichen Wegelementen 6 ent— 
1 
ſprechende mittlere Acceleration bei dem Durchlaufen des Weges s bezeichnet, 
jo hat man aud) 
VS P Hr Ps + a + Pn 


m a 6 
p AM N 


2 __ 23, » —W N 


n 








\ 
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DR: 2—22 
P= (I) 4=! 6=h—-M6, 


29 
P +PA+::: + P 
n 

legung der Wege —, =, = .. == gemeſſenen Kraftwerthe bezeichnet. 

Uebrigens läßt ſich natürlich P aud) nad) einer der legteren Formeln des 
$. 73 berechnen, wenn zumal die Zahl » der Theile nicht jehr groß ange: 
nommen Wird. 

Schr oft ijt die Sefhwindigfeitsveränderung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Malle M bei Aufnahme einer gewiſſen mechaniſchen Arbeit Ps 
erleidet. Tie gefundene Hauptgleichung wird dann in der Form 


wenn P — ‚ das Mittel aller nad) Zurück— 


2 
h=k+t = oder — — cꝛ4 — angewendet. 


s 2838 
Hat man mittels dieſer Formel die den Wegen ee s ent⸗ 
iprechenden Endgeichwindigfeiten ©), ”, ©, - * * ©, beitimmt, fo fann ınan 
durch Anwendung der Formel 
1 —1 —1 1 
—— +- +7 +:..+— 
n \vı vg t, On 
die Zeit, im welcher der Weg s zurückgelegt wird, berechnen. 
2 Ps Ps ; 
In der form @ = Ma = — — —— dient end— 


2 — ce? I,(we +e)(e — ec) 
ich die gefundene Hauptgleichung noch dazu, um die Maſſe M zu beftimmen, 
bei welcher die mechanijche Arbeit Ps eine gegebene Geſchwindigkeitsverände— 
rung © — e hervorbringt. 

Wenn bei der (jtetigen) Bewegung eines Körpers die Endgeſchwindigkeit 
r gleich ift der Anfangsgeichwindigfeit c, jo fällt die hierbei in Anſpruch 
genommene Arbeit — Null aus, d. h. e& nimmt der befchleunigte Theil der 
Bewegung gerade jo viel Arbeit in Anſpruch, als der verzögerte Theil der— 
jelben verrichtet. 

Beifpiel. Wenn ein ohne Neibung auf einer Eifenbahn fortgebenvder Wa: 
gen von 2500 Pfund Gewicht zur Bermehrung feiner Gefhwindigfeit, die ans 


fangd nur 10 Fuß betrug, eine mechaniſche Arbeit von 8000 Fußpfund in ſich 
aufgenommen v. jo wird feine —— nach Aufnahme dieſer Arbeit 


v * V 102 + 62,5. = —- Y10-+ 0 -+ 200 — 17,32 Fuß betragen. 
Anmerfung. Man nennt, ohne einen bejonderen Beariff damit zu ver: 


binden, das Product aus Maſſe u=7 und Duadrat der Gefchwindigfeit (02), 


alje Mv2, die lebendige Kraft (franz. force vive; enal., eigentlich lat. vis 
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viva) der bewegten Mafle, und fann hiernach die mechaniſche Arbeit, welche 
eine bewegte Maſſe in fih aufnimmt, gleichfegen der halben lebendigen Krait 
derfelben. Geht eine träge Maffe aus einer Sefchwindigfeit c in eine andere v 
über, fo ift fowohl die gewonnene als auch die verlorene Arbeit gleich der hal— 
ben Differenz zwifchen den lebendigen Kräften am Gnde und am Anfange der 
Gefchwindigfeitsveränderung. Diefes Geſetz von der mecdanifchen Yeiftung der 
Körper durch ihre Trägheit nennt man das Princip der lebendigen Kräfte 
(franz. principe des forces vives; engl. principle of vis viva). 


$.76 Zusammensetzung der Kräfte. Wirfen zwei Kräfte P, und P, 
auf einen und denfelben Körper 1) in gleicher oder 2) in entgegengejegter 
Richtung, fo ift die Wirkung diefelbe, als wenn nur eine Kraft auf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe oder 2) Differenz diefer Kräfte gleich 
ft, denn diefe Kräfte ertheilen der Maſſe A die Acceleration: 


le 7 2 und p, = m’ 
es ift folglich nach $. 29 die aus beiden refultivende Acceleration : 
= Pı+tP; 
p=n tm = ——, 


M 
und demnach) die derfelben entiprechende Kraft : 
P=Mb=P, + P. 

Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehende, gleich viel ver- 
mögende (äquipollente) Kraft P die Refultirende (franz. resultante; engl. 
resultant), ihre Beftandtheile ?P, und P, aber die Componenten (franz. 
composantes; engl. components). 


Beifpiele 1) Ein auf ver flahen Hand liegender Körper drückt nur fo 
lange mit feinem abfoluten Gewichte auf diefelbe, fo fange die Hand in Ruhe 
it oder mit dem Körper gleihförmig aufs oder abwärts bewegt wird; hebt 
man aber die Hand befchleunigt empor, fo erleidet diefelbe einen ftärferen Drud, 
geht man dagegen beſchleunigt mit der Hand fenfrecht nieder, fo wird der Druck 
Heiner als das Gewicht; er wird fogar Null, wenn man die Hand mit der 
Acreleration der Schwere herabführt. Iſt der Drud auf die Sand — P, fo 
fällt der Körper nur mit der Kraft @ — P nieder, während feine Maſſe 


M=Ö ift; fegen wir daher die Ncceleration, mit welcher die Hand mit dem 
darauf liegenden Körper niedergeht, — p, fo folgt — P= ED und daher 


dverdDrufP=G — : e=(1 — 5) G. Läßt man dagegen den Körper auf der 
Hand mit der Meceleration p auffteigen, fo it p der Ncceleration g entgegen— 
gejeßt, daher der Drud auf die Sand, P—= (1 + 2) Gr. Je nachdem man 
einen Körper mit 20 Fuß Pin ab- oder aufwärts "eigen läßt, if 
der Drud auf die Hand = (1- 31. 3,55) G=(1 — 0,4) 6 —=0.36 ves Kör: 
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pergewichtes oder — 1 + 0,64 = 1,64 deſſelben. 2) Wenn ich mit der flachen 
Hand einen Körper von 3 Pfund Gewicht 14 Fuß hoch ſenkrecht in die Höhe 
fhleudere, indem ih ihn auf die erften zwei Ruß Höhe mit der Hand unaus— 
gelegt forttreibe, fo ift die verrichtete mechanische Arbeit Ps= Gh=3.14 
— 42 Fußpfund, und demnach der Drud des Körpers auf die Hand : P=5 
— 21 Pfund. Während alfo der ruhende Körper mit 3 Pfund drüdt, wirft er 
während des Werfens mit 21 Pfund Kraft auf die Hand zurück. 
3) Welhe Laſt Q vermag der in einem Gylinder AACC, Big. 89, 
beweglihe Kolben um DK = s — 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der 
Fig. 89 eriten MWeghälfte von innen duch die aus 
— einem großen Reſervoir zuſtrömende Luft 
mit der Kraft P= 6000 Pfund, und auf 
‚ der zweiten Wegbälfte durch die im Cylinder 
abgejperrte und nah dem Mariotte' ſchen 
Sefege mit allmälig abnehmender Kraft 
wirkende Luft fortbewegt wird, während 
die äußere Luft conftant auf den Kolben 
mit 2000 Pfund entgegenwirft? Da fi 
die im Gylinder abgefperrte Luft am Ende 
der zweiten Hälfte des ganzen Kolben: 
weges um das Doppelte ausgedehnt hat, 
fo if die Kraft derſelben zulegt nur 
1Y.P= 3000 Pfund. Es drückt die im 
Gylinder abgefverrte Luft am Ende des 
Kolbenmeges von 3 Ruß noch mit 6000 Pfund, dagegen am Ende des Weges 
von 4 Fuß mit %,.6000 — 4500 Pfund, am Ende des Weges von 5 Fuß mit 
%.600 — 3600 Pfund, und am Ende des ganzen Weges von 6 Fuß mit 
%,.6000 — 3000 Pfund, wonach ſich die mittlere Kraft während der Grpanfion 








— 14 [6000 + 3 (4500 4 3600) + 3000] — 182 Pfunt, und folg!ich 
die mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung, = mr — 5081 


Prund ergiebt. Zieht man hierven den conftanten Gegendruck von 2000 Pfund 
ab, fo folgt das vom Kolben aufzuhebende Gewicht 
Q —= 5081 — 2000 — 3081 Pfund. 
Die bewegende Kraft bei der eriten Weghälite it: P — —— — 


-5081 = 919 Pfund, folglich die Acceleration der Bewegung: p= ( y⸗ 


9 
Sau 31,25 — 9,32 Fuß, ferner die Gefhwindigfeit am Ende des — 


= > —3 Bu: v—V2ps,—V 6.932 — V 55,92 — 7,473 Fuß, und die 
Zeit, in welcher diefer Kolbenweg zurüdgelegt wird: t, — A — 0,802 Se⸗ 


tunden. Der Kolbenweg, bei weldhemjfich Kraft und Laſt das Gleichgewicht halten, 
alfo die bewegende Kraft und folglich auch die Acceleration Null, und die Kol: 
bengeihwindigfeit ein Marimum ift, hat die Größe: 


6000. 3 18000 
== (Gm) 3 = Tas = mer = 3503 Ruf 


$. 77 
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Am Ende des Kolbenweges 


6000.3 
— 3,2715 
und der mittlere Werth derfelben, während der Bewegung des Kolbens von 


2 91: .421 j ; : 
3 bis 3,543 us, Sa TEL TV 434 rund. Die entiprebenve 





— 3,2715 Ruß iſt die innere KRolbenfrait 


— 5502, folgli die bewegende Kraft — 5502 — 5081 —= 421 Pfund, 





6 = 
h — 434 434.315 — 
mittlere Acceleration iſt — — 5* 4,402 Fuß, Folglich die 


Marimalfolbengefchwindigfeit am Ende des Weges 2— 5; + 8, = 3,543 Auf: 
vm=Vv2+2»,—=V5592 + 2.14402.0543—=V 60,70 = 7,791 Zu. 
Die Zeit zum Durdlaufen des Weges 5 — 0,543 Auf läßt ſich jeßen: 


_. 1 R% —()‘ I Hr) — S 
2*36 +,-)= is( 7478 + 7797, ) ZIT1 Secunden. 
18000 


Hat der Kolben ven Weg 5,5 zurücdgelegt, fo ift die bewegende Kraft: — E50 


— 5081 = — 1808 Pfund, und ſteht der Kolben im Mittel zwifchen diefem 
18000 
4,5215 
— 5081 = — 1100 Pfund und es find die entiprechenden Nccelerationen folgende: 
1808 . 31,25 — 1100. 31,25 
— — — 18,34 Ruß und Fa — — 11,16 Fuß. 
Beim Durchlaufen des Wegitüdes 5,500 — 3,543 — 1,957 Fuß, ift folglich 
0-4. u + 18,34 — — 1050 Zuß, un 
demnach die am Ende diefes Weges erlangte Geſchwindigkeit: 
— V 60,70 — 2. 10,50 .1,957 — V 19,60 — 4,427 uf. Für die erite Häffte 
0+11,16 
2 


Punkte und dem Punkte der Marimalgefchwindigfeit, fo ift diefe Kraft: — 


die mittlere Ncceleration— — 


0,9785 5. des legteren Wegſtückes ift dagegen die mittlere Acceleration — — 
— — 5,58 Fuß, u die Seichwindigfeit am Ende des Weges von 4,5215 Auf: 


— V 60,70 — 2.5,58.0,9785 — V 49,78 — 7,055 Fuß. 


Nun ergiebt * Zeit zum Durchlaufen des a 8; — 1,97 Rus: 
4 

= Matstz „)= 0,326 (ir 4755 *7 m BT) 0,326 .0,9212 
— 0,300 Secunden. derner läßt ich die Zeit für das legte Stück s, —0,5 Ruf des 

u 1 
— 4,427 

nun die Zeit des — Rolbenhuben: 

t=t +1, +1; +1, = 0,802 + 0,071 40,300 + 0,226 — 1,40 Eccunden. 


ganzen Kolbenweges, t, = — — 0,226 Secunden fegen, und es fſolgt 


Parallelogramm der Kräfte. Wird eine Maſſe (ein materieller 
Punkt) M, Fig. 90, von zwei Kräften ?, und P, ergriffen, deren Nichtun- 
gen MX und MY einen Winfel XMY — « zwiſchen ſich einschließen, 
jo erzeugen diefe nach eben diefen Kichtungen die Accelerationen: 
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aus deren Bereinigung eine mittlere Acceleration ($. 35) in einer Richtung 
MZ entjteht, weldye durd) die Diagonale eines aus 9,9 und « conjtruirten 

Fig. 90. Parallelogramnıs gegeben ift; auch iſt diefe 
mittlere oder reſultirende U Acceleration: 

yo Vp?+ +p} + 2pı pı c08. « “ 

und fir den Winkel p, den die Richtung der- 
jelben mit der Richtung MX der einen Acce- 
(eration p, einfchließt, hat man: 
pP, sin. @ 





sin. oo = 


Y Zegen wir in diefe beiden Formeln die ange- 
gebenen Werthe von p, und p,, fo folgt: 


»-V(& 2) + (ar: (3) (Zi) os um 


P; ) sin. @ 
M/ ». 
Multiplieirt man die erjte Gleichung durch A, fo ergiebt ſich: 
Mp—=VP:?+ P?+2P,P,cos.a, 
oder, da M p die der Acceleration p entjprechende Kraft P ift: 
— 9 P== Vp: + P}-+2Pı,P,cos.«, und 
P, sin. @ 
P 

Es wird alfo die Reſultirende oder Mittelfraft ſowohl ihrer 
Größe als aud ihrer Richtung nad) aus den Komponenten oder 
Seitenfräften genau jo beftimmt, wie die mittlere Acceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Kepräfentiren wir die Kräfte durch gerade Yinien, indem wir diefe in 
denjelben Berhältniffen zu einander ftehen laſſen, wie fie in Gewichten, 3.8. 
Pfunden, in Wirklichkeit zu einander ftehen, jo läßt ſich demnach die Reſul— 
tirende durch die Diagonale desjenigen Barallelogrammıs darjtellen, deſſen 
Zeiten durch die Ceitenfräfte gebildet werden und wovon ein Winkel dem 
von den Nichtungen der Zeitenfräfte gebildeten Winkel gleich ift. Das fo 
aus den Seitenfräften conftruirte und durch feine Diagonale die Mittelfraft 
ausdrüdende ‘Parallelogramm wird das Parallelogramm der Kräfte 
genannt. 








sin. — 


.2) sin.pg = — 


Beiſpiel. Wenn ein auf einem vollfommen glatten Tiſche ruhender Kör— 
ver, Fig. 91 (a. f. S.), von 150 Pfund Gewicht von zwei Kräften PR = 30 
Pfund und P, — 24 Pfund ergriffen wird, welche einen Winkel PR MP = 
«= 105 Grad zwifchen fich einfchliefen, fo it die Frage, nah welder 


DBelsbah’s Lebebuch der Mecbanit. I. 10 
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Richtung und mit welcher Ncceleration die Bewegung vor fih gehen werde? 
Da cos. « —= cos. 105° — — cos. 75, fo folgt die Mittelfraft: 
Fig. 91. P=V 30?+24?— 2.30 .24 c0s. 750 
— V 900 + 576 — 1440 cos. 75 
— V 1476 — 372,7 — 33,22 Pfund; 
und die ihr entiprechende Ncceleration: 
P_Pg_ 33,22 .31,25 — 
PZN TiIico u ie 
Die Bewegungsrihtung fchließt mit der Nic: 
z tung der eriten Kraft einen Winfel @ ein, der be: 
ftimmt ift durd 
sin. = 5 sin. 1050 — 0,7224 sın.750=0,6978; 
es iſt alſo 2 — 440 15°. 

Anmerfung. Die Mittelfraft (P) hängt, ven 
gefundenen Formeln zufolge, nur von den Seiten: 
fräften, nie aber von der Maſſe (M) des Körpers, 

auf welche die Kräfte wirfen, ab. Deshalb findet man in vielen Werfen über 
Mechanik die Nichtigkeit des Parallelogramms der Kräfte ohne Rückſicht auf 
die Maſſe, wohl aber mit Zugrundlegung irgend eines Grundgeſetzes bewiefen. 
Solder rein ftatifhen Beweiſe giebt es viele. In jedem der folgenden Werfe 
findet man einen anderen Beweis: Eytelwein’s Handbuch der Statif feiter 
Körper, Geritner’s Handbuch der Mechanik, Kayfer’s Handbuch der Statik, 
Möbius’ Lehrbuch der Statif, Nühlmann’s technifche Mechanik. Der Be: 
weis in Gerfiner’s Mechanif fegt vie Theorie des Hebels voraus; er il 
übrigens fehr einfach und finder ſich in fehr vielen alten und auch in neuen 
Schriften, 3. B. in denen von Käftner, Monge, Whewellu.f.w. Kay: 
fer's Beweis ift der Boiffon’fhe in elementarem Gewande. Möbius’ Ent: 
widelung it auf eine bejondere, von Boinfot (Elömens de Statique) einge: 
führte Theorie, auf die der Kräftepaare (des couples), gegründet, Ginen eigen: 
thümlihen Beweis liefert Ducdayla in der Correspondance sur l’ecole 
polytechnique No. 4, venfelben hat auch Brir in feinem Lehrbuch der Statif 
feiter Körper, 2. Auflage, aufgenemmen; er wird aber aud neh in vielen 
anderen Werfen angewendet, 3. B. in Mofeley’s Mechanical Principles 
u. ſ. w. Den Beweis des Barallelogramms der Kräfte, welchen Navier in feis 
nem Lecons des mecanique (deutid von Mejer, 1858) liefert, findet man 
au in Rühlmann’s Grundzüge der Mecanif, Leipzig 1360. Gine auf die 
Dewegungsgejege gegründete Theorie diefes Parallelogramms findet man ſchen 
in Newton’s Prineipien; fie wird aber auch von vielen Neueren gebraucht, 
3. D. von Venturoli, Boncelet, Burg u.f. w. ©. Elementi di Meca- 
nica e d’Idraulica di Venturoli; M&canique industriellepar Poncelet); 
Eompendium der populären Mechanit und Mafchinenlehre von Burg. Win 
neuer Beweis von Möbius findet fih in den Berichten der Gefellichaft der 
Wiffenfchaften zu Leipzig (1850), ein anderer von Gttingshaufen in den 
Wiener afademifhen Schriften (1851), und ein dritter von Schlömild in 
defien Zeitfchrift für Mathematik und Phyfif (1857). 


$. 78 Zerlegung der Kräfte. Mit Hilfe des Kräfteparallelogramms Laffen 
fid) nicht nur zwei oder mehrere Kräfte zu einer einzigen zuſammenſetzen, 
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fondern auch gegebene Kräfte unter gegebenen Verhältnifjen in zwei oder mehrere 
Kräfte zerlegen. Sind die Winkel p und % gegeben, welche die Seitenfräfte MP, 
—P, md MP,—=P;, ig. 91, mit der gegebenen Kraft MP—=P ein- 
ihliegen, jo ergeben ſich die Streitkräfte oder Komponenten durd) die Formeln: 

P sin. y _  Fsnp 

Tin. (p+Y)’ * sin.(p-+ Y) 
Stehen die Seitenfräfte winfelrecht auf einander, ift alfjo g + Y — 90° 
und sin. (@ + U) — 1, fo hat man: 
Pı = P cos. ꝙ und P, = P sin. 9. 

Eind endlich v und P einander gleich, fo ift aud): 


En ER 
sin.2p 2 008.9 


Beifpiele. 1) Wie ftarf wird der Tifh AB, Fig. 92, von einem Körper 
M gevrüdt, deſſen Gewicht G — 70 Pfund ift, und auf den eine Kraft 
P — 50 Pfund wirft, deren Richtung unter dem 
Winfel PMP, = 9 = 40° gegen den Horizont 
geneigt it? Der horizontale Component von P it: 

P, = Pos. p = 50 cos. 40° — 33,30 Pfund, 
und der verticale Gomponent: 
P,=P sin. p = 50 sin. 40°— 32,14 Pfund; 
der legtere jucht den Korper vom Tiiche abzuziehen, 
es bleibt folglih der Drud auf ven Tisch: 
G — P, = 70 — 32,14 = 37,86 Pfund. 

2) Wenn ein Körper M, Fig. 91, von 110 Pfund 
Gewicht, auf einer horizontalen Unterlage durch 
zwei Kräfte jo bewegt wird, daß er in der eriten 

G Secunde einen Weg von 6,5 Fuß in einer Nichtung 

durchläuft, welche von den beiden Kräfterichtungen 

um die MWinfel 9 — 52° und w — 779 abweicht, fo ergeben ſich die Kräfte 

ſelbſt durch Folgendes: Die Neceleration ift der doppelte Meg in der erften 
Secunde, alfo hier p = 2.65 — 13 Fuß. Die Mittelkraft ift nun: 


pP 27 — 0,032 .13 . 110 — 45,76 Pfund; 


Fig. 92. 





daher die eine Seitenfraft: 
... Psin.770 __ 45,76 sin. 77° 
1 57n.(520 4779) —  sin.510 
und die andere Eeitenfraft: 
p.⸗ 45,76 sin. 520 
27 Txin. 510 


— 57,37 Pfund, 


— 46,40 Pfund. 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Um die Mittelfraft 8. 7! 
P zu einem Syſteme von Seitenfräften P,, Pa, P; u. }. w. (Fig. 93 a. f. ©.) 
zu finden, fann man genau denfelben Weg (S. 34) einſchlagen, welcher bei der 
Zufammenjegung von Gefchwindigfeiten befolgt wird; man kann nämlid) durd) 
wiederholte Anwendung des Kräfteparallelogramms je zwei und zwei Kräfte zu 
10* 
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einer vereinigen, bis zuleßt nur noch eine übrig bleibt. Die Kräfte P, und 

P, geben 3. B. durd) das Parallelograum MP, Q@ P, die Mittelkraft 

MQ— Q: wen nıan diefe wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pa— 

vallelogramm MQORP, die Mittel: 

fraft MR—R, und die letztere wie— 

p, de mit 2, zu einen Parallelogramın 

— verbunden, ſtellt ſich in der Diago— 

nale MP—P die letzte allen vier 

Kräften P,, P,, P,, P, zufanmıen 
üquivalente Mittelkraft heraus. 

Es iſt nicht nöthig, bei diefer Zu— 
ſammenſetzungsweiſe das Parallelo— 
gramm ſtets zu vollenden und deſſen 
Diagonale anzugeben. Man bilde 
ein Polygon MP, QRP, indem man 
die Zeiten MP). Pı Q, QR, RP den 

gegebenen Komponenten ?,, P,, P,, Pj parallel legt und gleidymacht: die 
legte, das Polygon zufchliegende Seite MP ift die geſuchte Mittelkraft 2? 
oder vielmehr das Maß derſelben. 

Anmerkung. Es iſt ſehr nützlich, die Aufgaben der Mechanik auch durch 
Conſtruction aufzulöfen; wenn die eonſtruirende Auflöfung auch nicht fo viel 
Genauigkeit gewährt als die rechnende, fo fichert fie dagegen fehr vor groben 
Fehlern und kann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In 
dig.93 hat man die Kräfte unter den gegebenen Winfeln P,MP, = 720%’, 
P,MP,=33%20' und P,RMP),—920 40’ an einander geftogen und fo aufge- 
fragen, daß ein Pfund durch eine Linie des preuß. Zolles repräfentirt wird. 
Die Kräfte P} = 11,5 Pfund, P, — 10,8 Pfund, P; = 85 Pfund und P, 
— 12,2 Pfund find daher durch Seiten von 11,5 Linien, 10,8 Linien, 8,5 Linien 
und 12,2 Linien Länge ausgedrüdt. Gine forgfältige Conſtruction des Kräfte: 
polygons giebt die Größe der Mittelfraft P—= 14,6 Pfund und die Abweihung 
ihrer Richtung MP von ver Richtung MP, ver erften Kraft, — 864, Grad. 

80 ° Einfacher und jchärfer beſtimmt ſich die Mittelfraft P, wenn ınan jeden 
der gegebenen Komponenten P}, P,, P; u. ſ. w. nad) zwei rechtwinklig gegen 
einander tehenden Arenrichtungen X X und YY, Fig. 94, in Seitenkräfte 
wie Qı und A, Q und R,, Q, und Rz u. f. w. zerlegt, die in eine und 
diefelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraifch addirt umd nun aus den 
ſich ergebenden, unter einem Nechtwintel aus einander ziehenden zwei Kräften 
die Größe und Richtung der Reſultirenden ſucht. Sind die Winkel PA MX, 
PRMX. P,RMX u. j. w., welche die Richtungen von den Kräften 2), P,, 
Ps u. ſ. w. mit der Are XX einfchliegen, — «,, &, &; u. f. w., fo hat 
man die Seitenfräfte Q, — P, vos. a, Rı =P, sin.aı; Q = P; cos. &,, 
KR, — P,sin.ay u. f. w. weshalb folgt aus: 


Fig. 95, 
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= Ahr. +9 +, 
)Q=P:ı cos a + P; cos. &y + P, cos. 0; + »:», 
und ebenfo us R=Rı + R, + R;---, 
) R=Pı sin cy + P sin. oa + P, sin. a; + --- 
Aus den jo gefundenen zwei Seitenfräften Q und AR ergiebt ſich nun die 
Größe der geſuchten Meittelfraft: 


)P=VQ@+R _ 
undder Winkel PM X= «, denihre Richtung mit XX einſchließt, durch 


R 
4) fang. « — 7 
Fig. 94. Bei der algebraiſchen Addition der 


Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berückſichtigen; denn ſind dieſelben 
bei zwei Kräften verſchieden, d. h. 
ſind dieſe Kräfte vom Angriffspunkte 
AT aus nach entgegengeſetzten Seiten 
gerichtet, jo geht diefe Addition in 
eine arithmetiſche Subtraction über 
($. 76). Der Winkel iſt ſpitz, fo 
lange Q und A pofitiv find, er ift 
zwilchen eimem und zwei Rechtwin— 
fein, wenn Q negativ und ZR pofitiv, 
zwifchen zwei und drei Nechten, wenn 
Q und AR beide negativ find, und 
liegt endlich zwifchen drei und vier Rechten, wenn bloß A negativ ift. 





Beifpiel. Weiches ift die Größe und Richtung der Mitteltraft aus den 
Seitenfräften P, — 30 Bfunb, P,=70 Pfund und P,—=50 Pfund, deren Rich: 
lungen, in einer Gbene liegend, die Winfel Pk, MP, — 560 und P,RMP,—1049 
zwiſchen ſich einfchliegen? Legen wir die Are X X, Fig. 94, in bie Richtung der 
erſten Kraft, fo erhalten wir &, —09, a, = 560% und ts = 56° + 1049 — 160°; 
daher: 


) Q=30. cos. 0° + 70.cos. 56° + 50. cos. 160° — 30 + 39,14 — 46,98 
— 22,16 Pfund, und 
2) R=30 . sin. 0% J- 70 . sin. 56° 4- 50 . sin. 160° — 0 + 58,03 + 17,10 
— 75,13 Pfund. Kerner: 
75,13 
3) tang. az 22,16 = 3,3903, 
und hiernach den Winfel, welchen die Mittelfraft mit dem poſitiven Arentheile 
MX over ver Kraft P, einihließt, « — 173034, endlich diefe Kraft felber: 


P= YQ + R= I __E __7513__ 7518 — 73,35 Pfund. 
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8.81 Kräfte im Raume. ?iegen die Kraftrichtungen nicht in einer umb 
derfelben Ebene, fo lege man durch den Angriffspunkt der Kräfte eine Ebene 
und zerlege jede derſelben in zwei andere, die eine derſelben in der Ebene 
liegend, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die fo erhaltenen Seitenkräfte in 
der Ebene find nun nad) der Regel des vorigen Paragraphen zu einer und 
die Seitenfräfte rechtwinklig zur Ebene durd) bloße Addition zu einer anderen 
Mittelfraft zu vereinigen; zu den auf diefe Weile erhaltenen zwei recht— 
winfligen Componenten ift endlich nad) der befannten Regel ($. 77) die 
Mittelfraft zu finden. 


dig. 95 95 Führt das eben angegebene Verfahren mehr vor Augen. MP, 
— P,MP,—=P,MP,—P, feen die einzelnen Kräfte, AB die 


Fig. 9. 





Ebene (Projectionsebene) und ZZ die Are winfelrecht zu ihr. Aus der Zer— 
fegung der Kräfte Pı, Pr u. f. w. ergeben fidh die Kräfte Si, Sa u. ſ. w. 
in der Ebene, und die Kräfte N,, Na u. f. w. in der Normalen ZZ. Iene 


werden wieder nach zwei Aren X X und YY in die Seitenfräfte Q,, Q; 
u.f.w. R, R, u. f. w. zerlegt und geben die Gomponenten Q und R, 
woraus ſich endlich die Mittelkraft S beftimmen läßt, welche, mit der Summe N 
aller Normalkräfte Ni, N, u. ſ. w. vereinigt, die gefuchte Mittelfraft P giebt. 

Segen wir die Winkel, unter welden die SKraftrichtungen gegen die 
Ebene AB, 3. B. gegen den Horizont geneigt find, 41, 6. u. ſ. w., fo er 
geben fid) Sräfte in der Ebene S,—P, cos. Bi, S3— P; cos. By u. ſ. w., 
und die Normalfräfte N, — P, sin.ßı, Na = P; sin. ß, u. f. w.; be 
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zeichnen wir endlich die Winfel, welche die in der Ebene AB Tiegenden 
Projectionen der Kräfterichtungen mit der Are X X einfließen, mit &,, & 
u. ſ. w., fegen wir alfo SS MX—=«, S,MX=o, u. f. w., fo ftoßen 
wir auf folgende drei, die Kanten eines geraden Parallelepipeds (des Kräfte: 
parallelepipeds) bildende Kräfte: 
Q=S, cos. &, + S, 008.9 + +», oder 

1) Q@—=P, cos. ß, cos. Ph cos. By cos. &, + ---, ebenfo 

2) R=P., cos. Bı sin. @ı + P; cos. B, sin. &, + - »-, endlid) 

3) N=P:; sin. Bı + Pısin.B, +» 

Aus diefen drei Kräften folgt die legte Reſultirende: 


4) P-V Q:+R?-+N?, ferner 
der Neigungswinfel PMS—P derfelben gegen die Projectionsebene durch 


N N 
H)tang. DB = — — — — endli 
— er, — ch 
der Winlel FSAXM«, welchen die Projection der Reſultirenden in ber 
Ebene AB mit der erſten Are XX einſchließt, durch 


R 
6) tang. — — 
) tang 


Sind A,, A.. die Winkel, welche die Kräfte P,, P,.. mit der Axe AX, 
ferner u,, My.. die Winkel, welche diefelben mit der Are A Y, und v,,v,.. 
die Winkel, welche fie mit der Are AZ einfließen, fo hat man aud): 

1%) Q=P:; cos. A) + P, 008.4, +», 
2*) R=P, cos. u; + P, cos. ug + +», und 
3”) N=P,cos.vı + Ps 608.0, + ---. 
Die Größe der Mittelfraft ift wieder durch die Formel 
) P-VEFRLN 
beſtimmt, wogegen ſich die Richtung derfelben mittel8 der Formeln 
6°) eo. c08. U — = und 00T 
berechnen läßt, in welchen A, u und v die Winkel bezeichnen, welche P 
mit den Axen AX, AYund AZ einschließt. 

Auch ift cos. A — c08. « cos. ß, cos. u = sin. a cos. ßB und v — 90% — 6, 

alio cos. v —= sin. ß. 


Beifpiel. Um ein Gewicht G, Fig. 96 Lu. II (a.f.S.), mittels des über 
der Leitrolle B meggezogenen Seiles @BA fenfreht emporzuheben, ziehen 
an dem Seilende A drei Arbeiter mit ven Kräften PR = 50 Pfund, P,—= 100 
pfund und P, — 40 Pfund, deren Richtungen eine Neigung von 60 Grad 
gegen den Horizont haben, und welche die Horizontalwinfel S, AS, — 8, AS, 
= 135 Orad und AS, = W Grad unter fih einſchließen; welches ift die 
Größe und Richtung der dem Gewichte F gleichzufegenden Mittelfraft, und 
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wie groß konnte dieſes Gewicht fein, wenn die Kräfte eine und diefelbe Ric: 
tung hätten? 


Fig. 96. Die verticalen Gomponenten der Kräfte 
find: 

5 N, =P,; sin. ß, = 50 sin. 60° — 43,30 

Pfund, N,=P,; sin. 8, = 1W sin. 60° 

, — 86,60 Pfund und N, = P, sin. B, = 


40 sin. 600 — 34,64 Pfund, folglich ift die 
in A vertical niederziehende Kraft 
N=N+N,+N,=164,54 Pfund. 
Ferner find vie horizontalen Compo— 
nenten: 
Sı =P, cos. $, = 50 cos. 60° = 25 Pfd. 
S,= P, cos. fa = 1W cos. 60° — 50 Pfd., 
und S; = P; cos. B; = 40 cos. 60° 20 
Pfunt. Legt man eine Are X X in der Rid: 
tung der Kraft S,, fo folgt die Seiten: 
fraft in diefer Are: 
= Q, + + Q; = S,cos. a, + 
S, 008.09 + 53 008.5 — 25 c08.0° + 
50 cos. 1850 + 20 cos. 2700 = 25 .1— 
50 .0,70711 — 0 .0=235 — 3535 = 
— 10,355 Pfund, fowie die Seitenfraft 
in der zweiten Are YY: 
R=R+R+R=9 sin.a+ 
S, sin. &yg + Sy sin. ag = 25 sin. O+ 
50 sin. 135 —+ 20 sin. 2700 — 50 .0,7071 
— 20 = 15,355 Pfund, 
und die horizontale Mittelfraft: 
S—=YV Q:+ R®: — V 10,355* + 15,355° 
— 18,520 Pfunt. 
Der Winkel «, welchen diefe Kraft mit 
der Are X X einfchließt, it beitimmt durch 








R 15.355 m 
ia — — 1,4823, 





wonach « = 180 — 56° = 124° 0° folgt. 

Die vollftändige Mittelfraft iſt: 
P=VN?+ 52 = Y 161522 + 18,520? — 165,58 Pfund. 

Der Neigungswinfel diefer Kraft gegen den Horizont wird beitimmt durch 

N _ 16454 | 

Ss 18,520 7 
Wenn die drei Kräfte in einer und derfelben Richtung wirkten, wäre die 

Mittelfraft = 50 + 100 + 40=1% Pfund, alfo um 190 — 165,58 — 24,42 

Pfund größer als die gefundene. 


tang.ß = 8,8348, wonach 83 = 85035’ folgt. 


$.82 Princeip der virtuellen Geschwindigkeiten. Aus den in dem 
Vorigen gefundenen Regeln über die Zufammenjegung der Kräfte laſſen ſich 
nod) zwei andere, im praftifchen Gebrauch weſentliche Dienfte leiftende, ab- 
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leiten. Es fei in Fig. 97, M ein materieller Punkt, es fein MPı = P, 
und MP, — P, die auf ihn wirkenden Kräfte, endlich fi MP — P die 
Fig. 97. Mittelfraft aus den Kräften 7, und 
Pe. Yegen wir durch M zwei Aren 
y MX und MY winfelrecht gegen ein- 
| ander, und zerlegen wir die Kräfte 
P, und P, fowie ihre Mittelfraft 7? 
in nach diefen Aren gerichtete Seiten- 
fräfte, alſo P, in Q, und R,,P, in 
Q, und Ra, und Pin Q und Z, fo 
erhalten wir die Kräfte in der einen 
Are Q,, Q, und Q, und die in der 
anderen R,, R; und R, und es ıft 
Q=Qı + % ſowie R=R, + R.. 
Nehmen wir nun inderAre MX 
irgend einen Punkt O an, und fällen von demselben Berpendifel OL, OL, 
und OZ gegen die Richtungen der Kräfte ?,, P, und D, fo erhalten wir 
tehtwinfelige Dreiefe MOL), MOL,, MOL, weldye den von den drei 
Kräften gebildeten Dreiecken ähnlich find, nämlich): 
AMOL» .\MPQı 
A MOL,» /\ MP; Q3, 
NMOLo AMPQ. 
* — MA .:.0 ML, 
Tiefen Achnlichkeiten zufolge ift aber MP d. i. 2’ u0 
ML; — 2 ML 
MO MO’ 
von Q,, Os und * in die Gleichung @ C— Qı + 6, fo erhalten wir: 
P.ML=P..ML +P,.ML,. 
Ebenſo ift auch: 
Rı _ OL, Ba Ol. R _ 0L 


= Aa VI 


P, 0°’ Mo'" 











‚ ebenjo 


f 


6 
ſetzen wir die hiernach beſtimmten Werthe 


daher: 
P.OL=P.OL 4B.. 01, 
Diefe Gleichungen gelten auch dann noch, wenn P die Mittelfvaft aus 
drei oder mehreren Kräften 2), P,, P; u. j. w. iſt weil man allgemein 
= At +9 +: 
R=R+R+R, ne hat. 
Man kann daher allgemein: 
1) P.ML=P.ML-+P.4ML+P.ML,+---, 
)P.OL=P.0L, +B.0,: +P.0,,-+--- feen. 
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Beiden Gleichungen muß die Mittelfraft P aus den Kräften Pi, P:, P; 
u. ſ. w. entfprechen, es Laffen fi) daher auch diefe Gleichungen zur Beſtim— 
mung von P anwenden. 

Die erftere diefer beiden Gleichungen ift auch auf ein Kräfteſyſtem im 
Raume, wie N, Q,R, Fig. 95, amwendbar, da aud) hier N= N, + N; 
+ N, +» -, oder 

Pcos.v— P, cos.v, + P,cos.v; + P; 608.v3 + ---, aljo aud) 
P. Ocos. v=P:. MOcos. v, + P:; MO cos.v, +P; MO cos.v; +. 
ift u. ſ. w. 


8. 83 Ruckt der Angriffspunft M, Fig. 98 und Fig. 99, in einer geraden Linie 
nad) O, oder denft man ſich den Angriffspunft um den Weg MO —=x 


Sig. 98. Fig. 9. 





fortgegangen, fo nennt man die Projection ML — s diefes Weges z nad) 
der Kraftrichtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft. Führen wir nun 
diefe Bezeichnungen in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ein, fo 
erhalten wir: 
Ps=Ps +Ps +P%s +: 

es ijt alfo die Arbeit der Mittelfraft gleid) ber Summe aus den 
Arbeiten der Seitenfräfte. 

Bei der Summation diefer mechanischen Arbeiten hat man, wie bei der 
Summation von Kräften, auf die Zeichen derfelben Rücjicht zunehmen. Wirkt 
eine von den Kräften Q,, Q, u. |. w. des vorigen Paragraphen den Übrigen ent- 
gegengefet, jo hat man fie als negative Kraft einzuführen; diefe Kraft, wie 
3. B. Q, in Fig. 94, 8. 80, ift aber Component einer Kraft P,, die unter den Ber: 
hältniffen, wie fie im vorigen Baragraphen vorausgefegt wurden, der Bewegung 
ML, ihres Angriffspunftes entgegengejegt wirkt; man ift daher genöthigt, die: 
jenige Sraft, Fig. 99, welche der Bewegung ML entgegengefegt wirft, als 
negativ zu behandeln, wenn man diejenige Kraft P, Fig. 98, weldje in der 
Bewegungsrichtung ML wirft, pofitiv ſetzt. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Nichtung nach veränderlich, jo hat die 
Formel 

Ps — Pisi + Ps, + Ps +» 
nur flir unendlid, Heine Wege s, 5), s> u. f. w. ihre Richigkeit. 
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Man nennt die einer unendlich Meinen Verrlickung 0 des materiellen 
Punktes entiprechenden Wege G,, O2, 6, u. f. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derjelben und das der Formel PO — Pı6, + P,6, + P,6, entipre 
hende Geſetz das Princip der virtuellen Gefhwindigfeiten. 


Uebertragung der mechanischen Arbeit. Nach dem Principe $. 84 
der lebendigen Kräfte ift für eine geradlinige Bewegung ($. 74) die mecha- 
niſche Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem fie eine Maffe M 
aus der Gefchwindigfeit ce in die Gefchwindigfeit » verfekt: 

ve — ce? 
7 ( 3 )a 

It nun aber P die Mittelfraft aus anderen, auf die Maſſe M wirken: 
den Kräften P,, P, u. f. w., und find die Wege, welche diefe zurücklegen, 
51, 5; u. |. w., während die Maſſe M felbft den Weg s macht, fo hat man 
nad) dem vorigen Paragraphen: 

P=P sa +Ps +», 
es läßt fich daher folgende allgemeine Formel: 





v2 — 


ce? 
P; sı + P,s, +. = ( 5 M 


angeben, umd ihr zu Folge die Summe der Arbeiten der einzelnen 
Kräfte gleichjegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft der 
Maſſe. 


It die Geſchwindigkeit während der Bewegung unveränderlich, alſo 
v—=c, und die Bewegung ſelbſt gleichförmig, ſo hat man ? — c?—0, alſo 
weder Gewinn noch Verluſt an lebendiger Kraft, und daher: 

Ps + Ps + Ps +... =0; 
dann ift alfo die Summe der mechanifchen Arbeiten von den einzelnen 
Kräften — Null. 

Wenn umgefehrt die Summe der Arbeiten gleich Null ift, fo verändern 
die Kräfte die Bewegung des Körpers im der gegebenen Richtung nicht; 
hatte der Körper nad) der gegebenen Kichtung feine Bewegung, fo wird er 
auch durch Einwirkung der Kräfte in diefer Richtung feine befommen; hatte 
er vorher eine gewiſſe Geſchwindigkeit nad) einer gewiſſen Nichtung, jo wird 
er diefelbe auch behalten. 

ind die Kräfte veränderlih, fo kann die veränderliche Geſchwindigkeit v 
nad; einer gewiſſen Zeit wieder in die Anfangsgeſchwindigkeit c itbergehen, 
was bei allen periodischen Bewegungen, wie fie namentlid; an vielen Ma— 








i j „„fvr—e?\ 
Ihinen vorfommen, eintritt. Nun giebt aber a — c,die Arbeit ( )M 


2 
- 


$. 80 
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— Null, e8 ift daher innerhalb einer Periode der Bewegung der Arbeits: 
verluft oder Gewinn — Null. 


Beifpiel. Gin Wagen, Fig. 100, von dem Gewichte — 5000 Pfund 
wird auf einem horizontalen Wege durch eine unter dem Winfel « — 24 Grad 
sig. 100. aufiteigende Kraft P, = 660 
fund vorwärts bewegt und 
hat während der Bewegung 
den der Reibung entfprechen: 
den horizontalen Widerſtand 
P, = 450 Pfund zu übermwin- 
den. Welche Arbeit wird die 
Kraft (P,) verrichten müſſen, 
um jenenanfänglich mit 2 Fuß 
Gefhwindigfeit fortgebenden 
Magen in eine Geſchwindig— 
feit von 5 Fuß zu verfeßen ? 
Segen wir den Weg MO 
des Wagens — s, fo haben wir die Arbeit der Kraft P,: 
—P,.ML=P,scos..« = 660 . 8 cos. 2410 = 602,9 . s, 
ferner die Arbeit der als Widerſtand wirkenden Kraft Ps: 
= (-P).s= — 40.8. 
Hiernach bleibt dann die Arbeit der beivegenden Kraft: 
Ps=P\,scos. «a — P,scos.0 — (602,94 — 450) s — 152,94 Fußpfund. 
Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Gefchwindigfeitsveränderung die Arbeit: 
e_c8 52 __92 
)e=l — ) . 5000 = 0,016 . (25 — 4). 5000 — 1680 Fußpfund; 
feßen wir daher beide Arbeiten einander gleich, fo erhalten wir 152,94 .s — 1680, 
folglih den Weg des Magene: 
Wert 
= = 15294 F Vð8 iß, 


und endlich die mechaniſche Arbeit der Kraft P;: 
P,s cos.« —= 62,9 . 10,95 = 6620 Fußpfund. 








Krummlinige Bewegung. Gegen wir unendliche fleine Wege 
(5,6, u. f. w.) voraus, jo fünnen wir die zuleßt gefundene Formel auch auf 
frumme Bahnen anwenden. Es ſei MOS, Fig. 101, die Bahn des 

Fig. 101. materiellen Buntes, und MP 
— P, die Mittelfraft aller auf 
ihn wirfenden Kräfte. erlegen 
wir diefe Kraft im zwei andere, 
wovon die eine MK — K tan: 
gential umd die andere MN—N 
normal zur Curve gerichtet ift, fo 
nennen wir jene Tangential— 
und diefe Normalfraft. 

Während der materielle Bunt 
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das Element MO — 6 jeines krummen Weges MOS durchläuft und feine 
Geſchwindigkeit e in ©, übergeht, nimmt die Mafle M deſſelben die Arbeit 


ı_ 
( - 5 a in Anfpruch, gleichzeitig verrichtet aber die Tangentialfraft A 
die Arbeit A6, und die Normalkraft die Arbeit N. 0: e8 ift folglid): 

2 __p93 

Ko ( i I) Ma. 
2 
Wenn während der Zurücdlegung des Weges MOS—s—n6 die Tan— 

gentialgejchwindigfeit des Körpers aus r in — übergeht, und hierbei die Tan- 


genttalfraft nach und nach die Werthe A), Au +» - + A, annimmt, jo 
iit daher auch 


AAMMK. . 4 0 ( 
aljo die mehanijche Arbeit: 
y “ (= _ eo 
— 8— 
2 








Mi tk ++ Kr et 
nr — m. 


n 2 





X +K+-+K&, 
n 

den Mittelwerth der veränderlichen Tangentialfraft bezeichnet (vergl. $. 75). 

Setzt man die Projection des Wegelementes MO — 6 in der Kraftrich— 
tung ML — S, jo hat man auch PE— Ko; wenn daher bei Durchlau- 
fung des Weges MOS — s — n6 die Mittelfraft P_ allmälig die 
Werthe P), Py3 , annimmt und die Projectionen der Wegelemente 
nad; und nach &,, & + - - &, jind, jo hat man auch: 

Ph+PRr&+- +PRh%=K tk ++K,)o, 


und daher: 
A=Pb+Bbt + =( ZT) a. 


Wenn hierbei die Richtung der Kraft P conftant bleibt, jo bilden die 
Jänmtlichen Projectionen &,, & - S, der Wegtheile 6,6.. oder des ganzen 
Weges s — n0 eine gerade Yinie 

MR=:=h +5 + & 


Zegt man dann noch z — mE, fo kann man auch 
, nz , E 
A=(P+PR ++ PJ)E=(P+PR+-+P)=Pr 
Pı +Prt+: Pu 
nm 


)M wobei Ä 


r?2— (03 





jegen, wo dann 7’ das Mittel aus den gleichen Theilen 


= — die entjpredyende Kraftrichtung bezeichnet. 
Es iſt daher dann aud) 
v2 — c? 
Pr=( M=(kh—-1n8, 





2 
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wenn % die der Anfangsgejchwindigfeit c, jowie A die der Endgeſchwindigkeit 
e entipredyende Geſchwindigkeitshöhe, und G das Gewicht I/y des bewegten 
Körpers bezeichnet. 

Alſo aud) bei einer frummlinigen Bewegung tft die ganze Arbeit 
der bewegenden Kraft gleidy dem PBroducte aus dem Gewichte des 
bewegten Körpers und aus der Differenz der Geſchwindigkeits— 


höhen. 


Anmerkung. Die gewonnene Formel, welche aus der Verbindung des 
Prineives der lebenvigen Kräfte mit dem der virtuellen Geihwindigfeiten ber: 
vorgeht, iſt vorzüglid in den Fällen anwendbar, wenn Korper durch feite Unter: 
lagen oder durch Aufbängen gezwungen werden, eine beftimmte Bahn zu durch— 
laufen. Treibt einen ſolchen Körper die Schwerfraft allein, fo ift die Arbeit, 
weldhe das Gewicht @ tefjelben beim Herabiinfen von einer Höhe, deren Vertical: 
projection s ift, verrichtet, = Gs, und daher: 

GB - De L LI — 

Welches alfo auch der Weg fei, in welchem ein Körper von einer horizon- 

talen Gbene AB, fig. 102, bis zu einer zweiten SHorizontalebene CD herab: 


Fig. 102. 


A__Fs Zr E» F Eı E, 








finft, immer ift die Differenz der Gefhwindigfeitshöhen gleih der fenfrechten 
Ballhöhe. Körper, welche die Bahnen EF, E,F,, E,Fy u. ſ. w. mit gleicher 
Geihwindigfeit (c) zu durchlaufen anfangen, erlangen auch am Ende dieſer 
Bahnen, obwohl zu verfchiedenen Zeiten, gleiche Endgeſchwindigkeiten. Iſt 3 B- 
die Anfangsgefhwindigfeit e—=10 Ruf und die fenfrehte Fallhöhe s— 20 Auf, 
aloAh=s+k=20+'0016.102? = 21,6 Fuß, fo folgt die Endgeſchwindigkeit 
v— V2yh = 7,96 V 21,6 — 36,74 Ruf, 
in welcher geraden oder frummen Linie auch das Herabfallen vor fich gehe. 


Dritter Abſchnitt. 


Statif feiter Körper. 


Erftes Eapitel. 
Ullgemeine Lehren der Statif fefter Körper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeder feite Körper $. 86 
durch die auf ihm wirkenden Kräfte in feiner Form verändert, nämlich zu— 
ſammengedrückt, ausgedehnt, gebogen wird u. ſ. w., fo ift es doch geftattet, 
denjelben in vielen Fällen als vollfommen ftarr anzufehen, weil diefe Form— 
veränderung oder Verrüdung der Theile nicht allein oft jehr flein ift, fon- 
dern auch innerhalb eines jehr kurzen Zeitraumes vor ſich geht. Wir wer- 
den deshalb zumächit und wenn es auc) nicht bejonder8 erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeden feiten Körper als ein Syſtem feft unter ein- 
ander verbundener Punkte anjehen. 

Eine Kraft P, Fig. 103, welche auf einen Punkt A eines feiten Körpers 

Fig. 108. M wirkt, pflanzt ſich in 
ihrer eigenen Richtung X X 
unverändert durd) den gan- 
zen Körper hindurd), und 
eine ihr gleiche Gegenkraft 





— P, fett fi) mit ihr nur 
„ernz 5 dann ins Gleichgewicht, 
1 An au \z; 


— NA; y  enn der Angriffspunft A, 
u Ten derjelben in der Richtung 
XX der erſten Kraft liegt. 


Die Entfernung diefer Angriffspumfte A und A, ift ohne Einfluß auf dies 
ſen Gleichgewichtszuſtand; die beiden Gegenkräfte halten ſich bei jeder Ent— 
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fernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feſt unter einander ver- 
bunden jind. Hiernach läßt ſich alfo behaupten: die Wirfung einer 
Kraft Pig. 104) bleibt diejelbe, in weldhem Punkte A,A,A; 
u. ſ. w. ihrer Richtung fie auch angreift oder unmittelbar 
aufden Körper M wirft. 


5. 87 Grgreifen zwei, in derfelben Ebene wirfende Kräfte ?, und P, 
Fig. 105, einen Körper in verjcjiedenen Punkten A, und As, jo tft deren 
Fig. 105. Wirkung auf den Körper diejelbe, als 
" wenn jie den Punkt C zum gemein: 
ſchaftlichen Angriffspunkte hätten, in 
welchen ſich die Richtungen beider jchnei- 
den; denn es läßt fid) nad) dem oben 
ansgejprochenen Sate jeder diejer An- 
griffspunfte nad) C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen dadurch 
hervorzubringen. Macht man deshalb 


0 =APAR=P ww 

CR: — AP = P, 
und vollendet jeßt das Parallelogranım 
Co PR, jo giebt und deſſen Diago- 
nale die Mittelfraft CQ — P von CQı und CQ, und aljo aud) von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunkt übrigens auch jeder andere Punkt 
A in der Richtung diefer Diagonale fein kann. 

Setzt man der jo gefundenen Mittelfraft AP — P eine gleich große, in 
irgend einem Punkte B der Diagonalrichtung ÜQ angreifende Gegenfraft 








BP—=—P entgegen, jo wird dadurd) den gegebenen Kräften P, und P; 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglich P,,P, und — P drei Kräfte 
im Öleichgewichte. 


$.SS Statische Momente. Fällt man von irgend einem Punfte O, ig. 
106, in der Kräfteebene Perpendikel OZ,, OL, und OL gegen die Kid 
tungen der Seitenfräfte ?, und Pa und ihrer Mittelkraft P, jo hat man’ 
dem $. 82 zufolge: 

P.OL—P.OL + P.OL, 

und es läßt ſich demnach aus den Perpendifeln oder Abjtänden OL, umd 
OL; der Zeitenfräfte dev Abſtand OT, der Mittelfraft finden, indem man 
ſetzt: 

PMOGXP. XVJ. 


Ö P 
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ährend man die Nichtung und Größe der Mittelfraft durch Anwendung 

des Kräfteparallelogramms findet, ergiebt ſich der Ort Z, ihres Angrifie 

punftes mit Hilfe der fetten Formel durch Beſtimmung des Abitandes OL. 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Winkel Pı EP, —« 
zwiſchen ſich ein, jo hat man die Größe der Mittelkraft 
1) P=VP:?ıP?+2P,P,cos.a. 


Bildet, ferner die Mittelfraft den 


Fig 106. 5 = 
— Winkel PCP) —«, mit der Richtung 
P der Seitenfraft P,, fo it: 
P, sin. & 
2) sın. cd, — — 


Stehen endlich die Richtungen CP, 
und CF P, der gegebenen Kräfte um 
OL, —a und OL,— a, von einem 
willkürlichen Punkte O0 ab, fo tft der 
Abftand OL — a der Richtung CP 
der Mittelfraft von eben diefem Punkte 
P,a+P,a 
a area 

1 Mit Hilfe diefes letzten Abſtandes — 
ergiebt fi) aber der Ort der Mittelkraft ohne Nücdfichtnahme auf den 
Hülfspunft C, wenn man mit a aus 0 einen Kreis conftruirt und an diejen 
eine Tangente ZP legt, deren Richtung durd) den Winkel «, beftimmt ift. 





3 a = 


Beifpiel. Es wirken auf einen Körper die Kräfte PR = 20 Pfund und 
P,—34 Pfund, deren Richtungen unter einem Winfel P, CP, = «= 70 Grad 
zuſammenſteßen und von einem gewiſſen Bunfte O um OL, =a, —4 Auf und 
Ol, =a,— 1 Ruß abitehen, welches it die Größe, die Michtung und der Ort 
ver Mittelfraft? Die Größe der Mittelfraft it: 

— V 2021,15 — 44,9% Pfund; 
für ihre Richtung ift ferner: 

34 . sin. 70° 
44,96 
daher &, —= 45017’ der Winfel, um welchen diefe Mittelfraft von der Richtung 
ver Kraft P, abweicht. Der Ort oder die Angriffslinie dieſer Mittelfrait it 

endlich beitimmt durch ihren Abſtand OL von OÖ, welder it: 
4—2431. 1 _ 1 
J 44,96 44,96 


sin. (, = ,„ Log. sin. «a, = 0,855163 — 1, 


- 


— 2,536 Auf. 


Man nennt die Normalabftände OIn =n, OL, — rs u. |. w. der Kraft— 
richtungen von einem willfürlichen Bunfte ©, Fig. 107 (a. f. ©.), die Hebel- 
arme der Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil fie 

Weisbah'a Lehrbuch der Mechanik. 1. 11 


.89 


8.90 
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bei der in der Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein weſentliches 
Element ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm hat den 
Fig. 107. Namen ſtatiſches oder Kraftmoment (franz. 
moment des forces; engl. momentum of the 
forces) erhalten. Nun ift aber Pa—P; a, 
"+ Psa;; folglich) das ſtatiſche Moment der 
* Mittelkraft gleich der Summe der ſtati— 
ER) ſchen Momente der beiden Seitenfräfte, 
— Bei der Addition der Momente iſt noch auf 
Plus und Minus Rückſicht zu nehmen. Wirken 
die Kräfte P, und P,, wie in Fig. 107, nach gleicher Richtung um den 
Punft O herum, jtimmen z. B. die Sraftrichtungen mit den Bewegungs- 
richtungen der Zeiger einer Uhr überein, jo nennt man diefe Kräfte, und 
deshalb auch ihre Momente, gleichbezeichnete; wird alſo die eine pofitiv an- 
genontmen, jo muß die andere ebenfalld pofitiv gejeßt werden. Wirken hin- 
gegen, wie in Fig. 108, die Kräfte in entgegengejegten Richtungen um den 
Fig. 108. Fig. 109. 








Punkt O herum, jo nennt man diejelben, ſowie ihre jtatiichen Momente, ent- 
gegengejete, und es iſt num die eine negativ zu fegen, wenn man die andere 
pojitiv annimmt. Dei der in Fig. 109 repräfentirten Zufammenfegung hat 
man 3.8. Pa=P,ıa — P,a,, weil P, der Kraft D, entgegengefegt, 
alfo ihr Moment P; a, negativ ift, während bei der Zufammenfegung in 
dig. 106, Pa—P,a, + P, a, ausfällt, 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen drei 
Kräfte P,, P;, P;, Sig. 110, einen Körper in verjchiedenen Punkten A,, 
As, A; einer Shene, jo vereinige man nad) b der legten Regel erſt zwei 
(Pı, P;) diefer Kräfte zu einer Mittelfraft CO Q = Q, und diefe nachher, 
nad) derfelben Regel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR, — CQ 
und DR, = A;P; das Parallelogramım DR, RR, conitruirt. Die Dia- 
gonale DR ift nun die gefuchte Mittelfvaft P zu P,, P, md P,. Es 
ift hiernach auch leicht einzujehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P; die Dlittelfraft gefunden werden kann, u. ſ. w. 
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Ber diefer Zufammenjegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mittelfraft genau fo gefunden, als wenn die Kräfte in einem einzigen 
Fig. 110. Punkte angriffen (. $. 80), es 
find daher die in $. 80 angegebe— 
nen Rechnungsregeln anzuwen— 
den, um dieſe beiden erjten Ele: 
mente der Mittelfraft zu beſtimmen; 
um aber das dritte Element, näm— 
(id) den Ort der Mittelfraft oder 
ihre Angriffslinie zu finden, hat 
man von der Gleichung zwifchen 
den ftatischen Momenten Gebraud) 
zu machen. Sind aud hier 
OL, =a,, OL,—=a,, OL, —=a; 
und OL=—a die Hebelarme der 
drei Seitenfräfte P,, P,, P, und 
ihrer Mittelfraft P in Hinficht auf einen willfürlihen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus P, und P, jowie OK der Hebelarm derjelben, fo 
bat man: 


Pa—=Q.OK+ Pa, und Q.OK— Pa, + P,a,. 
Verbinden wir aber diefe beiden Gleichungen mit einander, jo erhalten wir: 
Pa=P,a+P,a +P,;a,, 
und ebenfo ftellt ji) fiir mehrere Kräfte heraus: 
Pa=P,a+Pa+Pa,+---, 
dah. es ift allemal das (ftatifhe) Moment der Mittelkraft gleich 


ber algebraijhen Summe aus den (ftatifhen) Momenten ber 
Seitenfräfte, 





Sind nun P,), P,, P; u. ſ. w., Fig. 111 (a.f.©.), die einzelnen Kräfte 
eines Kräfteſyſtemes, find ferner «,, &;, «, u. f. w. die Winfel PA D,X, 
P,D,X, P, D,X u. f. w., unter welchen eine beliebig angenommene Are 
XX von den Kraftrichtungen gejchnitten wird, und bezeichnen endlich 
9, Ag, Az u. ſ. w. die Hebelarme OL,, OL;,, OL; u. |. w. diejer Kräfte 
hinfichtlich des Durchſchnittspunktes O zwifchen beiden Aren X X und YY, 
jo Hat man nach den 88. 80 und 90: 

1) die Seitenfraft parallel zur Are XX: 

0 =Pı cos 0; + P,cos. a + --», 
2) die Seitenfraft parallel zur Are YrY: 
R=P, sin. ı + RB sin. y +---, 
11° 


8. 91 
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3) die Mittelfraft des ganzen Syſtemes: 


P—=-VQ: +R:, 
4) den Winkel «, unter welchem die Mittelfraft die Are jchneidet, durch 
tang. « = —, 
: Q 
5) den Hebelarm der Mittelfraft, oder den Halbmeſſer des Kreiſes, 
welchen die Richtung der Mittelfraft tangirt: 
— Pa+Pa+- n 
— P 


a 


fig. 111. 





Bezeichnen b, bi, da u. ſ. w. die Abſchnitte OD, OD,, OD, u. f. w. von 

der Are X X, fo ift: 
a—bsin.a, a, —b; sin.&, 4 —=b,sin.«y u. ſ. w., 

und daher aud): 

— P,b, sin.a, + P,b, sin. — Rıbı, + Rb, + -- J 

P sin. «a R 

Erſetzt man die Mittelfraft (P) durch eine ihr gleiche Gegenfraft (— P), 
jo halten ic) die Kräfte P,, P,, P; ... (— P) das Gleichgewicht. 

Bezeichnen noch 71,23... ſowie Y1,% ... die Koordinaten der Angriffe: 
vunkte A), As... der gegebenen Kräfte P),P,..., fo find die Momente 


der Componenten der legteven: Rz, RaXs... fowie Q, Yı, Qa9,..., umd 
es ift das Moment dev Mittelfraft: 
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Pa=(Rn+BRn+)—(Qyı ++), 
daher der Hebelarm derfelben: 
— (Rızı +R 2, + )— (Qı yı + QY: Frl. 
V(R+R+-)3+Q+Q +) 


Beifpiel. Die Kräfte PR, = 10 Pfund, P, = 30 Pfund, P, = 70 Pfund, 
fig. 112 durchſchneiden die Are XKX unter ven Winfen «, — 60%, 
e = — 80%, a, — 1420, und es find die Entfernungen zwifchen ven Durch— 
ihnittspunften D,, Dg, D, der Kraftrichtungen mit ver Are, D, D, = 4 Auf 
ud D,D, — 5 Auf. Man fucht die fümmtlihen Beitimmungsitüde ber 
Mittelfraft. Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are XX ift: 

= 40 cos. 600 + 30 cos. (— 80°) + 70 cos. 142° 
— 40 cos. 600 + 30 cos. 800 — 70 cos, 38° 
— 20 + 5,209 — 55,161 = — 20,952 Pfund. 

Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are YY: 

R = 40 sin. 600 +30 sin. (— 80°) +70 sin. 142° 
— 40 sin.60% — 30 sin. 800 + 70 sin. 38° 
— 34,641 — 29,544 + 43,096 = 48,193. 


Fig. 112. 


V 





Run folgt die geſuchte Mittelfraft: j J 
P--VYQ® ER? — V 29,952? + 48,193? = V 3219,68 — 56,742 Pfund. 
Der Winfel ce, unter welchem fie die Are ſchneidet, iſt ferner beitimmt durch: 


tang. « =7 =, — — 1,6090, es ergiebt fich daher: 


«a — 1800 — 5808' — 121052‘. 
Berlegt man den Arpunft O nah D;, je hat man Den Hebelarm Der 
Nittelfraft: 
Dres P, sin. a, .db, + ner st... _Rıb, tat = 
34,61.4 +5) - 2954.50 _ 161,049 
u 56,742 — 56,742 











— 2,891 Auf, 


8.9 
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und dagegen den Abichnitt: 


0D = y — 19049 


48,193 





— 3,404 Ruf. 


Parallelkräfte. Sind die Kräfte P,, Pr, P; u. ſ. w., Fig. 113, 
eines feften Syſtemes unter ſich parallel, fo fallen die Hebelarme OL,, 
OL;,, OL; u. f. w. über einander; zieht man nun durd) den Anfangspunft 
O eine willkürliche Pinie X X, fo fchneiden hiervon die Kraftrichtungen die 
Etüde OD, OD,, OD, u. |. w. ab, welche den Hebelarmen OL,, OL», 
OL; u. f. w. proportional fd, wil \ODLw»=» AO0DL 
ao /\ OD;,L; u.f.w. ift. Bezeichnet man den Winfel Di OL, —=D,OL, 
u. f. w. durd) @, die Hebelarme OZ,, OL, u. f. w. durd) a,, a, u. f. w., 
die Abjchnitte OD,, OD, u. ſ. w. durch b,, b, u. ſ. w., jo hat man: 

a, —b, c08. &, AQ4—b, cos. u. ſ. w. 


Set man endlich diefe Werthe in die Formel: 
Pa=Pa+Pw+--, 
fo erhält man: 
Pb .cos.« = P,b, cos.«a + P;b, cos. + ---, 
oder, wenn man den gemeinjchaftlichen Yactor cos. « wegläßt: 
Pr=Pb, + P,b, pin: 
Fig. 118. Es ift aljo bei jedem Sy— 
i fteme paralleler Kräfte geftat- 
tet, die Hebelarme durch die 
von irgend einer Pinie X X 
abgejchnittenen ſchiefen Ent- 
— fernungen, wie OD,, OD, 
u. f. w., zu erfegen. Da die 
Größe und Richtung der Mit- 
telfraft eines Kräfteſyſtemes 
mit verschiedenen Angriffe- 
punften diejelbe ift, wie die 
eines Syſtemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, jo hat die 
Mittelfraft des Syſtemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleiche Richtung und ift gleich der algebraifchen Summe 
derjelben; es iſt aljo: 
)P=P +B+DB+-:-un 


_PAaı +Pa+- 





2) a SEP I,- ‚ oder aud): 
J 


—— 
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Beiſpiel. Es jeien bie Kräfte PR —= 12 Pfund, PF, — — 32 Pfund, 
P,=25 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
D,, D, und D,, Fig. 113 (a. v. ©.), fchneiden, deren Abitände von einander 
felgente find: D,D, = 21 Zell, D,D, = 30 Zoll. Man foll die Mittel: 
fraft angeben. Die Größe diefer Kraft if: 

P= 12 — 32 + 25 = 5 Pfund, 
und die Entfernung D,D ihres Angriffspunftes D in der Are X X, vom Bunte D, 
aus gemeflen: 


= ZB MER BLEI EUR _ 908 Ball 


Kräftepaare. wei gleich große, zwar parallel, aber entgegengejett ger 8. 


richtete Kräfte P, und P,, Sig. 114, haben die Mittelfraft: 
P=P, (— P)=P: — Pı — Null, 
mit dem Hebelarme 
a — —— (unendlich groß). 


Fig. 114. Fig. 115. 





— Ps 


Zur Herftellung des Gleichgewichtes mit einem ſolchen Kräftepaare ift 
dieſemnach eine einzige endliche und in endficher Entfernung wirfende Kraft 
P nicht hinreichend, wohl aber fünnen zwei foldher Kräftepaare einander das 
Gleichgewicht halten. Sind P, und — P, fowie — P, und P;, Fig. 115, 
zwei folhe Baare, und OL, = u, 01 =0Ln — LM =a—b,, 
ferner OL, —=a, nd OM — OL, — I, M; — a, — b, die Hebelarme 
derielben, von einem gewiſſen Punkte O aus genommen, fo hat man für das 
Gleichgewicht: 

Pa, — P, (a —b)— P,a; + P, (a — b)—=0, d. i.: 
Au; 

Zwei ſolche Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
das Product aus einer Kraft und ihrem Abftande von der Ge- 
genfraft bei einem Paare fo groß iſt wie bei dem anderen. 

Ein Paar von gleichen Gegenfräften nennt man fchlechtweg ein Kräfte- 
paar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft defielben 
und dem Normalabitande von der anderen Kraft heißt dad Moment des 


168 Dritter Abſchnitt Erſtes Gapitel. Is. 93- 


Kräftepaares. Nach dem Borigen find zwei nad) entgegengejegten Rich— 
tungen wirkende Kräftepaare im Sleichgewichte, wenn fie gleiche Momente befigen. 

Die Richtigkeit diefes Sages läßt fid) aud) direct auf folgende Weife dar- 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte der Kräfte Pı, P, und — Pı, — Pr 
der Kräftepaare (Pi, — Pı) und (P,,— Pr), ig. 116, nad) den Durch— 
ſchnitten A und B ihrer 
Angriffslinien, und vereini- 
gen wir fowohl P, mit Ps, 
als auch — P, mit — P;, 
durch ein Sräfteparallelo- 
gramm zu den Mlittelfräf- 
ten Rund — R. allen 
nun die Nichtungen diefer 
Müttelträfte in die Wort: 
jegungen der Linie AB, fo 
find diefe Kräfte und folg— 
lich auch die ihnen ent- 
jprechenden Sräftepaare (Pi), — Pı), (Pa, — P;), mit einander im leid) 
gewichte. Damit dies eintrete, muß das durch AB und durd) die Richtun: 
gen der Kräfte — P, und P, gebildete Dreiedt ABC ähnlich jein den 
Dreieden' RAP, und BRP,, und daher der Proportion: 

> —— —— 
—* = rn oder der Sleihung: PJA.CA=P,.CB 

Genüge gejchehen. 

Nun find aber die Perpendikel AZ, —=b, und BL, —=b, zwiſchen den 
Richtungen der Kräftepaare den Hypotenufen CA und ÜB der einander 
ähnlichen vechtwinfligen Dreiede ACL, und BCL, proportional, folglid) 


iſt auch 
Pb, = P,.b, 
zu jegen. Es jind alfo Momente der beiden im Gleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleid). 
Seßen wir in der Formel (K. 91) für den Hebelarn « der Mittelkraft: 
"Pu + $,a +» 





RR xRR 


7 

pP 
P=0, während die Summe der ftatifchen Momente einen endlichen Werth 
hat, ſo bekommen wir ebenfalls « — 2, ein Beweis, daß in diefem alle 


gleichfalls keine Mittelkraft, fondern nur ein Kräftepaar möglid) ift. 

Damit fi) die Kräfte eines Kräfteſyſtems das Gleichgewicht halten, ift 
aljo nicht bloß nöthig, daß die Mittelfraft P — VgQ: + .R?, oder jeder 
der Komponenten Q und R, fondern auch ihr Moment 

Pa= P,a, + Pa, + -- — Null fa. 


$. 4.] Allgemeine Lehren der Statif feſter Körper. 169 


Beiſpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P’, = 25 Pfund und 
-P,=—25 Pfund, ein anderes aber aus den Kräften — P,—= — 18 Pfund 
und P, = 18 Pfund, und ift der Normalabitand b, des eriteren Paares — 3 Auf, 
jo muß für den Gleichgewichtszuftand, der Neormalabitand oder Hebelarm des zweiten 


25.8 
= 7 — 4, Ruß betragen. 


Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare. Die 
Zufammenfegung und Zerlegung der in einer und derfelben Ebene wir: 
tenden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher als die Zufanmenfegung und Zerlegung einzel: 
ner Kräfte. Da ſich zwei entgegengefegte Kräftepaare einander das Gleich— 
gewicht halten, wenn fie einerlei Momente haben, jo find aud) die Wirkun- 
gen zweier gleichgerichteten Sräftepaare einander glei), wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
wei Kräftepaare ( Py, — P,) und (P,, — P,), Sig. 117, mit einander 

zu vereinigen, fo kann man das eine (P,,— Ps) 
Sig. 117. durch ein anderes erfegen, welches mit dem er- 
fteren Baar (P,,— P,) den Hebelarm AB=b, 
gemeinſchaftlich hat, und dann die Kräfte deſſel— 
ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 
ein einziges Sräftepaar erhält. Iſt b, der 
Hebelarm CD des anderen Sräftepaares und 
ft (9, — Q) das reducirte Kräftepaar, jo 
hat man Qb, — Pyb,, folglich 
3 
= en, daher einen Gomponenten des 
1 
zufanmengefegten Sräftepaares : 
3 
PR +Q=P + 
und das gefuchte Moment des vefultivenden Sräftepaares: 
(PA +Qb=Pb + P,b.. 

Auf gleiche Weife findet man das aus drei Sräftepaaren refultivende 
Kräftepaar. Sind Pi bi, Pb, und P,b, die Momente diefer Kräftepaare, 
jo fann man: 











P, *— Qb, und P,b,=Rb, oder: 
_#Pıb, Pb, 
= — und R = * 
ſetzen, ſo daß nun das Moment des reſultirenden Kräftepaares 
(P, +Q+RBb=Pb+Pb:+P,b, 








ſich ergiebt. 
Bei diefer Bereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auch auf die Vorzeichen Nüdficht zu nehmen, da die Momente 


| 
8.94 
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derjenigen Kräftepaare, melde nad) der einen Umbdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nach ber entgegengefegten Richtung umzudrehen ſuchen, das negative Zeichen 
erhalten müſſen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares Tann 
man fich ſogleich Rechenschaft ablegen, wenn man zwiſchen den Angriffs- 
(inien des Baares einen Drehungspunft willfürlid annimmt. Haben dann 
die Kräfte des Paares die Richtung, im weldyer ſich die Zeiger einer Uhr 
umdrehen, fo fann man das Kräftepaar, und aljo auch fein Moment, ein 
pofitive nennen, und wirfen die Kräfte eines Paares der Umdrehungs— 
bewegung der Uhrzeiger entgegengefegt, d. i. von rechts nad) links, jo er- 
hält dann diefes Kräftepaar, und alſo jauch fein Moment, das negative Zeichen. 


Die vorftehende Regel Über die Zufammenjegung der Kräftepaare ift 
Fig. 118, dann noch anwendbar, wenn die Kräfte: 
paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Sräftepaare (P,, 
— P,) und (P,,— P;), dig. 118, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleihen Momenten P,b, und P,b, 
einander entgegenwirken, fo halten fie 
einander ebenfall® das Gleichgewicht; 
denn es reſultiren aus denfelben zwei 
Mittelfräfte pP, En P;, und —(Pı En P,), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demjelben Punkte E angreifen, ber 
beftimmt ift durd) die Gleichungen: 

EA.P =EC.P„EB.P =ED.P, und 

P,b, —P,b,b.i. AB.Pı = CD. P,, wonad) 

EA:EB:AB=EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt mit dem Durchſchnitte der Transverfalen A C 
und BD zufammenfält. 

Da dem Kräftepaare (P;, — P,) jedes andere Kräftepaar das Gleich— 
gereicht hält, welches mit demjelben in einerlei Ebene wirft, und das ent- 
gegengefegte Moment hat, fo folgt aud), daß jedes Kräftepaar durd) ein an- 
deres erſetzt werden kann, welches mit demfelben einerlet Moment hat, und 
in einer Ebene wirft, welche der Ebene des erften parallel läuft. 

Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wirfungs- 
ebenen parallel find, fo laſſen ſich diefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erfeten, deſſen Moment die algebraiiche Summe von den Momenten diejer 
Baare ift, und deiien übrigens willkürliche irfungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel läuft. 





AB+P,) 
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Wirken zwei Kräftepaare (Pı, — P,) und (P,, — P,) in zwei Ebenen $ 


EME, und FNF,, Fig. 119, welche ſich unter einem gewiſſen Winkel 
EAF=EBF =« 
in der geraden Linie AB ſchneiden, fo laſſen fich diefelben, nachdem man fie 
auf einen und denfelben Hebelarm AB 
Fis. 119. veducirt hat, durch das Kräfteparalle- 
logranım zu einem Kräftepaare ver- 
einigen. Durch diefes erhält man 
aus P, und P, die Mittelfraft R, 
fowie aus — Pr und — P, die Mit- 
telfraft — R. Beide Mittelkräfte find 
gleich groß und einander entgegenge- 
jest gerichtet, und bilden folglich wieder 
ein Kräftepaar (R, — R), deſſen 
Ebene durch die Richtungen von R 
und — R beftimmt ift. 

Durch Rechnung beftimmt ſich nach 
$. 77 die Mittelfraft R mittelft ber 





Formeln: 
R=VP?-+ P?2P,P,cos.«a md 
ng Prime 
ine —, 


no ß den Winkl EAR— E,BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mittelfraft R mit der der Seitenfraft >, einschließt. 
Iſt num der Hebelarm AB—c, und fett man das Moment Pıc= Pa 


und das Moment Pac — Gb, over Ph, — _ und P, — gb ſo erhält 
c 


EFT MEET: — — 
R -Y — * — +2 eos, 


ec 
alfo das Moment des aus den Kräftepaaren (P, — P) und (Q, — Q) reful- 
tirenden Kräftepaarcs: 
Re = V (Pa)? + (Qb)? + 2 Pa. b. cos. «, 
und ebenſo für den Winkel 3, um welchen die Ebene deſſelben von der des 
erſten Kräftepaares (P, — P) abweicht: 


man: 


sin. B = 2 sin ee. 


Es laſſen ſich alfo die in verſchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ges 
nau jo zufammenfeßen und zerlegen, wie die in einem Punkte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der legteren die Momente der erfteren, und 
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ftatt der Winkel, unter welchen ſich die Nichtungen der erfteren ſchneiden, die 
Winkel einſetzt, um welchen die Ebenen der legteren von einander abweichen. 
Diefe Zurückführung der Theorie der Kräftepaare auf die Yehre von der 
Zufanmenfegung und Zerlegung einfacher Kräfte läßt fid) noch durch Ein— 
führen von Umdrehungsaren ftatt der Umdrehungsebenen der Paare befonders 
vereinfachen. Unter der Umdrehungsare oder Are eines Kräftepaares 
verftcht man jedes Berpendifel auf der Ebene deijelben. Da ſich jedes Kräfte: 
paar in feiner Ebene beliebig verrücken läßt, ohne feine Wirkung auf den 
Körpern zu verändern, fo kann man auch die Arc des Paares durd) jeden 
beliebigen Punkt legen. 
In Folge der Rechtwinklichkeit zwifchen der Ebene und der Are eines 
Fig. 120. Kräftepaares fchliegen die Aren AX, 
AYund AZ, Fig. 120, der Kräfte: 
paare eines Körpers genau denjelben 
Winkel zwischen jid) ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK derjelben. 
Iſt das eine Kräftepaar die Reſultante 
aus den beiden anderen, jo bildet, dem 
Vorſtehenden zufolge, deilen Moment 
Re die Diagonale des aus den Mo- 
menten Pa und @b conftruirten Pa- 
rallelogramms, trägt man daher die 
Momente Pa und Ob auf die Aren 
AXund AY auf und vollendet man das dadurd) angefangene Parallelogramm, 
jo erhält man in der Diagonale deffelben nicht allein die Are AZ des refultivenden 
Kräftepaares, fondern aud) deſſen Moment Ze c. Hiernad) find alfo die Kräfte: 
paare genau fo zufammen zu fegen und zu zerlegen, wie die 
einzelnen in einem Punkte angreifenden Kräfte, vorausgejegt, daR 
man die Axen diefer Paare mit den Richtungen, und die Momente derjelben 
mit den Größen der einfachen Kräfte vertaufcht. Alle in 8.76, $.77 u. |. w. 
abgehandelten Lehren über die Zufammenjegung und Zerlegung der Kräfte 
finden daher aud) in diefem Sinne ihre Amvendung bei der Zufammenfegung 
und Zerlegung der Sräftepaare. 





s. 96 Mittelpunkt paralleler Kräfte. Yiegen die Parallelfräfte im ver: 
ichiedenen Ebenen, fo ift deren Vereinigung auf folgende Weife auszuführen. 
Verlängert man die Gerade A, Az, Fig. 121, welche die Angriffspunkte zweier 
Baraltelfräfte P, und P, verbindet, bi8 zur Ebene X Y zwifchen den recht⸗ 
winflig gegen einander ftehenden Aren MX und MY, und nimmt man den 
Durchfchnittspunft X als den Anfangspunkt an, jo erhält man für den An— 
griffspunft A der Mittelfraft 2, + Pz diefer Kräfte: 
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(PL + P).KA= P.KA + P..KA,. 
Da nun B, B, und By die Brojectionen der Angriffspunfte A, A, und 
A, in der Ebene X Y find, jo hat man: 
AB:A,B,:AsBı — KA:KA,:KA,, 
und daher aud): en 
(Pı + P). AB = Pı.AıBı + P,.AyB.. 
Bezeichnen wir die Normalabftände A,B., A, By, Az B; u. ſ. w. der 
Fig. 121. Angriffspunfte von der Grundebene 
XYdurd 2, &, 2, u. ſ. w., und 
den Normalabftand des Angriffspunf- 
te8 A von eben diefer Ebene durd) z, fo 
haben wir hiernad) für zwei Kräfte: 
(PP + P)e=Pı + P2; 
erner für drei Kräfte, da PL + P 
als eine Kraft mit dem Momente 
Pızı + Paz, angejehen werden fann: 
(Pı +P+ P)e 
—=Pıer + Pa2 + Pe; u. |. w. 
Es ift alfo allgemein: 
(PP +PR,+P+--)e=Pa + Po + Pı%..., 
folglich: 





9 ——— 
Hr 

Bezeichnen wir ebenfo die Abftände A C und AD des Angriffspunftes A 
der Mittelfraft von den Ebenen XZ und YZ durd) y und z, ſowie die Ab- 
fände der Angriffspunfte A), Ay... von eben diefen Ebenen durch y1, 9... 
umd 2, 22 ..., jo erhalten wir: 

2 Ant An te 
Fr 
d Ant Rnt- 
— :) - P, — .. 

Die Abftände, x, Y, z, von drei Grundebenen, wie 3. DB. von dem Fuß— 
boden und zwei Geitenwänden eines Zimmers, beftimmen aber den Punkt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Edpunft des aus x, y und 2 zu con- 
ſtruirenden Parallelepipedes; es giebt folglic nur einen einzigen Angriffspunft 
der Mittelfraft eines foldyen Kräfteſyſtems. 

Da die drei Formeln für ©, y und z die Winfel, welde die Kräfte mit 
den Grundebenen einſchließen, gar nicht enthalten, jo ift der Angriffspunft 
von diefen, umd aljo auch von den Kraftrichtungen, gar nicht abhängig, es 











g. 9 


2 
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läßt ſich demnach auch das ganze Syftem um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu jein, wenn nur bei diefer Drehung der Paral- 
lelismus unter den Kräften bleibt. 

Man nennt bei einem Syiteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffspunftes von einer Ebene oder Linie 
das Moment diefer Kraft hinſichtlich dieſer Ebene oder Linie, auch ift es ge 
wöhnlich, den Angriffspunft der Mittelfvaft jelbjt den Mittelpunkt des 
ganzen Syſtems (franz. centre des forces parallöles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Man erhält aljo den Abjtand des Mittelpunftes 
eines Syſtems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene oder 
Linie (letteres, wenn die Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man die 
Summe der (ftatiichen) Momente dur die Summe der Kräfte 
dividirt. 








Beiſpiel. Sind die Kräfte | D, | 


5 — 7,10| 4 Pfun. 
' 1 2! 0| 9 Fuf. 
die Abjitände oder Goordinaten der )| | gı 4 5 3 
Angriffspunfte derfelben . . . . | Yn | " 
2; I 8 3 20: ;; 
| P,xz. | 5|—14| 0 | 36 Fufpfe. 
fo hat man die Momente. . . . ) Pr.y |0i| 31|0|22 „ 
IR | 0) — 21 70 40, 
l 


Nun ift aber die Kraftiumme = 19 — 7 —= 12 Pfund; es folgen daher die Ab 
fände des Mittelpunftes diefes Spitems von den drei Grundebenen: 
_5+3%—14 _27 __9 


FA — 13 =5=-7- Buß, 

10 50 12 — 23 44 11 — 
3H = 368 Buß, ui 
40 + 70 +40 — 21 129 _43 _ i 
‚= ———=-7-=7 > 10,75 Fuß. 


Kräfte im Raume. Kommt e8 darauf an, ein aus verjchieden ge 
richteten Kräften beftehendes Syftem zu vereinigen, jo lege man eine Ebene 
durch dafielbe, verlege ſämmtliche Angriffspunfte in diefe Ebene und zerlege 
jede Kraft in zwei Seitenfräfte, die eine winfelvecht auf dieſe Ebene und die 
zweite in die Ebene ſelbſt fallend. Sind 61, Pa... die Winkel, unter welchen 
die Ebene von den Kraftrichtungen gefchnitten wird, jo folgen die Normal- 
fräfte Pı sin. ßı, Pa sin. ßz..., dagegen die Kräfte in der Ebene P, cos. Ph, 
P, cos.ß, u. ſ. w. Die letteren lajien ſich nad) $.91 und die erfteren nad) 
dem letten Paragraphen (96) zu einer Mittelfraft vereinigen. In der Kegel 
werden ſich die Richtungen beider Mittelfräfte nirgends jdjneiden, und es 
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wird demnad) auc) eine Bereinigung diejer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mittelfraft aus den parallelen Kräften durch einen Punft X, 
ig. 122, in der Richtung AB der Mittelfraft P aus den in der Ebene 
(der Papierebene) befindlichen Kräften, fo ift eine Zuſammenſetzung möglid). 
Segen wir die Abſtände OC—= DK—=uwmd OD— CK = ve für 
den Angriffspunft der erften Mittelfraft, dagegen den Hebelarm ON der 
zweiten — a und den Winfel BA O, unter welchem diejelbe die Are X X 
ihneidet, — «, fo ift die Bedingung für die Möglichkeit der Zuſammenſetzung: 
usin.a —- vcos.@ — a. 

Wird diefer Gleichung nicht Genüge geleiftet, geht 3. B. die Mittelkraft 
aus den Normalfräften durch X,, fo ift die Zurüdführung des ganzen Kräfte: 
ſuſtems auf eine Mittelkraft gar nicht möglich, wohl aber läßt ſich dafjelbe 


Fig. 122. Sig. 123. 





auf eine Mittelfraft R, Fig. 123, und ein Kräftepaar (P, — P) zurüd- 
führen, wenn man die Mittelfraft N der parallelen Seitenfräfte in die Kräfte 
— P und R zerlegt, von denen die eine der Mittelfraft P von den Kräften 
in der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengeiegt gerichtet ift. 

Diefe Zurückführung eines beliebigen Kräfteſyſtemes auf eime einzige 
Kraft und auf ein Kräftepaar läßt ſich aud) unmittelbar dadurch bewirken, 
dag man ſich in einem belichigen Punkte des Körpers, auf welden diejes 
Syſtem von Kräften wirft, noch ein Syſtem von Kräftepaaren angreifend 
denft, deren pojitive Componenten den gegebenen Kräften in Größe und Rich— 
tung volltommen gleich find. Dieſe Kräftepaare ändern natürlich in dem 
Öleichgewichtszuftande des Körpers nichts, da jie in demfelben Punkte an- 
greifen, ſich folglich jelbft aufheben; dagegen laſſen ſich die pojitiven Compo— 
nenten derjelben nad) den befannten Regeln ($. S1) zu einer Mlittelfraft ver: 
anigen, und es bilden die negativen Componenten derjelben mit dei gegebe- 
nen Kräften, Kräftepaare, die fi) nad) $. 95 zu einem einzigen Kräftepaar 
zuſammenſetzen laſſen. Es bleibt aljo zulegt nur noch jene Mittelfraft und 
diejes Kräftepaar übrig. 
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$. 98 Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten. ®ird ein Syſtem 
von im einer Ebene wirkenden Kräften P,, Pa, Pr, Fig. 124, progreffiv, 
d. h. jo fortgerüct, daß alle Angriffspunfte A), As, Az... gleiche Parallel- 
wege A, Bj, Aa Ba, Aa P; durdjlaufen, fo ift (in dem Sinne des PBaragra- 
phen 83) die Arbeit der Mittelfraft gleid) der Summe aus den Arbeiten der 


fig. 124. 








Seitenfräfte, folglich) im Zuftande des Gleichgewichts diefelbe — Null. Sind 
die in die Kraftrichtungen fallenden Projectionen A) Ta, AgZ, u. f. w. dei 
gemeinjchaftlichen Weges Aı Bi — AsBz u. |. w. — si, $; u. f. w., fo iſt 
alfo die mehanifche Arbeit der Mittelfraft: 
Ps = Ps + Ps» +» 
Diefes Gefeß folgt aus einer der Formeln des $. 91. ad) diefer ift 
der mit einer Are X X parallel laufende Component @ der Mittelfraft gleich 


der Summe: 
+2: +9%+ 
der gleichlaufenden Komponenten der Seitenfräfte P,, Pz u. ſ. w.; num folgt 


aber aus der Achnlichfeit der Dreiede A) BZ, und A,PıQı die PBroportion: 
Qı A1 8 


— — 


PR, AB AB' 
und hieraus: 








P;sı P,s} Ps 
— — 4 ( — 
Qı = Ip ebenfo @, = u.j.w., jowie aud) ( AB’ 
man fann daher ftatt 
= ++: 


Ps — 81 4 .8. 4 


ſetzen. 
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Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wird das in einer S. 


Ebene wirkende Kräfteſyſtem P,, Pzu.f.w., Fig. 125, um einen Punkt O jehr 
wenig gedreht, jo gilt das im den Paragraphen 83 und 98 ausgeſprochene 
Geſetz des Princips der virtuellen 
Sejchwindigfeiten ebenfalls, wie 
ſich auf folgende Weife beweiſen 
läßt. Nach $. 89 ift das Sraft- 
moment P,O L— Pa der Mittel- 
fraft gleich der Summe von den Mo- 
menten der Seitenfräfte, aljo: 
Pa —= Pa, + Pa, +--- 

Der einer Drehung um den 
feinen Winfel A. 0 B. — P! 

— 830 
oder Bogen BP — — ent- 
iprechende Weg A, Bı iit auf dem Halbmefier OA, winfelrecht, daher das 
Treied A, Bj Ch, welches entjteht, wenn man ein Yoth ZB, C, gegen die Kraft- 
rihtung fält, dem durch den Hebelarm OL, — a, beftimmten Dreiede 
OA,L, ähnlich und diefemnad): 
Olı — A 0 
0A AB 


Set man die virtuelle GSefchwindigfeit A,C, — 6, und den Bogen 
A,B, = OA, .ß, fo erhält man: 
__ 0A4A,.0 6 __6; 
a = 0A.B 8’ ebenfo a, — 7 u. ſ. w. 
Wenn man nun dieſe Werthe für a), a, u. ſ. w. in der obigen Gleichung 
einjegt, jo erhält man: 
— — 1. ſ. W,, 
de Ti 
oder, da B ein gemeinschaftlicher Divifor ift, 
Po —— P, 0, 4 P, 06, er, 
genau wie in $. 83. 


Es ift alfo auch für fleine Drehungen die mechanische Arbeit 
(P6) der Mittelfvaft gleich der Summe aus den mechanischen 
Arbeiten der Seitenfräfte. 


dig. 125. 

















Tas Princip der virtuellen Geſchwindigleiten gilt fogar bei beliebig großen 
Trehungen, wenn man ftatt der virtuellen Sefchwindigfeiten der Angrifis- 
punkte die Projectionen Z, D,, ZL,D, u. ſ. w., Sig. 126 (a. f. ©.), der in 


Vrtäbahb’s Kebrbub d Diedanı. 1. 12 


gs. W 
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den Yothpunften 7, I» u. |. w. anfangenden Wege einführt ; denn multipli- 
cirt man die befannte Gleichung der jtatiichen Momente 





P, 


Pa—=Pa-+ Pa, —::- 
durch sin. ß, und jet in der neuen Gleichung: 

Pa sin. ß = Pa, sin.ß + Para, sin.ß + --, 
ftatt «u, sin.ß, az sin.ß... die Wege 

OB, sin. L)0B =DB—=LC= sı, 

OB,sin.L,0B = DB =1LG = s u. |. w, 
jo folgt die Sleihung: Ps = Pısı + Ps +: 

Ebenſo behält diejes Princip bei endlihen Trehungen feine Richtigkeit, 
wenn ſich die Straftrichtungen mit dem Syſteme gleichzeitig umdrehen, oder 
wenn ſich der Angriffs- oder Yothpunft Z unaufhörlich und jo verändert, 
daß die Hebelarme OZ, — OB, u. ſ. w. unveränderlich bleiben; denn aus 

Pa = Pıa, + Pate, 
folgt durch Multiplication mit PB: 

Paß=Paß-+ Paß d. i. 

P=P a Ps; 
went 5, 8, 1. 5. w. die bogenförmigen Wege Zu Bi, Z; Ba u. ſ. w. der 
Yoth- oder Angriffspunfte Z,, Z, u. 1. w. bezeichnen. 


10]  Zurückführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor ſich gehende Fleine Bewegung oder Verrückung 
eines Körpers läßt ſich als eine Fleine Drehung um einen beweglichen Mit: 
telpunkt anfjchen, wie im Folgenden bewielen werden ſoll. Zeien zwei Buntte 
And B, ig. 127, diefes Körpers (diefer Fläche oder Yinie) bei einer 
fleinen Bewegung nad) A, und D, fortgerüdt, jer alfo aud) A, ZB, = AB. 
Errichten wir in diefen Punkten Perpenditel auf die durdjlaufenen fleinen Wege 
A A, und BB, ſo Schneiden ſich diefelben in einem Punkte C, aus dem man ſich 
diefe als Kreisbogen anzujchenden Wege AA, und BB, beſchrieben denfen 
fann. Nun find aber wegen der Sleichheiten AB —= A, B, AC—= Al 
und BC= BC die Dreiede ABC wmd A, D, © einander congruent; es 
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ift daher aud) der Winfel B, CA, gleid) dem Winfel BC A und der Drehungs- 
winfel A CA, gleid) dem Drehungswintel BCB,. Macht man AD, —AD, 
jo befommt man wegen der Gleichheit der Winkel D, A,C, und DAC umd 

Fig. 197. wegen der Gleichheit der Seiten CA, 
| und CA, in C.A,D, und CAD wieder 
zwei congruente Dreiede, in welchen 
CD, — CD ww /_Aı CD, 
—=/_ACD if. Es iſt folglich aud) 
LACA,=/_DCD,, und es geht 
daher bei der kleinen Verrückung der 
Yinie AB, aud) jeder beliebige Punkt 
Din ihr in einem kleinen Kreisbogen 
DD, fort. Iſt endlich E ein außer- 
halb der Linie AB liegender und mit 
ihr feſt verbundener Bunkt, fo ift noch 
der Heine Weg EE, deilelben als ein Kreisbogen aus C anzufehen; 
denn macht man den Winfel E)ALBı = EAB und die Entfernung A,E, 
— AE, jo erhält man wieder zwei congruente Dreiede E)A,C und EAC 
mit den gleichen Seiten CE, und CE und den gleichen Winkeln A, CE, 
und A CE, und dajjelbe läßt fich auch für jeden anderen mit AB feft ver- 
bundenen Punkt beweifen. Man kann folglich jede Feine Bewegung einer 
mit AB feſt verbundenen Fläche oder eines feften Körpers als eine kleine 
Drehung um ein Centrum anfehen, das ſich ergiebt, wenn man den Durch— 
Ihnittspumft C beftimmt, in welchen fich die Berpendifel zu den Wegen A Aı 
und BB, zweier Punkte des Körpers jchneiden. 





Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Nach einem vorhergehenden Paragraphen (99) ift für eine fleine 
Drehung des Kräfteſyſtems die mechanische Arbeit der Mittelfraft gleich der alge- 
braiichen Summe aus den Arbeiten ihrer Komponenten, nad) dem letzten Pa- 
ragraphen (101) läßt ſich aber jede Heine Verriidung eines Körpers als eine 
Heine Drehung anfehen; e8 gilt daher das oben ausgeſprochene Geſetz von 
dem Principe der virtuellen Gejhwindigfeiten auch für jede beliebig Fleine 
Bewegung eines feften Körpers oder Kräfteſyſtems. 

It alfo in einem Kräfteſyſteme Gleichgewicht vorhanden, d.h. die Mittelfraft 
jelbft gleih) Null, jo muß auch nad) einer kleinen, übrigens beliebigen 
Bewegung die Summe der mehanifhen Arbeiten gleich Null fein. 
Denn umgefehrt, für eine fleine Bewegung des Körpers die Summe der mechani- 
ihen Arbeiten gleich Null ift, jo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht noth- 
wendig, e8 muß vielmehr bei allen möglichen Fleinen Verrückungen dieje 
Summe gleih Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden fein joll. Da 

13° 


$. 10° 
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die das Geſetz der virtuellen Gejchwindigfeiten ausdrüdende Formel nur eine 
Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das Gleichgewicht, daß dieſem 
Geſetze wenigstens bei ebenfoviel von einander unabhängigen Bewegungen ent: 
ſprochen wird, als ſolcher Bedingungen gemacht werden fünnen, z. B. für ein 
Kräfteſyſtem in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 


Zweites Gapitel. 
Die Lehre vom Schwerpunkte. 


Schwerpunkt. Die Gewichte von den Theilen eines ſchweren Körpers 
bilden ein Syſtem von PBarallelfräften, deſſen Mittelkraft das Gewicht des 
ganzen Körpers iſt und dejien Mittelpunkt nad) den drei Formeln des Pa— 
ragraphen 96 beſtimmt werden kann. Man nennt diefen Meittelpumft der 
Schwerträfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwerpunkt 
(franz. centre de gravite; engl. centre of gravity), aud) wohl Mittel: 
punft der Maſſe des Körpers oder der Verbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Schwerpuntt, jo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Grundebenen, 
auf die man die Angriffspunfte der einzelnen Gewichte bezieht, mit dem 
Körper zugleidy) ſich umdrehen, jo ändert ſich bei diefer Drehung nur die 
Yage der Kraftridhtungen gegen dieje Ebenen, die Abftände der Angriffspunfte 
von diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der Schwerpunkt ijt hier— 
nach derjenige Punft eines Körpers, im weldyem das Gewicht defielben als 
vertical niederziehende Kraft wirkt, der aljo unterftütt oder Feitgehalten werden 
muß, um dem Körper in jeder Yage in Ruhe zu erhalten. 


Schwerlinie und Schwerebene. ‚jede den Schwerpunkt enthal- 
tende gerade Linie heißt Schwerlinie, und jede durd) den Schwerpunkt ge- 
hende Ebene Schwerebene. Der Schwerpunft beftimmt fich durch den 
Durchſchnitt zweier Schwerlinien, oder durd) den Durchichnitt einer Schwer— 
linie mit einev Schwerebene, oder durd) das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da jid) der Angriffspunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver- 
legen läßt, ohne die Wirkung der Kraft zur verändern, fo ift ein Körper in 
einer Yage im Gleichgewichte, wenn irgend ein Punkt in der durd) den Schwer: 
punft gehenden Verticallinie feitgehalten wird. 
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Hängt man einen Körper M, Fig. 128, an einem Faden CA auf, fo 
erhält man hiernach in der Berlängerung AB diefes Fadens cine Schwer: 
(inte, und hängt man ihn noch 
auf eine zweite Weife auf, fo 
ſtößt man auf eine zweite Schwer: 
linie DE. Der Durchſchnitts— 
punft S beider Yinien ift mun der 
Schwerpunkt des ganzen Körpers. 

Hängt man den Körper an 
einer Are auf, oder bringt man 
ihn über einer ſcharfen Kante 
(Schneide eines Meſſers) ins 
Gleichgewicht, ſo erhält man in 
der Verticalebene durch die Axe 
oder ſcharfe Kante eine Schwer— 
ebene u. ſ. w. 


Fig. 128. 





Empiriſche Beſtimmungen des Schwerpunktes, wie ſie eben angedeutet 
wurden, ſind ſelten anwendbar; meiſtens hat man aber von den im Folgenden 
gegebenen geometriſchen Regeln Gebrauch zu machen, um den Schwerpunkt 
mit Sicherheit zu beſtimmen. 

Bei manchen Körpern, z. B. bei Ringen, fällt der Schwerpunkt außer— 
halb der Maſſe des Körpers. Soll ein ſolcher Körper in ſeinem Schwer— 
punkte feſtgehalten werden, ſo iſt es nöthig, dieſen durch einen zweiten 
Körper ſo mit dem erſten zu verbinden, daß die Schwerpunkte beider Kör— 
per zuſammenfallen. 


Schwerpunktsbestimmung. Sind x), 23, 2, u. ſ. w. die Abftände 8 
der Theile eines ſchweren Körpers von der einen Grundebene, Yyı, Ya, Ya +: - 
diefelben von der anderen, und 2, 22, 24 . . . Die von der dritten, find end— 
lid, die Gewichte diefer Theile Py, P, P; u. ſ. w., jo hat man nad) $. 96 
de Abſtände des Schwerpunktes diefes Körpers von diefen drei Ebenen: 


— Pıxı + Pırz + Pas + —— 
=aAt+tBb+BHrt--- 
y— Py +Pvm + Pu +: 

— ° 
Pi 2ı 4 P, 2 4 P,2; 4 . — 
J 0 
Bezeichnet man die Volumina der Körpertheile durch Fr, Vz, V; u. ſ. Ww., 
und ihre Dichtigfeiten durch yn, Yez, 75 u. |. w., jo läßt ſich auch jegen: 


* 


2 


. 105 


. 106 
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"Na + hy +:-- 
— YıyJı + Yıya +--- u 
Iſt endlich der Körper homogen, haben alfo alle Theile deijelben einerlei 
Dichtigkeit Y, fo ergiebt fid): 
_ Nat hra +::)r 
— (M+hR+)y 
oder, indem man den gemeinfchaftlichen Factor Y oben und unten hebt: 


)e—= vathan +: 

1 ce EEE 
n,yıth%+--- 

HHFAtr--- 

Hat + >: 
MRS Em: 

Man kann alſo ftatt der Gewichte die Volumina der einzelnen Theile 
eines Körpers einfegen, und bringt dadurch die Beſtimmung des Schwer: 
punftes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Körper nad) einer oder nad) zwei Raumdimenſionen wenig aus- 
gedehnt find, wie 3. B. dünne Bleche, feine Drähte u. j. w., jo kann man 
fie als Flächen oder Yinien anfehen und nun mit Hülfe dev letzteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfall8 beftimmen, wenn man ſtatt der Vo— 
(umina 91, Vz u. f. w., Flächeninhalte Fi, Fa u. f. w. oder Längen 7,, I, 
u. |. w. einführt. 


2)y= 


Bei regelmäßigen Räumen fällt der Schwerpunft mit dem Mittel: 
punkte zuſammen, 3. B. bei dem Witrfel, der Kugel, dem gleichjeitigen Drei- 
ede, Kreife u. f.w. Symmetrifhe Räume haben ihren Schwerpunft 
in der Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Symmetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFH, Fig. 129, in zwei nur durch vechte 

Fig. 129. und linke verſchiedene ‚Hälften, es finden 
daher auf beiden Seiten diefer Ebene 
gleiche Verhältniſſe ftatt; es find alfo 
auc die Momente auf der einen Seite 
jo groß, wie auf der anderen, und es 
fällt folglid) der Schwerpunkt im dieſe 
Ebene jebit. 

Weil ebenfo die Are EF der Sym— 
metrie eine ebene Fläche ABFCD, 
Fig. 130, in zwei Theile zerfchneidet, 
wovon der eine Spiegelbild des anderen 
ift, jo find auch hier die Verhältniſſe 
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auf der einen Seite diefelben wie auf der anderen; es find folglich auch die 
Momente auf beiden Zeiten gleich, und es liegt dev Schwerpunft des Gan— 
gen in diefer Linie jelbft. 

Endlich ift aud) die Symmetrieaxe KL eines Körpers ABGH, 
Fig. 131, Schwerlinie defjelben, weil fie aus dem Durchichnitt von zwei 


Fig. 130. Fig. 131. 





Spmmetrieebenen ABCD und ELF H hervorgeht. Aug diefen Grunde 
fält der Schwerpunft eines Cylinders, eines Kegels und eines durch Um— 
drehung einer Fläche, oder durd) Abdrehung auf der Drehbanf entjtandenen 
Kotationsförpers iiberhaupt, in die Are diefer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Ter Schwerpunkt einer geraden 
Linie biegt in der Mitte derfelben. 


Ter Shwerpunft eines Kreisbogens AMB—b, Fig. 132, befin- 
det ji in dem Halbmeſſer CI, welcher in der Mitte M des Bogens aus- 
läuft, denm diefer Halbmeſſer ift Are der Symmetrie dieſes Bogens. Um 
aber die Entfermung US — y des Schwerpinmftes S vom Mittelpunfte zu 
finden, theife man den Bogen in jehr viele Theile und beſtimme die ftatifchen 

Momente derjelben in Be: 

ziehung auf eine durch den 
Mittelpunkt U und mit der 

Zchne AB = s parallel 

gehende Arc XX. Mi 

PQ cin Theil des Bogens 

und PN deſſen Abjtand 

von X X, fo ift das fta- 

tiſche Moment dieſes Bo— 

gentheiles — PQ. PN. 
Zieht man nun den Halbmeiler PU — MC— r, und die Projection 
YR von PQ parallel zu AB, fo erhält man zwei ähnliche Dreiecke PQR 
und CPN, für welde gilt: 


Fig. 132. 





8. m 
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PQ0:90R = UP; PN 
und woraus ſich das ſtatiſche Moment eines Bogenelementes 
PQ.PN=QR.CP=QR.r 
beftinmt. 

Nun ift aber für die ftatiichen Momente aller übrigen Elemente der 
Halbmeffer r ein gemeinschaftlicher Factor und die Summe aller Brojectionen 
OR der Bogenelemente gleid) der der Projection des ganzen Bogens ent: 
Iprechenden Sehne; es folgt daher aud) das Moment des ganzen Bogens 
— Sehne smal Halbmefler r. Setzt man diefes Moment gleidy Bogen 
bnıal Abftand y, alfo by — sr, fo erhält man: 


y 8 sr 
-  — und yz —- 
r b ’ Yy b 


Es verhält ſich alfo der Abjtand des Schwerpunftes vom Mit: 
telpunfte zum Halbmeffer, wie die Schne zum Bogen. 

Iſt der Gentriwinfel ACB des Bogens b, — BP, alfo der dem Halb: 
s — 
meſſer 1 entſprechende Bogen 3 — 60 


ß 
2’ weshalb auch folgt: 


- 7, jo hat man b = Br um 


s=2rsin. 
2 sin. 1, ßB .F 
BE ae — 
ß 
Für den Halbkreis iſt A — m und sin. ß — 1, daher 


2 


— 


2 7 
— = 2. = 06866. f ihr = — r. 
Y z r 0,6366 r, ungefähr = r 


Um den Schwerpunkt eines Bolygons oder einer Pinienverbindung 

Fig. 133, ABUCD, $ig.133, zu finden, ſuche man 
die Abftände dev Mittelpunfte 77, K, M 
| derYinin AB=1,BC=1,CD=1; 
u. f. w. von zwei Aren OX und OY, 
nämlich /H =y, Hl,= «x, KK, 
— 9, KK, —=r, u. ſ. w.; die Abjtände 
des geluchten Schwerpunktes von cben 
diefen Aren find dann: 


x atbat+t-- 
OS, = SS, =.ı = ——— | 
au ++ 
hntlım+ — 


u+b-+- 





0S,=B8S, = — 
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3. B. der Abftand des Schwerpunktes S eines im Triangel gebogenen 
Trahtes ABC, Fig. 134, von der Grundlinie AB ift: 
nah +1,bh _.a+b n 
a+b+e Tu4rste 3° 
wenn die den Winfeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten durch «a, b, c 
Fig. 134. und die Höhe Cr durch Ah bezeid)- 
net werden. 
* Verbindet man die Mittelpunkte 
ES H, K, M der Dreiedsfeiten unter 
es einander, und conftruirt man in das 
D IK jo erhaltene Dreied einen Kreis, fo 
' s\ fällt deffen Mittelpunkt mit dem 
GG 14 \ Schwerpunkte S zuſammen, denn der 
X — —ubſtand dieſes Punktes von der einen 
B Seite HK ift: 


at b h ch 


NS=y= 





f > 
I - X 
E R 


— — 


/ 
AG NM 





| : h 

AABC i 

ee BE d 
ers aljo conftant und daher den Abftänden SE un 


SF von den anderen Seiten. 


Schwerpunkte ebener Figuren, Der Schwerpunft eines 
Parallelogrammes ABCD, Fig. 135, liegt im Durchſchnittspunkte S 
feiner Diagonalen, denn alle Streifen, 
wie KL, welche durch Pegung von zu 
einev Diagonale BD parallelen Yinien 
fi) ergeben, werden durch die andere 
Diagonale A C halbirt, cs ift alfo jede 
von den Diagonalen eine Schwerlinie. 

Bei einem Dreiede AB C, Fig. 136 
(a.f.©.), ift jede Linie C.D von einer Spige 
nad) dev Mitte D der Gegenfeite AB 
eine Schwerlinie, denn es halbirt diefelbe alle Elemente KL des Dreiedes, 
welche ſich ergeben, wenn man dafjelbe durch Parallellinien zu AB zerichnei- 
det. Zieht man von einem zweiten Ede A nad) der Mitte Eder Segen: 
ſeite BC eine zweite Schwerlinie, ſo giebt der Durchſchnitt S beider Schwer: 
linien den Schwerpunkt des ganzen Dreiedes. 

Teil BD— !,BA und BE —!/, BC, fo ıft DE parallel zu 
AC undgleih 7, A C, auch /ADES ähnlich dem Dreiefe CAS und end: 
ih CS—2SD. Addirt man hierzu noch SD, fo folgt CS + SD, 


Aid. 155. 
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d. i. CD—=3DS, und demnach umgekehrt, DS — !/, SD. Es fteht 
aljo der Schwerpunft S um ein Drittel der Linie CD von dem Mittel: 
punfte D der Grumdlinie und um zwei Drittel derjelben von der Spike ( 
ab. Zieht man CH und SN winfelvecht zur Bafis, fo hat man auch SN 


Fig. 136. Big. 137. 





: | | 


Sch — 
—/CGOM; es ſteht alſo der Schwerpunkt S auch um ein Drittel der Höhe 
von der Bafis des Dreiedes ab. 

Der Abjtand des Schwerpunftes eines Dreiedes ABC, Fig. 137, von 
einev Are XX it SS; — DD, + !/, (CC, — DD), aber DD, 
— 1, (AA, + BB,), folglid) ift: 

AAı + BB +CC 
nn 
d.i. das arithmetifche Mittel aus den Abftänden der drei Eckpunkte von X X. 

Da der Abftand des Schwerpunftes von drei gleihen, in den Eckpunkten 
eines Dreiedes angebradjten Gewichten auf diefelbe Weife beftimmt wird, To 
fällt der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit dem Schwerpunfte von 
diefen drei gleichen Gewichten zufammen. 


y=SSı — F CC un 2/, . F (A A, -H BB)= 


Die Beltimmung des Schwerpunktes S eines Trapezes ABCD, 
Fig. 138, läßt ſich auf folgende Weile bewerkftelligen. Die gerade inte 
MN, weldje die Mittelpunfte der beiden Grundlinien AB und CD mit 
einander verbindet, iſt Schwerlinte des Trapezes, denn viele gerade Linien, 
parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen das Trapez in fchmale Strei— 
fen, deren Mittel- oder Schwerpunfte in MN -fallen. Um nun den Schwer: 
punft S vollftändig zu beftinnmen, hat man nur noch deilen Abftand SH 
von der einen Bafis AB zu finden. 


Es bezeichne by die eine und bz die andere der parallelen Seiten AB 
und CD des Trapezes, fowie A die Höhe oder den. Normalabſtand dieſer 
Ceiten. Zieht man nun DE parallel zur Seite BC, fo erhält man ein 
Parallelogranın BCDE mit dem Inhalte b, h und den Echwerpunfte S,, 
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deilen Abftand von AB, — 2, und ein Dreied A DE mit dem Inhalte 


= — . 
(di al und dem Schwerpunkte S,, deilen Abftand von AB — = ift. 


Fig. 138, 


R Sy ee 2, * 


— 6 — 
Das ſtatiſche — des Trapezes hinſichtlich AB ift deshalb 
— b)} h? 
Fy—bn. a 4 HM +2), 


aber der Inhalt des Trapezesift F— (bı — es folgt daher der Normal— 
abftand des Schwerpunftes S von der Bafie: 
AG Ha) _ bı+2b h 
(bi) +)h b+b 3 


Der Abftand diefes Punktes von der Mittellinie KL — A des 


Trapezes ift: 
g— ‚_(36 +b)—2(bh +2b)\h ,. 
— = (et FE), d. i. 
—— 
— — 6 


Um den Schwerpunkt conftruirend zu finden, verlängere man die beiden 
Grundlinien, made die Verlängerung CE — di und die Verlängerung 
AF = b,, und verbinde die dadurd) erhaltenen Endpunfte Fund G durch 
eine Gerade; der Durchſchnittspunkt S mit der Mittellinie MN ift der ge- 
b, +2 ba h 








ſuchte S 8— 
chte Schwerpunkt, denn aus 48 IE 7 folgt auch: 
_b+2, MN er MN &æ.. 
a ur 3 3 und NS — IE — alſo: 


MS _ b+2b, Yb+b_MAHAF_MF 
NS 2446, d+Yb CGHNO NG 
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wie aus der Achnlichkeit der Dreiede MSF und? NSG wirklid ber: 
vorgeht. 

Der Abftand des Schwerpunftes vom Eckpunkt A ift, wenn a die Projection 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 
b’ + b, b, +b3 + a(b, En 2b,) 


AH=:= 
3(b, +b,) 


beſtimmt. 


Um den Schwerpunkt irgend eines anderen Viereckes ABCD, 
ig. 139, zu ermitteln, kann man dafjelbe 


amAnn durch eine Diagonale AC im zwei 

D. — Dreiecke zerlegen, nach dem Vorher— 

— gehenden die Schwerpunkte S, und S, der— 

SE NS \ jelben angeben und dadurd) eine Schwer: 

’ S linie 8, 8, beſtimmen. Zerlegt man 
⸗ N nun noch das Biereck durch die Diago- 
Fa 52 X nale BD in zwei andere Dreiecke, und 
A — N beftimmt deren Schwerpunfte, jo ſtößt 





man auf eine zweite Schwerlinie, deren 
Durchſchnitt mit der erfteren den Schwer: 
punkt des ganzen Viereckes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wen man die Diagonale AC in 
M halbirt, das größere Stück BE der zweiten Diagonale über das fleinere 
trägt, fo daß DF=—= BE wird; denn zieht man num FM und theilt 
diefe Yinie im drei gleiche Theile, fo liegt im erften Theilpunfte S von M 
aus, der Schwerpunft S, wie ſich auf folgende Weife beweifen läßt. Es 
ft MS, — AD und MS,—='/, MB, folglid SS; parallel zu 
BD, aber SS; mal AACD=SS, mal AACDB, oder SS, . DE 
— SS,. BE, daher SS): SS; = BE: DE. Nun ift noch DE 
— DF md DE=BF, folgli auch SS, :SS, = DF: BF 
Die Gerade MF ſchneidet demnach die Schwerlinie S, S, in dem Schwer: 
punkte S des ganzen Viereckes. 


Kommt es darauf an,den SchwerpunftS eines Bolygons ABCDE, 
Fig. 140, zu finden, fo zerlege man diefes Polygon in Dreiede und be 
ſtimme die ftatischen Momente derfelben in Hinficht auf zwei vechtwinkelige 
Axen XX und YY. 

Sind die Coordinaten OA, = x, OA: = y, OB =2m, OB =W 
u. ſ. w. der Eckpunkte gegeben, fo laſſen fich die ftatifchen Momente der 
einzelnen Dreiete ABO, BCO, CDO u. ſ. w. einfacd auf folgende Weiſe 
ermitteln. Der Inhalt des Dreiedes ABO ift, nad) der unten ftehenden 
Anmerkung, — Di — (2, — x, 9), der Inhalt des folgenden Drei: 
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edes BCO,— D, — "/, (23 4, — 7, 9Y,) u. f. w., die Abftände des Schwer: 
punftes des Dreiedes ABO von Y y nach $. 109: 


+5, +0 _aı+2% 
er ae me 


%ı — 3 


von X\X—vı him, die des Schwerpunktes des Dreiedese BC O: 
22 %: +73 73 


Us — — und 2 22 == 

Multiplicirt man diefe Abftände mit den — der Dreiecke, ſo erhält 

man die Momente der legteren, und fest man die jo erhaltenen Werthe in 
die Formeln: 


rn u. J w. 


_Dw+DW#+--- — Dv +Dw+.. 
 D+D, +. D+D+.- ' 
jo erhält man die Abftände «— OS, und r— OS, des gefuchten Schwer- 
punftes S von den Aren YY und XX. 

Wenn man ein n feitiges Polygon auf zweierlei Weife durch eine Diago— 
nale im ein Dreieck und ein (n — 1)feitiges Polygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunft des erfteren mit dem des leßteren verbindet, fo erhält man 
auf diefe Weife zwei Scjwerlinien des Polygons, welche fi) in dem Schwer: 
punft dejielben jchneiden. Durch wiederholte Anwendung diefer Beftimmung 
fann man den Schwerpunkt eines jeden Bolygons auf dem Wege der Gon- 
ſtruction finden. 


Beifpiel. Gin Aünfed ABCDE, fig. 140, it durd die folgenden Goor— 


fig. 140. 





dinaten jeiner Eckpunfte A, B, Cu. 1. w. gegeben, und man ſucht die Goordinas 
ten feines Schwerpunftes: 


s. 113 
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Gegebene Die dreifachen Die ſechsfachen ftati- 


Goordinaten der 
Coordinaten. Die zweifachen Inhalte | Schwerpunfte. ſchen Momente. 


— der Dreiecke. — 
= Yy 3u. | 3v, 6D,u. | 6D,v, 


24 11 | 24.21 —7.11 = 427 31 32 13237 13664 











7 21 | 7.15+21.16 = 441 | — 9 36 | — 3969 15876 
— 16 15 | 16.9-+ 12.15 — 324 | — 28 6 | — 9072 1944 
—-12!- 912.2+89= 306 |+ 6 | —2ı 1836 | — 6426 

18 1 18.11 +24.12 = 486 | +42 | — ı | 20412 | — 486 





| Summe 1984 — 





1 22444 — 
— — 
und von der Are X X: 
_ u 1 24572 _ 
SS, z_.v = 5 . 19817 = 4,128. 


Anmerfung Sim CA=z, CB=2,, CA;=y, und OB, =Y, die 
Goordinaten von zwei Gepunften eines Dreiedes ABC, Fig. 141, deren dritter 
Eckpunkt C mit dem Anfangspunfte des Goordinatenfvitemes zufammenfällt, fo hat 
man den Inhalt deflelben: 

Fig. 141. D= Trapez ABB, A, + Dreied 
CBB, — Dreied C AA, 
(HR) 
As _TıYg — Aefı , 
2 

Es ift alfo der Inhalt diefes Drei: 
edes die Differenz von zwei anderen 
Dreieden CB,A, und CA,B,, und 
es it die eine Goordinate eines Punktes 
B, Örundlinie des einen und die andere 

Goordinate Höhe des anderen Dreieckes, 
ebenjo die eine Goordinate des anderen Punktes Höhe des einen und die andere 
Goordinate Grundlinie des anderen Dreiedes. 








— — 


Der Schwerpunkt eines Kreisausſchnittes ACB, dig. 142, 
fällt mit dem Schwerpunfte S eines Kreisbogens A, Bı zuſammen, der 
mit dem Ausſchnitte eimerlei Centriwinkel hat und deilen Halbmeſſer 
CA, zwei Drittel von dem Halbmeſſer CA des Ausſchnittes it, denn es 
läßt ich der Ausſchnitt durch ımendlich viele Halbmeſſer in lauter ſchmale 
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Treiede zerlegen, deren Schwerpumfte um zwei Drittel des Halbmeflers von 
dem Gentro C abjtehen und deshalb in ih- 
ver ftetigen Folge den Bogen A, Mı Bı 
bilden. Es liegt alfo der Schwerpunft S 
des Ausichnittes in dem dieſes Flächenſtück 
halbirenden Halbmeſſer UM und in der 
Entfernung 


Sig. 142. 


Schnee 2 CA 
Bogen " 3 


4 sin.! 
u en 


infofern » den Halbmeſſer CA des Sectors 
md 4 den den Gentriwinfel A CB deſſelben meſſenden Bogen bezeichnet. 
Sir die halbe Kreisflähe it 0 — m, sin.V,B — sin. 90° —1, 
daher: 


Bye 








4 14 
— — — ( 2 . . — 
y— 7377 *0642447 oder ungefähr 25? 


Für einen Quadranten folgt: 





7A 12 
— 2 . AT = Y r = 0,6002 r 
3 Ihr an 
umd für einen Sertanten: 
4 au 2 
= - — r — —r — (0,6366 r. 
y 3 Tara X ’ 


Ter Schwerpunft eines Kreisabfhnittes ABM, dig. 143, $. 114 
Fig. 143. ergiebt jic, wenn man das Moment deg 

Abjchnittes ABM gleid) fegt der Diffe- 

venz der Momente des Ausjchnittes 

ACBM und des Dreiedes ACB. 

Iſt r der Halbmeſſer CA, s die Sehne 

AB und A der Flächeninhalt des Seg— 

mente8 ABM, jo hat man das Mo- 

ment des Ausjchnittes: 





vr. Bogen Schu 2 1 


erner das Moment des Dreiedes: 





* — V PER: SEE / a 3 9 88 
u 2 — br g * — —— one dm 
* = — ——— —— ie er ‘ 

zreef mal CS, 5 413 4 3 12» 


und demnach das Moment des Abjchuittes A: 
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— RE sr? PT .:® 

4. B=4=2zsr - (ES). 
3 

Es ift folglicd) der gefuchte Abjtand: 4 — r 4 


- —— —1 
Für den Halbkreis iſts = 2r md A — —arr?, daher: 


8r? 4r 


— ar 37 


12. 

wie oben gefunden wurde. 
Auf gleiche Weiſe beſtimmt ſich auch der Schwerpunkt S eines 
Fig. 144. Ringſtückes ABDE, ig. 144, denn 
dieſes iſt die Differenz zweier Sectoren 
ACB und DCE. Sind die Halbınef- 
arCcA=rmdCE= nr, um die 
Sehnen AB= sı md DE — s, ſo 
erhält man die ſtatiſchen Momente der 


N sr) Hr 
Sectoren Eu ud an, daher das 





ſtatiſche Moment des Kingftüdes: 


2 2 . 
M— — ‚ oder, da — — — ift, 
81 71 
FE — 1, — F Sı j 
3 71 


Der Inhalt des Ringſtückes it FF Er — er ny — 4 —5 — 9). 


wofern 4 den dem Centriwinkel ACB a Bogen — 
folgt demnach der Schwerpunkt S des — — den Abſtand 
nern 2 - (37 Sehne 
ES DS Sfr er 3 nB — Bogen 
4 sin. 3 — r 





Beiſpiel. Sind die Halbmeſſer der Stirnfläche eines Gewölbes r, — 5 Auf 
und 7, — 3 Ruß, und iſt der Centriwinkel dieſer Fläche 8% — 130°, fo felat 
der Abitand des Schwerpunftes diefer Fläche vom Mittelpunfte: 

„_ + sm.650 5°— 3,597 4.090063 125 — 42,875 _ 3,6252 . 82,125 
Yy— Farce. 1300 ' Br —308 3.220080 ° 25 — 1225 6,8067 . 19,75 
— 3,430 Ruf. 


$. (115)  Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul. Tie 
Beſtimmung des Schwerpunktes ebener Flächen läßt ſich mit Hilfe des 


$. 115.] Die Lehre vom Schwerpunfte 193 


höheren Calculs wie folgt bewirten. Es ſei ANP, fig. 145, die ge- 
gebene Fläche, AN — x ihre Abfeiffe und NP— y ihre Ordinate. Der 
Inhalt eines Elementes N MP derfelben ift 
oF — ydr (vergl. analyt. Hülfslehren, Art. 29), 
Zig. 146. folglich das Moment defjelben in Hinficht auf 
die Ordinatenare OY: 
OM.OF— AN.OF— xzyör; 
jegt man daher den Abjtand ,S — AK des 
Schwerpunftes S der ganzen fläche F’ von der 
Axe AY, — u, fo hat man: 
Fu — [x yor, 
und folglid): 
[ zyOx BR; zy0z 
F J: yex 
Da der Müttel- oder Schwerpunkt MM des Glemente® N MP von der 
Abſeiſſenaxre AX um NM — !,y abjteht, jo ift dag Moment von OF 
in Hinficht auf diefe Are AX: 
NM.öF— , /0 = !y?öx; 
jegt man daher den Abjtand AS — AL des Schwerpunftes S der ganzen 
Flache F' von der Are AX, — „ fo iſt 
Er [a y?°x, und daher 
———— — 08 — . F — 
F 7 yor 
3.82. für die Parabel, deren Gleichung 4? — px oder y = V» a 
it, hat man: 














— 
= 2), 2 — 
2/, — — 
alſo: 
LS— AK= '/;AN, und dagegen 
[pr°x rm) 02 — 1/, 1? 
r = 1, a = 1/, Vp 7 == U, V» — 
Vpfz"or —— [aa 
== *4 V px = "sy, 
alio: 


KS=AL=!%,NP. 


Beisbach’s Lehrbuch d. Mechanik. I. 13 
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$. 116 Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunft von der 
frummen Oberfläche (dem Mantel) eines Cylinderg ABCD, 
Fig. 146. Fig. 146, liegt in der Mitte 8 ber Are 
MN diefes Körpers; denn alle ringförmt- 
— — gen Elemente des Cylindermantels, welche 
IT man erhält, wenn man parallel zur Baſis 
Schnitte durch den Körper führt, find unter 
ſich gleich und haben ihre Schwer- und 
Mittelpunfte in diefer Are; es bilden aljo 
diefe Schwerpunfte eine gleichförmig jchwere 
Yinie. Aus denfelben Gründen liegt aud) 
der Schwerpunkt von der Umfläche eines 
Prismas im Mittelpunkte der die Schwerpunfte der Umfänge beider Grund— 
flächen verbindenden Geraden. 

Der Schwerpuntt S des Manteld von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 147, liegt in der Are des Kegels und ift um ein Drittel diejer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Spige C entfernt; denn 
diefe krumme Fläche läßt ſich durch gerade Yinien, welcde man Seiten des 
Kegels nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis ZTK bilden, welcder um zwei Drittel der Are 
von der Spige C' abjteht, und deſſen Schwer- oder Mittelpunft S in die 
Ure CM fällt. 


Fig. 147. Fig. 148. 








Der Schwerpunkt einer Kugelzone ABDE, Fig. 148, und ebenfo 
der Schwerpunkt einer Kugelſchale (Calotte) Liegt im Mittelpunfte S ihrer 
Höhe MN; denn es hat, den Lehren der Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Cylindermantel FGHK gleichen Inhalt, deffen Höhe gleich ift der 
Höhe MN und deſſen Halbmefjer gleicd) ift dem Kugelhalbmeſſer CO der 
Zone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringförmigen Elementen 
ftatt, die man erhält, wenn man durch diefe beiden krummen Flächen unend- 
(ich viele Ebenen parallel zu den Grundkreiſen derjelben legt; es fällt diefem- 
nad) der Schwerpunft S der Zone mit dem des Cylindernanteld zujammen. 
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Anmerfung. Der Schwerpunft von dem Mantel eines fchiefen Kegels oder 


einer ſchiefen Pyramide ſteht zwar um ein Drittel der Höhe von der Baſis ab, be- 
Andet fih aber nicht in der von der Spike nad dem Schwerpunfte des Umfanges 
ver Balls gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Bafis den Mantel in 


Ringe zerlegen, die an verfchiedenen Stellen ihres Umfanges verichievden breit find. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- 
mas AK, ig. 149, ift der Mittelpunkt S derjenigen geraden Yinie, welche 
Rig. 149. die Schwerpunfte M und N der beiden 
Srundflähen AD und GK verbindet; 
denn das Prisma läßt ſich durd; Schnitte 
parallel zur Bafis in lauter congruente 
Scheiben zerlegen, deren Schwerpunfte in 
MN fallen, und in ihrer ftetigen Folge die 
gleihförmig ſchwere gerade Linie MN ſelbſt 
bilden. 

Aus demfelben Grunde befindet ſich aud) 
der Schwerpunkt eines Cylinders in der Mitte der Are dejlelben. 

Der Schwerpunkt einer Pyramide ADF, Fig. 150, fliegt in der geraden 
Mine MF von der Spige F nad) "dem Schwerpunfte M der Bafis; denn 
alle Schnitte, wie NOPQR, haben wegen ihrer Aehnlichkeit mit der Baſis 
ABCDE ihre Schwerpunfte in diefer Yinie. 

Fig. 150. Fig. 151. 





D 





it die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, ig. 151, fo läßt ſich jeder der 
vir Edpunfte ald Spige und die gegenüberliegende Fläche als Baſis an- 
iehen; es beftimmt fich daher der Schwerpunft S in dem Durchſchnitte von 
jwei aus den Eden D und A nad) den Schwerpunkten MM und N der gegen- 
überliegenden Flächen ABC und BED gehenden geraden Linien. 

Giebt man noch die geraden Pinien EA und ED an, jo hat man (nad) 

” 13* 


8. 117 


s. 118 
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$. 109) EM — !',EAwmd EN = U,ED; es ift daher MN parallel 
zu AD und — !/, AD, fowie auch das Dreiet MNS ähnlid dem Dreiede 
Riga. 152. DAS. Dieſer Aehnlichkeit zufolge 
hat man wieder MS !j, DS, 
oder DS—=3MS, alo MD=MS 
+ SD=4NMS, ımd umgekehrt, 
MS—1,MD. De Schwer— 
punft der dreifeitigen Pyramide liegt 
aljo um ein Viertel derjenigen Pine 
von der Bajis ab, weldye die Spitze 
D der Pyramide mit den Schwer- 
punfte M ihrer Baſis verbindet. 

Giebt man noch die Höhenlinien 
DH und SG an und zieht man die 
Yinte HM, jo erhält man die ähn- 
lichen. Dreiefe DHM und SGM, 
in welchen [nach dem Borign, Sa —= !,DH if. Man kann alſo be 
haupten: der Abjtand des Schwerpunktes S einer dreifeitigen Pyramide iſt 
von der Baſis gleich ein Viertel, und der von der Spite gleich drei Viertel 
der Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Da endlich jede Pyramide, und ebenfo jeder Segel, aus lauter gleich hoben 
dreifeitigen Pyramiden zufammengefegt ift, jo fteht auch der Schwerpunkt 
aller Pyramiden und Kegel um eim Viertel der Höhe von der Grundfläche, 
jowie um drei Viertel derjelben von der Spige ab. 

Man findet alfo den Schwerpunkt einer Pyramide oder den eines Kegels, 
wenn man in dem Abjtande, ein Viertel der Höhe von der Baſis, eine Ebene 
parallel zu diefer legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchſchnitt deijelben mit der die Spige und den Schwerpunkt der 
Baſis verbindenden Geraden aufſucht. 








Kennt man die Abftände AA, BB, u. ſ. w. der vier Eckpunkte einer 
dreifeitigen Pyramide ABCD, fig. 153, von einer Ebene HK, jo 
erhält man den Abſtand SS, des Schwerpimftes S von diefer Ebene durch 
den Mittelwerth: 

Re. AA, + BB, + CC, + DD, 
4 * 1 a a — * 
wie ſich folgendergeſtalt beweiſen läßt. 

Der Abſtand des Schwerpunktes M der Baſis ABC von eben dieſer 
Ebene ift (S. 109): 

„AAı + BBı + 06 


M AI, — 
3 
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und der Abftand des Schwerpunkte S der Pyramide läßt ſich jegen: 
SS = MM + '\(DD, — MM,)), 


Fig. 153. 





wofern DD, der Abjtand der Zpige it; es folgt daher aus der Nerbins 
dung der beiden legten Gleichungen: 
AA +BB +CG+DD, 
4 
Ter Abſtand des Schwerpunktes von vier gleichen, in den Edpunften 


der dreifeitigen Pyramide angebrachten Gewichten ift ebenfalls gleich dem 
arithmetiſchen Mittel 


88—— MA, + DIE 


43. BE EHRE Hp, 

x u — 
folglich Fällt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpunkte von 
dieſem Gewichtsſyſteme zuſammen. 


Y — 


Fig. 154. Anmerkung. Auch die Volu— 
menbeſtimmung einer dreiſeitigen Py— 
ramide aus den Coordinaten ihrer 
Eckpunkte iſt eine ſehr einfache. Le— 
gen wir durch die Spitze () einer 
ſolchen Ppramide ABCO, Kia. 154, 
drei Srundebenen XY, XZ, YZ, 
und bezeichnen wir die Abitände ver 
Eckpunkte 4, B, CU ven diefen Ebenen 
durch 2,,29,295 Y1, 40, Yg UND, C, X, 
jo {ft das Volumen der Pyramive: 
V=% la y 2ı 
+ #3 Yyı293— (CıYs23 + 2 Yı 23 
+ %3Ya2,)]; 
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wie ſich ergiebt, wenn man die Pyramide als das Aggregat von vier fchief abge: 


fchnittenen Prismen anfteht. | 
Die Abftände des Schwerpunftes diefer Pyramide von den Drei Grundebenen 


y2z, zz und zy find: N 
— Tata, „„Atutm, und ‚„—Aıta — 


8. 119 Da ſich jedes Polyeder, wie ABCDO, Fig. 155, in lauter dreiſeitige 
Pyramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, fo kann man aud) den 


fig. 155.1 





Schwerpunft S deffelben finden, wenn man die Volumina und ftatischen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Edpunfte A, B, C u. ſ. w. von den durch die 
gemeinſchaftliche Spige O aller Pyramiden gelegten Coordinatenebenen 
YZ, XZ und XY: z, %, &% u |. w., Yı, 9, Us u. |. w. und 21, 2, 23 
u. |. w., jo hat man die Volumina der einzelnen Pyramiden: 


N =H+t ls Yyars +22 9 21 + 23Yyı 83 — Fı Ys 22 — aYı 23 — Fa Yazı), 
V=H day + 23 Y4 22 + Ya 25 — FayıRz — Ua yızı — Ku Ya 2) 
u. |. mw. und die Abftände ihrer Schwerpunkte von den gedachten Ebenen: 


u _a4t+%+2 _MtetU | _zät%+% 
| 83 ’ vi — SEE Fr m; — ’ 
4 4 4 
Es Ta L qQ F4 F4 £ 
„„rtatn, vg — Ya — ws = — u u. J w. 


Aus dieſen Werthen berechnen ſich endlich die Abſtände u, v, w des 
Schwerpunftes S des ganzen Körpers mittelft der Formeln: 
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— Nu+Nnwt--- — N,vb+Nr+t:-- 
Zee Feel Zu Farmer 
— Pr w + V,w, — 
Ze Feen 


und 


Beifpiel. Gin von ſechs Dreiecken begrenzter Körper ABCDO, Fig. 155, ift 
durh folgende Goordinatenwerthe feiner Eckpunkte beitimmt, und man fucht die 
Geordinaten feines Schwerpunftes. 
























— Vierfache 
ec j — Vierundzwanzigfache 
erh Die — Inhalte — ſtatiſche Momente, 
der dreiſeitigen Pyramiden 
punkte. 
ABCO un BCDO. 
T I 2818 24 Vnau |24 Vn vn 124 Va 0 
— En 134 
20/23/41 20.29.28 20.40.30 
j 6= —* — * —=31072|77| 929923925442858624 | 307612 
45/2930 41.45.40 41.12.29 
12/40/28 45.35.28 45.40.20 
6Vr= — — 129.28.38/ 17204195 104 78 1634380 17892 16 134191 
3835 20 30.38.40 30.12.35 
Summe 48276) ..... 4026924 [4647840 | 4418041 


Aus den Grgebnifien diefer Rechnung felgen nun die Abftände des Schwer: 
punftes S des ganzen Körpers von den Ebenen YZ, XZ u X Y: 
1 4026924 


Anmerfung. Man fann natürlih den Schwerpunft eines Polyeders auch das 
durh finden, daß man baflelbe auf zweierlei Weife durch je eine Ebene in zwei 
Stüde zerlegt, die Schwerpunfte je zweier Stüde durch eine Gerade verbindet und 
den Durchfchnitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien des 
Volyeders find, fo ift natürlich ihr Durchſchnitt auch Schwerpunft des Körpers, 
Wenn das Polyeder fehr viele Ecken hat, fo ift jedoch diefe Beitimmungsweife fehr 
weitläufig, da man dann die Zerlegung des Körpers in Stücke jehr oft wiederholen 
muß. Bei dem fünfedigen Körper in Fig. 155, welcher auf zweierlei Weiſe in je 
zwei dreifeitigen Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerpunft im Durchſchnitt 
der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je zwei dieſer Pyramiden mit eins 
ander verbinden. 
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8. 120 Der Schwerpunft einer abgeftumpften Pyramide ADOQN, 
Fig. 156, Liegt in der Yinie EM, welche die Schwerpunkte beider (parallelen) 


Fig. 156. Grundflächen verbindet. Um nod) den 
v Abſtand dieſes Punktes von einer der 

— Grundflächen zu beſtimmen, hat man 
Fi die Volumina und Momente der voll: 
ff] H : jtändigen Pyramide ADF und der Er: 


gänzungspyramide NQF zu ermitteln. 
Sind die Inhalte der Grundflähen AD 
und NQ, — (, und G,, und ift der 
Normalabftand beider von einander — h. 
jo beftimmt fich die Höhe = der Ergän- 
zungspyramide aus der Formel: 

G _(k+2) 





(Fa =. x? i 
h G h V@ 

de % + Ga’ alle e v6 —- V& ' 

A "VG, 
fowie h+ı= „— —|] = giebt. 

VezyVo. 

Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Baſis G, 

ft nun: 
G (h +2) h+% h?G} 





= —— 


3 : Va—V@) 
fowie das der Ergänzungspyramide: 
Gr x nV @; 26 
6 Fr 2)= 1 —— a — 
Vc-VG, VG-VG. 
es folgt daher das Moment der abgekürzten Pyramide: 
h? 


eV Vo: [6 —4(V 9 0} — 69 — 6} 
— VaR+3CH_M 
I200 —2\d%+G) 12 
Nun ift noch der Inhalt der abgefitrzten Pyramide: 
h 
’=(4H+VYG +6); 


= ergiebt ſich endlicd, der Abftand SS, ihres Schwerpunftes S von der 
aſis: 


(1 42VGG. .36) 


G+2Vom+36 I 
G, + GG + G, 4 
Ter Abjtand S, S diefes Punktes von der Mittelebene K7,, welche die 


Höhe h der Pyramide halbirt und mit den Grundflächen derjelben parallel 
läuft, ift: 
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a 


a ya +V +) +2V GE + 3] 
4 +Va6G +6 4 


- ya (r — (r, h 
a+Yan+a/t 
Sind die Halbmeijer der Grundflähen eines abgefürzten Kegels r, 

und r, iſt alfo 9, — Irf ud ,—=rr?, jo hat man für diefen 
* -+ ar, NY, En 3r} h 


— — — — und 
r? T rurz 47 4 


y= 


Beripiel. Der Schwerpunft eines abgefürzten Kegels von der Höhe Ah — 20 
3ell und den Halbmeilern r — 12 und r, = 8 Zell liegt, wie alle Mal, in der 
de Mittelpunfte beider freisformigen Grundflächen verbindenden Yinie, und fteht 
von der größeren um 
122+2.12.8+3.82 5.5283 __ 2640 
2 T12.8+8 304 304 





er Pie — 8684 Zell ab. 

Cin Obelist, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären Grundflächen 8. 121 
und von vier Trapezen umijchloilener Körper ACOQ, Fig. 157, läßt ſich 
in ein Parallelepiped AFRP, in zwei 
dreifeitige Prismen EIIRQ und GKRO 
und in eine vierjeitige Pyramide J/KR 
zerlegen; man kann daher mut Hülfe der 
Momente diefer Beitandtheile den Schwer: 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es läßt Nic) jehr leicht einjehen, daß 
die gerade Linie von der Mitte der einen 
Baſis nad) der Mitte der anderen, Schwer: 
linte diefes Körpers iſt; es bleibt alſo 
nur noch der Abjtand des Schwer: 
punftes von der einen Baſis zu beſtimmen übrig. Bezeichnen wir die Pänge 
BC und Breite AB der einen Baſis durd) /, umd b,, ſowie die Yänge Q R 
und Breite PQ der anderen Baſis durd) 7, und b,, und die Höhe des 
Körpers oder den Abftand beider Grundflächen von einander, durd) 4. Danu 


Sig. 157. 
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ıft der Inhalt des Parallelepipeds — b;1,h, und das Moment deflelben 
h 

byloh-— — Vgby1,h?, ferner der Inhalt der beiden bdreifeitigen Prismen 

— (lb —b) a + [1 —]b,)— 
und deren Moment 
hh 

= (bb) +) 5, 


endlich der Inhalt der Pyramide 
— (bi —b) (ı—1)< 
h 


und deren Moment 
4 


= en 
Hieraus folgt das Volumen des ganzen Körpers 
V—=(6bsl, +3b +31, db, — 6b, +2D, I, +2b,1, — 2b, ,— 2b,1 ) — 


— () bih 42— 


ſowie deſſen Moment: 
y—= (bala +26, +21, — Abl +b,, +, —bh a — 1 by) 


—=(3b,l; +bh,+bi; +b,lı) 
und es ergiebt fich der Abftand feines Schwerpunftes S von der Grund: 


_ bhr3bh+tbbtbl Rh 
; 2 


fläche b, T, : 
PT + tat zT, 
Es läßt fi) auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe) 


bb +b ta — 
ae; u: 23 
jegen. Der Abftand des S — y, von * mittleren Querſſchnitts⸗ 





ebene beſtimmt ſich durch die Formel: 
b, I, — be 
t, 
3b +) (u +) + (ld — de) (ı — Le) 


— 
elliptiſchen Grundfläcen. Sind die Halbaren der einen Grundfläche a, und db, und 


h 

y= t 

9. Dieſe Formel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
die der anderen a, und b,, fo iſt das Volumen eines folchen Körpers (Kübels): 


Anmerfung 
= F (2a,b, +2agb, + a,b, + aybı), 


und ber Abftand feines Schwerpunftes von der Baſis ra, b, 
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4b +3, tab, tab, A 
25, +2, +ab&,+ad, 2 
Beifpiel. Gin Teihdamm ACORQ, Rig. 158, von 20 Fuß Höhe, ift unten 
250 Ruß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Ruf lang und 15 Fuß breit; 
fig. 158. 





man ſucht den Abitand feines Schwerpunftes von Joer Baſis. Hier ift db, — 40, 
ı = 2350, db, = 15, I, = 400, und A—= 20, daher der gefuchte Verticalabitand: 
40.250 +3.15.400 + 40.400 + 15 . 250 


— . 20 
’7390.20+2.15.410440.100+15.30' " 
4775 1910 
= I ,0 = I — 9297 Ruf. 
5175 07 = 9227 Buß 


Dreht ſich ein Kreisausfchnitt ACD, ig. 159, um feinen Halbmeffer 
CD, jo entfteht ein Kugelausſchnitt A CB, deſſen Schwerpunkt wie folgt 
Fig. 159. beftimmt wird. Man kann fich diefen Kör- 
per als einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unendlid, dünnen Pyramiden vorftellen, 
deren gemeinfchaftliche Spite der Mittel 
punft C ift und deren Grundflächen die 
Kugelmüge ADB bilden. Die Schwerpuntte 
aller diefer Pyramiden ftehen um 3/, bes 
Kugelhalbmeffers CD vom Mittelpunfte Cab, 
es bilden daher diefelben eine zweite Kugel- 
müge A, D, B, vom Halbmeifer CD, 
— ®/, CD. Der Scwerpunft S diefer 
krummen Fläche ift aber auch der Schwerpunft des Kugelausfchnittes, weil 
Nidh die Gewichte der Elementarppramiden auf diefe Fläche gleichförmig ver- 
teilen, diefe alfo gleichförmig ſchwer ausfällt. 
Segen wir mm den Halbmeſſer OA— CD— r und die Höhe DM 
der äußeren Galotte — h, jo erhalten wir fitr die innere Calotte 
CD, = ®/yr, und MD, — ®/;h, folglich (8. 116) SD, — \, MD, 


— sh und den Abftand des Schwerpunftes des Kugelausfchnittes vom 
Mittelpuntte C: 





10 J 
(S=(CD—SD= ut tyhh=' (7 — 


Für die Halbkugel iſt z. ®.% — r, daher der Abſtand ihres Schwer⸗ 


punktes 8 vom Mittelpunkte C: 


re 
CS= 3/, . 7 — Sg Y, 


‘ 


123 


121 
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Den Schwerpunft S von einen Kugelfegmente ABD, fig. 160, er- 

Fig. 160, hält man, indem man das Moment 
dieſes Segmentes gleichjegt der Diffe— 
venz zwilchen den Momente des Aus» 
ichnittes AD BC und dem des Kegels 
ABC. Bezeichnen wir wieder den 
Kugelhalbmeſſer U Ddurd r und die 
Höhe DM durch A, jo erhalten wir 
das Moment des Ausichnittes 





—= Y,arth.; 2 r—h)=N,arth(2r—h). 

und das des Kegels 

—= I, ah(2r —I).(r—I).?,(r —h)=!, ah(2r—h)(r — h)?: 

daher ijt da8 Moment des Kugeljegmentes 

Vy=\,ah(2r—Ih)(r? — [r— I1])=!,ah?(2r — h)%. 
Der Inhalt dieſes Segmentes ift aber 

Vv=\Y,al!(är—h); 

es folgt daher der in Frage ftehende Abjtand: 

ah QAr—hi „, (Ar—h) 


089-7), 7m r—h) " Br—h 


Set man wieder h — r, fo geht das Segment in eine Dalbfugel 
über, und es folgt wie oben, US — ® sr. 

Diefe Formel gilt jelbft für das Segment eines Sphäroides A,DB,, 
welches entjteht, wenn ſich der elliptiiche Bogen DA, um die große Halb- 
are UD— r dreht; denn zerfchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Bafis AB in lauter dünne Scheiben, jo ift das Verhältniß 

MA! CE m 
— — — —, wenn b die 
MA? UE? r 


feine Halbaxe der Ellipfe bezeichnet. Man muß aljo jowohl das Volumen, 











von je zwei derjelben unveränderlich — 





z s b? —— 
als auch das Moment des Kugelſegmentes durch = multiplicıren,, um das 
i 


Volumen und das Moment des Zegmentes vom Sphäroid zu erhalten, und 


z — * Moment — 
verändert dadurch den Quotienten CS — 5 um Nichts. 
Volumen 
aaa, se „‚(@r— M: RR 
Es iſt überhaupt US—y—}°’, — wober x die Größe Der: 
. u — J 


jenigen Halbaxe bezeichnet, um welches ſich die Ellipſe bei Entſtehung des 
Sphäroides dreht. 


Anwendung der Simpson'schen Regel. Um den Schwerpunkt 
eines ungejegmäßigen Körpers ABUD, Fig 161, zu finden, zerlege 
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man denjelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in diinne 
Scheiben, beftimme die Inhalte der erhaltenen Durchichnitte und deren Momente 
in Hinficht auf die ala Bafis dienende erfte Parallelebene A B, und vereinige 
Fig. 161. endlich beide durch die Simpſon'ſche Regel. 
Zind die Inhalte diefer Durchichnitte 
Fy, Fi, Fa, F3, F, und ift die ganze Höhe 
oder der Abjtand MN zwiſchen den äußerſten 
Parallelebenen, — h, jo hat man das Volu- 
men des Körpers nach der Simpfon’ichen 
Kegel (annähernd): 


„Be: Y=(R+4F+2PR,+4F, HR) 





Multiplicirt man noch in diefer Formel jede Fläche durd) ihren Abjtand 
von der Baſis, jo erhält man das Moment des Körpers, nämlich): 
s hıh 
"y=(0.R,+1.4FR +2.2PrR+3.4F, + iR) >72; 
und es giebt die Divifion beider Ausdriide durch einander den gejuchten 
Abſtand des Schwerpunftes S: 
(O. FC +1.4F, +2.2F,+3.4F,+4.F,)h 
+4 +2, +4F+ FR 4 
Iſt die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, jo hat man: 
_0.F,+1.4Fı+2.2F,+3.4F,+4.2F,+5.4F,+6.F, ıı 
u FR+4Fh +23 +4F,+2 FA +4F,+Fs 3 
Es ift leicht zu erachten, wie man diefe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert diefe Negel, daß die Zahl 
der abgejchnittenen Stücke eine gerade, die Flächenzahl alfo eine ungerade ift. 
In vielen Fällen der Anwendung genügt die Beitimmung eines Ab— 
ftandes, weil außerdem noch eine Schwerlinie befannt if. Die in der 
Praris gewöhnlich vorfommenden Körper find auf der Drehbank erzeugte 
Rotationsförper, deren Rotationsare die Schwerlinie der Körper ift. 
Endlich findet die Kormel aud) ihre Anwendung bei Beitimmung des 
Kia. 162, Schwerpunftes einer Fläche, in welchem Falle die 
Querſchnitte Fo, Fi, F, u. |. w. in Yinien über— 


gehen. 


:. Me 


Beifpiel 1. Kür das paraboliſche Conoid ABC, 
Fig. 162, welches durch Umdrehung des Parabelitücdes 
ABM um feine Are AM entitanden ift, erhält man, 
wenn man mur einen Mittelichnitt DN E vurdführt, 
Kolgendes: 

Es jei die Höhe AM — h, der Halbmeiir BM = r, 


AN— Nn—! und daher ver Radius DN—rVY, Der Inhalt des 
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jr P — 2 
Schnittes durch 4 iſt A, — 0, durch N F =nDN— — und durch 
M, F, = nr? Hiernach folgt das Volumen dieſes Körpers: 

‚_ Rh i ; h 

v =z(0+ 4F\, +f)=z@nr+ nr) =Ynrh=,Y,Foh; 
jowie das Moment veflelben: 

: h? ’ 
— y=75 (1.277, +2.nr)= \Y\nrıh?= 1, Fy,hR, 
und daher der Abitand feines Schwerpunftes S vom Scheitel: 
Y, Fyh? 


AS=y= #—-— = %h. 


Y,F,h 
Fig. 163. Fig. 164. 





Beiſpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 164, bat die mittleren halben Weiten 
to = 130ll, r, = 1130ll, r, = 0,9 Zoll, r, = 0,7 Zell, r, = 0,4 Zell bei 
einer Höhe MN = 2,5 Zoll; man fucht den Schwerpunft S feines Kaflungsrau: 
mes. Die Duerfchnitte find A,—=1.7,F,=121.7, F,=0,81.7, F, = 0,49 .n, 
F,=0,16., es it daher der Abitand feines Schwerpunftes von der Horizontal: 





ebene AB: 
‚.0.17-+1.4.121.”-+2.2.0,817 43.4.0497 4+4.0,16.2 2,5 
I SF ee Sb ee end 
17 +4.121n-+2.0,817+4.0,49n -+ 0,16. 4 
14,60 2,5 36,50 ac 
u —⏑ —⏑⏑ — — 0,9502 IE, 
"7 TOBE. 4 De 6 


Der Kaflungsraum it V=9,58n. == — 6,270 Eub.:Zoll. 
125) Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rota- 
tionskörpern. Die Schwerpunkte krummer Flächen und frummflächiger Körper 
Fig. 165. von beftimmten Formen laſſen ſich allgemein nur 
mit Hilfe dev Differenziale und Integralrechnung 
beftimmen. In der Praxis kommen vorzüglid) 
die Rotationsfläden und Rotationskörper 
vor, daher möge im Folgenden aud) nur von der 
Beftimmung der Schwerpunkte diefer Gebilde 
die Rede fein. Dreht fich die ebene Curve AP, 
dig. 165, um die Are AC, jo bejchreibt fie 
eine jogenannte Rotationsfläche APP,, umd 
dreht fich die von der Curve AP und ihren 
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Coordinaten AM und MP begrenzte Flähe A PM um eben diefe Are, fo 
wird dadurch ein von der Rotationsfläche APP, und von einer Kreisfläche 
PMP, begrenzter NRotationsförper erzeugt. 

Bezeichnen wir die Abſeiſſe AM durd) x, die entjprechende Ordinate MP 
durch y, jorwie den zugehörigen Bogen A _P durd) s, ferner das Abſeiſſenele— 
ment MN — PR durd) Or, das Ordinatenelement Q R durd) 9 y und 
dad Curvenelement PQ durd) Os, jo haben wir den Inhalt des bei der Ro— 
tatoin von Os durchlaufenen glrtelförmigen Elementes PQ Q, Pı der Ro— 
tationsflähe APP, = 0, 

00=22.PM.PQ=2znyös, 
und dagegen den Inhalt des von diefem Flächenelemente umgürteten Elementes 
des Rotationskörpers APP, = V: 

6V—naPM:.MN—=ay:6a. 

Weil beide Elemente um die Abſciſſe z von einer durch A gehenden und 
auf der Are A C wintelrecht ftehenden Ebene abjtehen, jo ift das Moment 
vn 00: 

200 —=2zıy0s, 
und das von OF’: 
z0oV=nxy?dx. 
Da nun 0— [ 2ny0s — 2m [ yös, und 


= [any — a [y20x 
it, und dem legteren zufolge das Moment von O: 
[ 2axyos = 2m [ xyos, 
und das von V': 
SrmeyPor— a ay?0r 
ſich ergiebt, jo iſt demnach der Abftand AS —y des Schwerpunftes S von 
dem Anfangspunfte A: 
1) für die Rotationsfläde: 
An/ayos Jryos 
u Om/yos [vos 
2) für den Rotationskörper: 
a [zy?0x [ay!os 


u — = — 
x / y?ox J y?ox 
3.2. für eine Kugelcalotte mit dem Halbmeſſer CQ — r hat man, 
da hier 


, und dagegen 





PQ_CQ „,,&%_r EN. 
PR ON’ d. i. = 7 0 ys rods if: 
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(Vergleiche $. 116.) 
Fuür das Hugelfegment ift dagegen, da ſich „P—2rr — r? jegen läßt: 
Sare—ay)zd2 [ararox— [26x 


f« r2 — 2?) 0x  [arrox — [0x 


rat (Mr — ur) ( r—3r\r 





AS=u= 


——_ —— — — — 
— — — — 


r 2? — \/,x° r— \Usx 3r—ır 4 : 
und folglich: 
| ‚2 r — rn)? 
# 4 — 3/ ee — V 8. * 
CS=r—u=?), — Vergl. $. 123.) 


. 125 Guldinische Regel. (ine intereffante und zuweilen jehr nügliche An- 
wendung der Pehre vom Schwerpunkte ijt die Guldinifche Regel oder die 
barycentrifche Methode (franz. methode centrobarique; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diejer zufolge ift der Inhalt eines Rotations— 
förpers (oder einer Notationsfläche) gleich dem Producte aus der Er- 
zeugungsfläche (oder Erzeugungslinte) und dem bei der Erzeugung des 
Rotationsförpers (oder der Notationsfläde) durdylaufenen Wege ihres 
Schwerpunftes. Die Nichtigkeit diefes Sages läßt ſich auf folgende Weiſe 
darthun. 
Dreht ſich die ebene Fläche ABD, Fig. 166, um eine Are X X, fo be 
Kia. 166, jchreibt jedes Element Fi, Fa u. ſ. w. 
£ derjelben einen King; find die Ent- 
fernungen F} A), Fa Az u. |. w. die 
jer Elemente von der Umdrehungsare 
XX —=r,r, u.f.w. und ift der Um- 
drehungswinfel FKFR—=SCS, —a", 
alfo der entjprechende Bogen für den 
Halbmeffer 1, — «, fo find die 
bogenförmigen Wege der Elemente 
— r1 c, 130 u. ſ. w. Die von den 
Elementen F}, F, u. |. w. durdjlau- 
jenen Räume lafjen fic, als Frummgebogene Prismen von den Grundflächen 
Fi, Fo u. ſ. w. und von den Höhen vr, «, rz« u. ſ. w. anfehen, haben alfo die 
Inhalte Fir, @, Fyr,e@ u.f.w., und es ift ſonach das Volumen des ganzen 
Körpers ABDD, B, A:: 
V=Fnae+tPrna..=(Fır +Fır +...).0. 
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st CS—y, der Abjtand des Schwerpunktes S der Erzeugungsfläche von 
der Umdrehungsare, jo hat man auch: 


(FR ++. .)y=Fr +Fır +4», 
und folglicd; da8 Volumen des ganzen Körpers: 
V=(F +R+--)ye. 
Aber FR + Fy +++. ift der Inhalt der ganzen Fläche F und ya ift der 
vom Schwerpunkte S durchlaufene Kreisbogen SS; —=w; es folgt daher 
"= Fir, wie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt aud) für die Notation einer Yinie, weil fid) diejelbe 
als eine Fläche von unendlich Feiner Breite anfehen läßt, es ift nämlid) 
F=1w,d. h. die Rotationsfläde ift ein Product aus der Erzeugungs- 
linie (7) und dem Wege () ihres Schwerpunttes. 


Veiiviell. Beieinem halben Ringe mitelliptifhem Ouerfhnitte ABED, 
fg. 167, ſeien die Halbaren des Duerfchnittes CA=a un CB=b, un 
ver die Entfernung UM des Mittelpunftes C dieſes Schnittes von der Are 
AX, — r. Dann it die elliptiihe Grieugungsfläbe F=nab, und der Weg 
Ihres Schwerpunftes ((), m — nr; daher das Volumen diefes halben Ringes: 
Ven?abr, und’ das des ganzen Ringes: Y, —=2 V= 2ntabr. 

Sınd die Dimenfionen folgende: a — 5 Zell, b=3 Zell, r—=6 Zell, fo if das 
Volumen eines Viertelringes: 


1,.72.5.3.6—= 9,8696 ..5.9— 444,132 Bubifzell. 


Fig. 167. Fig. 168. 





N 


Beiiviel 2. Für einen Ming mit halbfreisförmigem Duerfhnitte 
ABD, Fig. 168, it, wenn O A — C B=a, den Halbmeiler diefes Querfchnittes 
um MC=r, ven des hohlen Naumes oder Halfes bezeichnet, das Volumen 
na3 _ 4a 

5 .22(r+2@) =na? (" r + #, a)- 





KR 


Beiſpiel 3. Drebt jih ein Kreisiegment ADB, Fig. 169 (a. f. ©.), um den 
mit feiner Sehne AB parallel laufenden Durchmefier EFF’, fo befchreibt es eine 
Kugel AD, B mit einer cylindrifhen Aushöhlung ABB,A,. Iſt nun A der 


Weiasbach's Lehrbinh der Mechauif. I. 14 
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Inhalt diefes Seqmentes und s die Größe der Sehne AB=A, B, deilelben, jo 
hat man nad $. 114 den Abitand feines Schwerpunftes S vom Mittelpunfte (': 


GR s? 
Üo=y= 154’ 
und daher das Volumen der erzeugten Hohlfugel : 
FE Te e — 
12 6 


Bei der Vollkugel iſt die Sehne oder Höhe der cylindriſchen Bohrung dem 
Durchmeſſer d der Kugel gleich geworden, daher der Inhalt derſelben: 
y_? d’ 


6b 





wie befannt. 


Beifpiel 4. Es jei die Oberflähbe und ver Inbalt der Kuppel ADB, Fig. 
170, eines Kloſtergewölbes zu finden, und zu dieſem Zwecke vie balbe Weite 


Fig. 169. Fig. 170. 





MA=MB=a un die Höhe MD—h gegeben. Aus beiden Dimenftonen 
folgt der Halbmeiler CA= (ÜD ves Grzeugungsfreifes: 

a2 + A? 

re * 
und der Gentriwinfel AU D=e«, wenn man jegt: 





h 
sın.a — — * 


Der Schwerpunkt S eines Bogens 
DAD,=2AD 
iſt beitimmt durch die Entfernung: 
Sehne MD rsin.« 
‚Sr. — —* 
© i Bogen AD a 
es iſt folglich der Abitand des Echwerpunftes S von der Are MD: 





‚ ferner UM =rcos.«, 


rsin « sin. « 


M S — 








— cos. « —r — cos. q ) 
und der Weg des Schwerpunktes bei Erzeugung der Fläche ADB: 


sin. « 
w=2nr(-, — 008. @ )- 
* / 
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Die Grzeugungslinie DAD, it 2r«, folglib ihre Hälfte AD,—=re, und 
vie von der legteren befchriebene Rotationsfläbe ADB: 


sin. « Eur 
O=ra.2ar(” —— — cos. «)=2n r? (sin. « — @ cos. «) 
dt s 


ju ſetzen. 
Schr gewöhnlich iſt «@® — 60°, alſo: 


nn. — 
«= 7,8in.a=!,V 3 und cos. x« Ns: 


daber folgt dann der gefuchte Inhalt: 
— 7 
N 2 0 — 921818. r2 
I=ar(V 3 =) = 2,1515 r2, 


Kür das Segment DAD, =A=r!(«e — Y,sin.2«) it der Abitand des 
Schwerpunftes vom Mittelpunfte C: 





_(2.MD) _,„, r’sin.a® 
—— er 
daber Abitand von der Are: 
r? sin. «3 


MS=CS—CM=%, — — — 5 cos. c, 


endlich der Weg dieſes Schwerpunktes bei einer Umdrehung um MD: 


nr 2nr® 
vw —— (%, r2sin. a3 — A cos. ()—= — 
a 0% ae 


Das Volumen des ganzen durch das Segment DAD, erzeugten Körpers ergiebt 
üb, wenn man diefen Weg durch A multiplicirt, und das Volumen der Kuppel 
mird gefunden, wenn man biervon die Hälfte nimmt, alſo: 


1%, sin. a3 — (" — sın.?2 «) C08, a]. 


V=nr[%, sin. ad — (a — \, sin.2.a) cos. «|. 
3.98. für 29 — 60°, alie: 


Wir — 
e—=z, Msina= 1, V 8, sin. 2« und cos. e — Y,, daher: 


V= nr3(% vs -- +) — 0,3956 . r®. 


Die Guldini'ſche Kegel findet aud) ihre Anwendung bei joldhen Körpern, $. 127 
welche entjtehen, wenn jich die Erzeugungsfläde beim Fortrücken ihres 
Schwerpunftes längs irgend einer Curve ftets winkelrecht gegen diefelbe ftellt, 
weıl fich jede Curve aus unendlich vielen und unendlich Heinen Kreisbögen 
zujammenjegen läßt. Es iſt aud) hier das Volumen des erzeugten Körpers 
das Product aus der Erzeugungsflähe und dem Wege ihres Schwerpunftes. 
Ebenſo ift diefe Hegel nod) dann anwendbar, wenn die Erzeugungsfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Projection des Weges ihres Schwer- 
punftes auf irgend eine Ebene, rechtwinkelig gerichtet bleibt. Es iſt hier aber 
die Erzeugungsfläce nicht mit dent Wege, jondern mit dev Projection des 
Weges zu multipliciren. 

14” 
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Hiernad) wird 5. B. das Volumen eines Schraubengewindes A IK, Fig. 171, 

Fig. 171. beſtimmt, durch das Product aus dem 
Duerjchnitt A BDE deijelben und 
aus dem Umfang des Kreifes, deilen 
Halbmeffer der Abjtand IS des 
Schwerpunktes S der Fläche ABDE 
von der Are CM der Scrauben- 
ſpindel ift. 

In manden Fällen kann man 
auch bei Beſtimmung körperlicher 
Räume die Guldini'ſche Regel mit 
der Simpſon'ſchen Regel vereinigt 
anwenden. Um z. B. den Inhalt 
des krummen Dammkörpers A, D, Bi D; As, Fig. 172, [zu finden, hat man 
nur nöthig, den Kriimmungswintel S, CS; — 25 CS =2Iı CH —P, 


Fig. 172. ” 








ferner die Querſchnitte AD—FR,, A,D,=F, und A,D,—=F;,, jowie 
die Abftände C So — r0. CSı =r und CS, —=r, der Schwerpunkte S,, 
S, und S, diefer Querſchnitte von der verticalen Gentralare C X zu fennen. 
Das Volumen V diefes Körpers beftimmt ſich dann durch die (formel: 





v—B (= Yo En 4 F\, r u= F} N Pr BB’ © rt 4 FF, r + F} T2 
an 6 ) 1809 6 ') 
— 0,01745 (= ei — B 2): 
; ) 


Sind die Halbmeffer »,, 7, und rg einander gleid), oder wenig von ein- 
ander verfchieden, fo fann man 19, — r, —=r,—r, und daher 


v=0,745 ßPr 5) jegen. 
) 


s. 128 Eine andere, mit der legten Regel in naher Verbindung jtehende Anwen— 
dung der Yehre von Schwerpunfte ift folgende. 
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Man kann annehmen, daß jeder [chief abgeſchnittene, prismatiſche 
Körper ABKL, fig. 173, aus lauter unendlid) dünnen Prismen wie 





Gi 


on 


F 


F, 6 beftehe. Sind nun Gi, G, u. f. w. 
die Grundflächen und A,, ha u.f.w. die Höhen 
diefer prismatiichen Elemente, jo hat man 
ihre Inhalte: 
G, h,, (F ha u. ſ. w,, 
und fonad) das Volumen des ganzen ſchief 
abgefchnittenen Prismas: 
V=Gh+G@h+t- 

Nun verhält ſich aber ein Element F. 
des fchiefen Schnitte® KL zum Elemente 
G, der Bafıa AB = G, wie die ganze 
ichiefe Fläche F zur Baſis G; es folgt 
daher: 


Y 


(Fr * 
*5 Fo u. ſ. w., und 


6 
v=7(hh+Rl+) 


Ta endlich Fi hı + Fahz + ++» das Moment FA des ganzen ſchiefen 


Zchnittes iſt, jo ergiebt ſich: 


—56* Fh=Gh, 


d.i. der Inhalt des ſchief abgefchnittenen Prismas iſt gleich dem 
Inhalte eines vollftändigen Prismas, weldes mit demfelben auf 
einerlei Grundfläche fteht und deſſen Höhe gleid) ift dem Ab: 
‚ Hande SO des Schwerpunftes S des jchiefen Scynittes von der 


Bafıs, 


Bei einem geraden und ſchief abgejchnittenen dreifeitigen Prisma ift, 
wenn Ay, du, und Az die Seitenkanten deijelben find, der Abjtand des Schwer: 
punktes des fchiefen Schnittes von der Baſis (1. 8. 109): 


A— 


h, 4 Ita Ez ha 
— — 


daher folgt das Volumen dieſes Prismas: 


v=Gh= 


+ h +) 
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Drittes Capitel. 
Gleihgewicht feftgebaltener und unterftügter Körper. 


. 129  Befestigungsarten. Die im erften Gapitel dieſes Abjchnittes ent- 
widelten Regeln iiber das Gleichgewicht feſter Kräfteſyſteme finden ihre An- 
wendung auc auf feite, von Kräften ergriffene Körper, wenn man dad 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunfte dejjelben an: 
greifende und vertical abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. h. jie fünnen der Einwirkung der Kräfte folgen, oder jie jind 
in einem oder mehreren Punkten feftgehalten, oder fie werden von 
anderen Körpern unterftüßt. 

Wird ein Punkt C, Fig. 174, eines feiten Körpers feitgehalten, jo fann 


Fig. 174. 





jeder andere Punft P eine Bewegung annehmen, deren Weg in die Ober: 
fläche einer Kugel fällt, die fich aus dem feftgehaltenen Punfte mit der Ent- 
fernung CP des anderen Punktes, ala Halbmefler, beichreiben läßt. Hält man 
hingegen einen Körper in zwei Punkten C und D feft, jo find bei jeder noch 
möglichen Bewegung die Wege von den übrigen Punkten Kveife, die ſich als 
die Durchfchnitte O PQ von je zweien, aus den feitgehaltenen Punkten be- 
fchriebenen Kugeloberflähen herausitellen. Diefe Kreife find unter “ich 
parallel und winkelrecht auf der geraden Yinie, welche die feften Punkte mit 
einander verbindet. Die Punkte der legten Pinie bleiben unbeweglich; e& dreht 
fi) alfo der Körper um diefe Pinie CD, die man deshalb auch Umdre— 
hungsare des Körpers nennt. Die auf diefer Are winfelvecht ftehenden 
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Ebenen, in welchen die verjcjiedenen Punkte umlaufen, heißen die Um— 
drehungsebenen des Körpers. 

Man findet den Halbmefjer MP des Kreiſes O PQ, in welchem ſich jeder 
bunlt bewegt, wenn man von demfelben ein Perpendikel gegen die Um— 
drehungsare CD fällt. Je größer dies ausfällt, deito größer ift aljo auch 
der Kreis, in welchem der Punkt um die Are herumgeht. 

Verden von einem Körper drei nicht im eine gerade Linie fallende Punkte 
jeftgehalten, jo fann der Körper in feiner Beziehung eine Bewegung anneh: 
men, weil ſich die drei Kugeloberflächen, in welchen ſich ein vierter Punkt 
bewegen müßte, nur in einem Punkte jchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Jede Kraft, welche durch 8. 130 
den feiten Punkt eines Körpers, 3. B. durch den Mittelpunft eines Kugel- 
gelenfed geht, wird von der Stütze des Körpers aufgenommen, und hat 
daher auf den Gleichgewichtszuftand feinen Einfluß. Gbenfo, wenn ein 
Körper in zwei Punkten oder Zapfen unterftiigt ift, fo wird jede Kraft, 
deren Richtung. die Are fchmeidet, welche fich durch dieſe feitgehaltenen Punkte 
legen läßt, von den beiden Stützpunkten aufgenommen werden, ohne daß 
eine andere Mirfung auf den Körper itbrig bleibt. Auch wird ein Kräfte— 
paar von den Stitgpunkten eines Körpers aufgenommen, wenn deſſen Ebene 
die durch diefe Punkte beftimmte Drehungsare enthält oder mit diefer Yinie 
parallel läuft. Jedes andere Kräftepaar, 3. B. (P,— 7) in Fig. 175, 
bringt dagegen eine Drehung des Körpers ACB um die Drehungsare C 
hervor, wenn e8 nicht durch ein anderes Kräftepaar (ſ. $. 95 und 97) im 
Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei der Drehung feine 
Kıhtung ber, jo ift der Hebelarm und folglic aud) das Moment deſſelben 
veränderlih, und es fallen beide bei einer gewillen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACUB, Fig. 175, welcher in einem 
Punkte C feftgehalten wird, die Kraft 
vihtung um den Winfel BAP— « 
von der Pinie AB durd) beide Angriffe: 
punkte A und B abweicht, fo ift eine 
Drehung von ACA, —=P?=—180°— «a 
nöthig, um das Moment des Kräfte: 
paares (P, — P) zu annulliren; und 
ebenfo it es bei einem in der Are feſt— 
gehaltenen Körper, welcher von einem 
Kräftepaare ergriffen wird, deſſen Ebene 
winfelrecht zur Are fteht. 

Wird ein in einem Punkte C feftgehaltener Körper AB, Fig. 176 (a.f.S.), 
von einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C geht, fo kann man 


Fig. 175. 
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durch Hinzufigung zweier Gegenfräfte, + P und — P, diefe Kraft in ein 
Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und vom Stügpunkte 
aufzunehmende Kraft + P zerlegen. Ebenſo ift es, wenn ein Körper in 
einer Are feftgehalten wird, und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirft. 

Fig. 176. Hier vertheilt fich aber der Drud + P auf beide 
Stützpunkte. Iſt a die Entfernung UA des Angriffe: 
punktes A der Kraft von der Are C, und « der 
Winkel ACA,, weldien die Yinie CA von der 
Kraftrichtung abweicht, jo hat man das Moment des 
Kräftepaares (P, — P), welches den Körper um 
C umzubdrehen juht: M — Pasin. «. Bleibt 
während der Drehung die Richtung der Kraft P 
unverändert, jo ändert ſich MM mit « und ıft für 
e — 90° ein Maximum (Pa), jowie für «—=U 
oder 180%, — Null. Die mechaniſche Arbeit, 
welche bei Drehung des Körpers um ACA, —u, 
die Kraft P, oder das SKräftepaar (P, — P) 
verrichtet, ft A=P.KA=Pa(l — cos. «). 

Stabilität eines aufgehangenen Körpers. Beſteht die Kraft 
eines in einem Punkte oder einer Yinie unterftügten Körpers nur im 
Gewichte deflelben, fo erfordert das Gleichgewicht diefes Körpers, daß ſein 
Schwerpunkt unterftiigt fei, d. i., daß die verticale Schwerlinie deijelben 
durch den feften Punkt oder durch die feſte Linie gehe. 

Fällt der Schwerpunkt mit dem feitgehaltenen oder jogenannten Auf: 
hängepunfte zujammen, jo hat man ein indifferentes Gleichgewicht 
(franz. equilibre indifferent; engl. indifferent equilibrium), weil der 
Körper im Gleichgewichte bleibt, man mag ihm um den feften Punkt drehen 
wie man will. Wird Hingegen ein Körper AB, Fig. 177, in einem über 





Fig. 177. Fig. 178. 


— 


L 
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findet fich der Körper in einem ſicheren oder ftabilen Gleichgewichte 
(franz. und engl. stable), weil, wenn man diefen Körper im eine andere 
Yage bringt, aus dem Gewichte GF deſſelben eine Seitenkraft N hervorgeht, 
die den Körper in die erfte Yage zuriidführt, während die andere Seitenfraft 
P der feſte Punkt C aufnimmt. Wird endlich der Körper AD, Fig. 175, 
in einem Punkte C feftgehalten, der unter dem Schwerpunfte S liegt, jo iſt 
der Körper in einem unficheren oder labilen Gleichgewichte (franz- 
eg. instable; engl. unstable eq.); denn wenn man den Schwerpunkt von 
der Verticalen durch) C entfernt, jo geht aus dem Gewichte 7 des Körpers 
eine Seitenfraft N hervor, die den Körper in feine erfte Yage nicht nur micht 
zurücfführt, jondern denfelben davon noch mehr abzieht, und ihn fo weit um— 
dreht, bis der Schwerpumft unter den feſten Punkt zu liegen fommt. 

Tiefelben Beziehungen finden and) bei einem im zwei Punkten oder in 
einer Are feitgehaltenen Körper ftatt; derfelbe ift im imdifferenten, ftabilen 
oder labilen Gleichgewichte, je nachdem der Schwerpunkt in, vertical unter 
oder vertical über der feſten Are befindlid) ift. 

Wenn der Körper in einem Punkte, oder in einer horizontalen Are unter: 
ftügt wird, fo ift das Moment, mit welchem fich der Körper in der ftabilen 
Gleihgewichtslage zuritczudrehen ſucht, M —= Gasin.«, wobei G das Ge— 
wicht, a den Abftand CS, des Schwerpunftes S, von der Are C, und «& den 
Trehungswinfel SCS, bezeichnet. Die mechanifche Arbeit, welche hierbei 
dad Gewicht G verrichtet, it A—= Ga(l — cos. e). 


Druck auf die Stützpunkte eines Körpers. Wenn ein im zwei 8. 1 
Funtten C und D oder einer Are CD feitgehaltener Körper CAD, 
Fig. 179. 





dig. 179, von einem Kräfteſyſteme ergriffen wird, ſo führt man, um 
die Bedingungen feines Gleichgewichts zu ermitteln, nad) $. 97, das ganze 


2 
2) 


2 
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Syſtem auf zwei Kräfte zurüd, und zwar auf eine Kraft parallel zur 
Are und auf eine Kraft, deren Richtung in einer Normalebene zu dieler 
Pinie liegt. Es fei EN—N, dig. 180, die erſtere, mit der durch die feiten 
Bunfte C und D gehenden Are X X parallel wirkende Kraft, umd AP—P 
die zweite Kraft, welche in einer auf X X normaljtehenden Ebene Y Zr 
wirft. Aus der erjteren refultirt eine Kraft + N, welche die Are C D im ihrer 
eigenen Richtung fortzufchteben jucht, und ein Kräftepaar (N, — N), welches 
fic al& ein anderes Kräftepaar (N, — N,) auf die feiten Punkte C und D 
fortpflanzt, deifen Componenten 
M={N und — N — — EN 

find, wenn d den Abftand O E der PBaralleltraft N von der Are U D und ! 
die Entfernung CD der beiden Stützpunkte C und D von einander bezeichnen. 


Fig. 180, 





Ebenfo zerlege man die Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte— 
paar (P, — P), und die erftere wieder in die Seitenfräfte P, und P,, wo: 
von die eine in C umd die andere in D angreift. Bezeichnen wir wieder die 
Abjtände CO und DO des Angriffspunftes O von den beiden Stitgpunften 
CO und D durd) 7, und /,, jo haben wir: 


1, 1, 
P, — P und P. — T 2 


und es läßt jich num leicht aus N, und P, der Mitteldrud S, in C, ſowie 
au& — N, und P, der Mitteldrud S, in D durch Anwendung des Kräfte: 
parallelogrammes bejtimmen. 

Segen wir den Winfel YO(+ P), unter welchem die Ebene NOX von 
der Richtung der Kraft P oder + P gejchnitten wird, —=«, fo ift aud) 
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der Winkel N, CP, —= «, dagegen N,DP, — 180° — «, und e& ergeben 
ſich daher die refultirenden Drüde in C und D: 


S=VN?+P?+2NP, cos.« und 
Ss, —=VN?+ P?—2N, P; cos. @. 


Bezeichnet endlich) a das Loth OL auf die Richtung der Kraft P, fo 
ft das Moment des Umbdrehungsfräftepaares (P, — P), M — Pa. 

Im Sleichgewichtszuftande muß natürlich 4 — Wull fein, und daher P 
durch die Are CD hindurchgehen. 


Beiiviel. Es ſei das ganze Kräfteſyſtem eines in der Are X X feitgehaltenen 
Korvers auf die Normalkraft P—= 36 Pfund und auf die Parallelfraft N = 20 
Fund zurücdgeführt; es jei der Abitand ver leßteren Kraft von der Are, OE=d 
— 1, Ruß, und der Abitand CD zwifchen ven feitgehaltenen Punften, = 4 Ruß; 
man ſucht die von der Are oder von den feiten Punkten C und D aufzunehmenden 
Kräfte, verausgefegt, dag die Michtung der Kraft P um ven Winfel « = 65 Grad 
son der Girundebene X Y abweiche und ihr Angriffspunft O um co⸗ !, 1 Ruf 
von dem feiten Punkte C abitehe. 

Tie Kraft N = 20 Pfund ertheilt ver Are in ihrer eigenen Richtung den Schub 
N= 20 Pfund, außerdem erzeugt fie noch die Kräfte: 

= N=.2 -20 = 75 Pfund und — N, = — 7,5 Pfunt, 


welche die feiten — C und D aufnehmen. Mus der Kraft P entipringen vie 
Kräfte: 





P=2 P= e = 1 :56= 27 Pfund u P. — ap- 1, -36—=9 Pfund, 
aus welchen emvlich durch Vereinigung mit den eriteren Kräften die Mittelfräfte: 
Ss =V752+ 2724 2.7,.27.c0s.65°— V 56,25 + 729 + 171,160 

— Y 356,410 956,410 — 30,926 Pfund, und 
=Y 7,52+92—2.7,5.9.c0s.65° — V 56,25 25 + 81 — 57,054 
—YV 80,16 — 8,955 Pfund 

entſpringen. 


Wird ein im zwei Punkten C und D fejtgehaltener Körper (BD, Sig. $. 133 


I81(a.}. S.) nur von einer Kraft 7° ergriffen, deren Richtung um den Winkel 
PAR — ß von der Umpdrehungsebene YOZ abweicht, fo zerlege man die- 
ſelbe in die Seitenfräfte: 

AP—P—KR es. PB und 

AN=N=Rsin. ß, 
wovon die erftere in der Umdrehungsebene und die zweite parallel zur Are 
wirft, und behandele dieſe genan jo wie die refultivenden Kräfte P und N 
eines ganzen Syſtemes im vorigen Paragraphen. Es ift hiernad) die Kraft, 
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welche die Are in ihrer Richtung aufzunehmen hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein bejonderes Widerlager erhalten muß: N = R sin. ß, fowie 
| fig. 181. 

Z 


jeder der Componenten des Kräftepaares (N), — Nı), welches in C und D 
nach entgegengejegten Richtungen winfelredjt gegen UD wirkt, 


I l | 
N, = N=--Rsin. Pu -—N = — ERsin. 8. 
wofern wieder 7 die Entfernung CD der beiden Stützpunkte C und D von 
einander, jo wie d den Abjtand OA des Angriffspunftes A der Kraft R 
vom Arpunft O bezeichnet. 


Ebenſo iſt die Kraft, welche in O winkelrecht auf CD wirft: 
+ P=R eos. ß, jo wie der Component derjelben in C: 


! I ; 
D= u P =- R eos. ß und der in D: 


I I 
B— P= 7 It cos. ß, 


wenn wieder /, und Z, die Abjtände CO und DO der Bunfte C und D von 


der Umdrehungsebene YZY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von N,, P, und P, in die Formeln: 
SS =VN+P?+2N, P,cos.« und 
S; = V N?’+P}—2N},P; cos. « 
für die Normaldrüide in C und D ein, wobei man wieder mit « den Winkel 
YA P bezeicjnet, um welchen die Nichtung der Seitenfraft P von der Ebene 
AUD abweidit, jo erhält man: 
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— 


= V (dsin.ß)? G c0s.ß)? + 2 dl, sin.ß cos.ß cos.« und 


N = V (dsin. B)® + (I cos. ßB)? — 2dl, sin. cos. ß cos. «. 


Das noch freibleibende Umdrehungsträftepaar (P, — 7) hat das Moment 
P.OB— Pa — Rd sin.a cos. ß. 


Tiefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Stabilität eines um eine 
geneigte Are CD drehbaren Körpers OA, Fig. 182. Es ift hier R 
Fig. 182. das Gewicht @ des Körpers, A der Ab- 
ſtand OS — OS, feines Schwer- 
punftes von der Umdrehungsare, « 
der Elongationswinfel SOS,— OS, L, 
um welchen der Schwerpunft S, von 
jeiner Gleichgewichtölage S durch 
Drehung in der auf CD rechtwinfelig 
jtehenden Ebene YSY verrückt ift, 
und 8 der Winfel @ SP, welchen 
die Umdrehungsebene YSY mit der 
Verticalen, folglich auch die Dre— 
hungsaxe CD mit der Horizontalen 
DH einſchließt. 
Die mechanische Arbeit, mit wel- 
her der Körper durch fein Gewicht in die Gleichgewichtslage und S; nad S 
jurüdgeführt wird, iſt 


A— G.KSens.ß — (rd cos. ß (1 — cos. «). 





Gleichgewicht von Kräften um eine Axe. Die Mittelfraft P 
tejultirt aus allen denjenigen Seitenfräften, deren Nichtungen in einer oder 
mehreren Normalebenen zur Are liegen. Num ift aber in diefem alle, nad) 
$. 89, das ftatifche Moment Pa der Mittelfvaft gleich der Summe P, a, 
+ Pz a4 + +». der ftatifchen Momente der Seitenkräfte, und fir den Gleich— 
gewichtäzuftand des fejtgehaltenen Körpers, der Hebelarn a der Mittelfraft 
— Null, weil diefe durch die Are jelbft geht; es ift daher aud) die Summe 

Pa +PRra-+--=0, 


d.h. ein in einer Are fejtgehaltener Körper ift im Zuftande des 
Gleichgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ftatifchen Momente feiner Kräfte hinſichtlich diefer Are 


— Null, oder die Summe der Momente der nad) der einen Um- 


drehungsrichtung wirkenden Kräfte eben fo groß ift als die 


Zn 
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Summe der Momente von den nad) der entgegengejegten 
Richtung wirfenden Kräften. 

Mit Hülfe der legten Formel läßt ich ein Element des im Gleichgewicht 
befindlichen Kräfteſyſtemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebelarm finden, jo 
wie eine Umdrehungskraft von einem Hebelarme auf einen andern veduciren. 

Kommt es darauf an, einen um eine fejte Are drehbaren Körper, deflen 
Umdrehungsmoment Pa ift, ins Gleichgewicht zu jegen, jo hat man nur 
noch nöthig, entweder eine Umdrehungsfraft Q, oder ein Umdrehungskräfte— 
paar mit dem Moment Qb— Pa hinzuzufügen, wobei nur der Unterfchied 
jtatthat, daß durch Hinzufügung eines Kräftepaares (C, — Q) der Axen— 
druck nicht verändert wird, dagegen durch Anschließen einer Kraft Q. zum 
Arendrud noch die Kraft + Q Hinzutritt. 

Je nachdem man die Kraft Q oder den Hebelarm Db derjelben giebt, läßt 


3 P 1 
jich b= er oder Q -— berechnen. 


Man nennt im legteren Falle Q die vom Hebelarm a auf den He- 
belarm b veducirte Kraft P, und fann hiernad) die gegebene Umdre— 
hungstraft / auf jeden beliebigen Hebelarm veduciren, alfo auch durch eine 
andere, an jedem beliebigen Hebelarm wirkende Kraft erjegen, oder ins 
Gleichgewicht bringen. 

Pa +P,a+- 
b 
Syſtem von Umdrehungskräften auf einen und denjelben Hebelarm reduciren. 


Auch kann man durd) die Formel 9 — ein" ganzes 


Beiſpiel. An einem um eine Are drehbaren Körper wirfen die Umdrehungs— 
fräfte PR, = 50 Pfund und P, = — 35 Pfund an den Armen a, — 1Y, Fuß 
und a, — 21, Ruß; man jucht die Kraft P,, welche an einem Hebelarme a, —4 
Ruß wirfen fell, um Gleichgewicht herzuitellen, oder eine Umdrehung um die Are 
zu verhindern. Es ift: 

50.125 — 35.25-+4P,—=0, daher: 


7,6 — 62,5 
ERS _ 525 Am, 


Hebel. Gin um eine feſte Are drehbarer und von Kräften ergriffener 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. Denkt 
man ſich denfelben gewichtslos, jo heißt er ein mathematijcher Hebel, 
außerdem aber ein materieller oder phyſiſcher. 

In der Kegel nimmt man an, daß die Kräfte eines Hebels in einer win- 
felrecht zur Are jtehenden Ebene wirken, und erſetzt die Are durch einen feften 
Punkt, den man den Ruhe-, Dreh: oder Stützpunkt (franz. point 
d’appui; engl. fulerum, hypomochlion) nennt. Die von diefem Bunte 
nad) den Richtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen ($. 89) Hebel- 
arıne Sind die Richtungen dev Kräfte eines Hebels unter ſich parallel, jo 
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bilden die Hebelarme eine einzige gerade Yinie, und der Hebel heißt dann ein 
geradliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit; engl. straight 
lever); ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zufammen, jo heißt der 
Hebel ein Winkelhebel (franz. levier courbé; engl. bent lever). Der 
geradlinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweder einarmig 
oder doppelarmig, je nachdem die Angriffspunfte auf einerlei oder auf 
entgegengejegten Seiten des Stützpunktes liegen. Man untericheidet aud) 
wohl Hebel der erjten, zweiten und dritten Art von einander, indem man den 
doppelarmigen Hebel, Hebel der erjten Art, den einarmigen Hebel aber ent- 
weder Hebel der zweiten oder Hebel der dritten Art nennt, je nachdem die 
vertical abwärts wirkende Kraft (Yaft), oder die vertical aufwärts wirfende 
Kraft (Kraft) dem Stütpunfte näher Liegt. 


Die Theorie des Gleichgewichtes am Hebel ift im VBorhergehenden $. 13€ 
vollftändig begründet, wir haben daher nur noch eine Spectalifirung der- 
jelben nöthig. 

Bei dem doppelarmigen Hebel ACB, ig. 183, tft, wenn man den 
Hebelarm CA der Kraft P durd a und den Hebelarm (B der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit b bezeichnet, nad) der allge- 
meinen Theorie: Pa — Yb, d.i. Moment der Kraft glei Mo- 
ment der Paft, der auch: P:Q —=b:a, d. i. die Kraft verhält 


Fig. 183. Big. 184. 


L ( 





+ 


Y 
R 


Q 


ih zur Paft, wie der Hebelarm der leßteren zu dem Hebel- 
arme der erfteren. Der Drud im Stützpunkte ft A=P+Q. 

Bei den einarmigen Hebeln ABC, Fig. 184, und BAC, Fig. 185 
(a.f.S.), findet diefelbe Beziehung zwifchen Kraft (P) und Paft (Q) ftatt, 
es ıjt hier aber die Kraft der Yaft entgegengejegt gerichtet, und deshalb der 
Drud im Stützpunkte gleich, der Differenz beider, und zwar im erſten Yalle: 

R=0Q— P, und im zweiten Sale R= P— N. 
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Auch beim Winkelhebel ACB mit den Hebelarmen UN —=a um 
CO—b, Fig. 186, blebt P:Q — b:a, mur ift hier der Drud im 


Fig. 186. 
Fig. 185. * 
pP # % 





— — ————— — 
Pr 
* 
* 


Stützpunkte gleich der Diagonale 7? desjenigen Parallelogrammes CP, RQ,, 
welcjes fich aus der Kraft P und Yaft Q und dem Winkel ZCQ, —=PDQa—«. 
unter welchem die Nichtungen derjelben zuſammenſtoßen, conſtruiren läßt. 

It @ das Gewicht des Hebels und CE = e, Fig. 137, der Abjtand 
des Drehpunftes C von der Verticallinie SG durd) den Schwerpunft defiel- 
ben, jo hat man Pa + Gr — Qb zu fegen und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn der Schwerpunft auf der Seite der Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite der Yalt Q fi) befindet. 

Die Theorie des Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Maſchinen ihre 


Fig. 188. 
Fig. 187. 





Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 188, welcher zuweilen als 
ein befonderer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winfelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arm wird an feinem Ende A von einer Kraft P er- 
griffen und wirft mittels einer Stange BD auf die in D angreifende Laſt Q, 
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welche den Arm unter einem jpigen Winfel ABD—= CBE=« ſchneidet. 
Bezeichnet a die Armlänge CA und b die Armlänge CB, fo hat man den 
Hebeların von Q: 
CE —b sin. a, daher: « 
Pa = ®b sin.«, oder: 


b 
F= = Q sin. «, und umgekehrt: 


P 
sin. & 





a 

N 

Man wendet diefen Hebel oft zum Zuſammenpreſſen von Stoffen an. 
Die Preßkraft Q wächit hiernach direct wie P und = dagegen umgekehrt 


wie sin. «. Durch Verkleinern des Winkels « läßt fich aljo diefe Kraft Q 
beliebig vergrößern. 


Beispiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechitange ACB, Fig. 189, 
mit einer Kraft P von 60 Pfund nieverdrüdt, und es ift der Hebelarm CA der 
Fia. 189 Kraft 12 mal fo groß als der 
Hebelarm CB ver Laſt, fo wird 
diefe, oder vielmehr vie in B 
ausgeubte Kraft Q, 12mal jo 
groß als P fein, alio 
Q) = 12.60 = 720 Pfund 
betragen. 


2) Wird eine an einer Stange 
hängende Laſt Q, Fig. 190, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, vou 
denen der eine in A und der 
andere in B angreift, fo fann 
man ermitteln, wie viel Drud 
jeder der beiden Arbeiter auszu- 
Fig. 190. halten hat. Es fei die Laſt 
Q — 120 Pfund, das Gewicht 
der Stange, G — 12 Pfund, die 
Entfernung AB der beiden An; 
ariffspumnfte von einander, — 6 
Auf, die Entfernung der Laſt 
von einem diefer PBunfte B, BC 
—21/, Fuß, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S der Stange 
von eben demjelben: 

BS = 3°), Fuß. 
Schen wir B als Stützpunkt 
an, jo hat die Kraft P, in A 
den Laſten Q und @ das Gleich— 
gewicht zu halten; es iſt alfo: 
Belebach's Lehrbuch d. Mechanit. J. 15 








8 137 
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P,.BA=0Q.BO +6.BB, vi: 
6P, = 35.120 + 3,5.12 = 300 + 42 = 342, daher: 
* 
Wird hingegen A als Stützpunkt angeſehen, fo tt zu ſetzen: 
| P,.15=Q.40+6.28, 
alfo in Zahlen: 
6P, — 35.120 + 25 . 12 = 420 + 30 = 450, 
daher ift die Kraft des zweiten Arbeiters: 
Pp= — 75 Pfund; 
auch ift, fehr richtig, die Summe der nach oben wirfenden Kräfte 
fo groß wie die Summe der nad) unten wirfenden Kräfte 
Q+ G = 120 + 12 = 132 Pfund. 
3) Bei einem 150 Pfund ſchweren Winfelhebel ACB, fig. 191, iſt die vertical 
ziehende Lat & — 650 Pfund und ihr Hebelarm CB— 4 Ruf, dagegen der Hebel⸗ 
arm der Kraft P,R,CA=6 Auf und der 


Fig. 191. Hebelarm des Gewichtes, CE — 1 Auf. Wie 

groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichtes 

PA nöthige Kraft P und der Drud R im Zapfen? 
| Es ift: 


6P—=4.650-+1. 150 = 2750, 
J folglich iſt die Kraft: 
Aa» P = 2° — 458%, Pfund; 
ver Zapfendrud aber befteht aus der Vertical- 
kraft O0 +G = 650 + 150 = 800 Pfund 
und der Horizontalgewalt P = 4581/, Pfund, 
it alſo: 
R=V (Q+ 6% +? 
— Y (500)? + (4581/,)? 
— V 850070 — 922 Pfunt. 


| C41.P=CB.Q+TCE.G,® i.: 


Es können an einem Hebel auch mehr als zwei Kräfte P umd Q wir- 
fen; auch ift es nicht nöthig, daß die Kräfte eines Hebels in einer und derjelben 
Umdrehungsebene wirken. Sind Q,, Qs, Q; die Yajten eines Hebel A CB, 
Fig. 192, fo wie bi, be, bz die Hebelarme C Bi, C By, C By derjelben, wäh: 
rend die Kraft P amı Hebelarme UA—a wirkt, fo hat man 

Pa — Qubi + &b, + Q; b;, 
und wenn der Hebel ein geradliniger ift, den Drud im Stüßpunfte: 
R=P+QA ++ %- 

Wirken die Kräfte eines Hebels in verfchiedenen Umdrehungsebenen det 

Hebels AC DB; B;, dig. 193, fo ändert ſich deshalb die Momentenformel 
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Pa—=Qbi + Qbz ++. - nicht, nur findet hier eine befondere Verteilung 
des gefammten Arendruds R—= P+ 0, +0, + Q, auf die beiden 


Fig. 192. Fig. 193. 
D 
A % pe fr 
A B, Ba By, IE B, 
| | Qs 
|| pP c | 
P Q 
Q, 9% a Q, 
R 


Stitgpunfte oder fogenannten Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 7 die 
Yänge der Hebelare C D oder die Entfernung ihrer Stügpunfte von einander, 
md find 79,7), 79 -- die Abftände CO, C O,, CO, ++ der Umdrehungsebenen 
der Kräfte vom Stützpunkt C, fo hat man für die Zapfendrüde A, und R, 
in D und C folgende Formeln: 


2A, — Fo tahtebt, und 
eis WERE 


AR net -WHRL-U) 


Bei einem Winfelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirken, bleibt zwar 
der Ausdruck Pa Qı bi + Qrbz + --- unverändert, nur wirfen dann die 
— Pl, Ql, Qal, j 
auf die Stützpunkte reducirten Arendrüde, wie z. B. * * — ... in 
verjchiedenen Richtungen und Laffen fich daher nicht mehr durch Addition ver- 
einigen, fondern müfjen wie die in einem und demfelben Punkte angreifenden 
und in einer Ebene wirkenden Kräfte vereinigt werden (ſ. $. 79 und $. 80). 


Veifpiel. Wenn der Hebel in Fig. 193 in den Abſtänden CO, — I = 12 
Zell und Cd, — I —24 Zoll vom Zapfen C die an den Hebelarmen O, B, 
=b, =16 Zoll und 0, B,—=b,—=10 Zoll wirkenden Kalten Q, — 300 Pfund 
und Q,— 480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Heritellung des Gleichgewichts 
nötbige und an dem Hebelarm 0 A—=a—60 Zoll wirfende Kraft P, und wie 
gteß find die Zapfendrüde in Ü und D, vorausgefegt, daß die Kraft im Abjtande 
0O=1,=18 Zoll vom Zapfen C wirft, und die ganze Arenlänge CD=I 
= 32 Zoll mift? 


Es ift die Größe der erforderlichen Kraft: 
p_ Abı + Qubz 300. — 10 _30. et 80 _ 99130160 Pfund, 


und es ‚find die Zapfendrücke 


15 ' 
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R, 


160. 184 300.12 4480.24 


— Ir r 
35 — 562,5 Pfund, und 


R, = R— R, = 300 -+ 480 + 160 — 562,5 = 377,5 Pfund. 


Anmerfung. Die Wirfung der Schwere am Hebel läßt fih mit Vortheil auch 
anwenden, um ben Schwerpunft S und das Gewicht @ eines Körpers AB, Kia. 194, 


Fig. 194. 


B — — 









zu ermitteln. Man unterſtütze den Körper erſt in 
einem Punkte C und dann in einem Punkte C,, 
welher um CC, —=d vom eriten abitebt, und 
bringe den Körper beide Mal dur eine in ben 
Abſtänden CA-aumd Cl, A=a,=a—d mir: 
fende Kraft ins Gleichgewicht. Iſt nun der Werth 
diefer Kraft das erite Mal — P und das zweite 
Mal — P,, ferner das Gewicht des Körpers, — G 
und der Abitand feines Schwerpunftes S von A, 
AB=x, fo hat man: 


Pa=G(z—a) und P,a,=G(x2—a,), woraus 


= Pa_ Da’ fowie 
‚_Pa—P,a ,., 
= — folgt 


$. 138 Druck der Körper auf einander. Das in $. 65 ausgeſprochene 
Erfahrungsgefeg: „Wirfung und Gegenwirfung find einander gleich,“ 
ift die Bafis der ganzen Majchinenmechanif. Es ijt an diefem Drte nöthig, 
die Bedeutung defjelben noch näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 
M und M,, Big. 195, mit den Kräften P umd P, auf einander, deren Rich— 


Sig. 195. 





tungen von der gemeinjchaftlichen 
Normale XX zu den in Berührung 
befindlichen Dberflächentheilen beider 
Körper abweichen, jo tritt ftets eine 
Zerlegung der Kräfte ein; es gebt 
nurdiejenigeSeitenfraft Noder 
N, von einem Körper auf den 
anderen über, welche die Rich— 
tung der Normale hat, die andere 
Seitenfraft S oder S, hingegen bleibt 
im Körper zurück und muß durch 
eine andere Kraft oder ein anderes 
Hinderniß aufgenommen werden, um 
die Körper im Gleichgewichte zu er 
halten. Zwiſchen den normalen Zet- 


tenfräften N und N, aber findet, dem angeführten Principe zufolge, vollfom: 


mene Gleichheit ftatt. 
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Weicht die Richtung der Kraft P um den Winkel NAP—.« von ber 
Normale A X und um den Winfel SAP PB von ber Richtung der zwei⸗ 
ten Seitenkraft S ab, jo hat man (f. $. 78): 

N— P sin. ß Psin. 
 sin(e+ß)’ ꝰ sin. (c 4 ß) 
Bezeichnet man ebenſo N, A, Pı durch «&, und S, A, P, durch 3, fo hat 
man auch: 
Pı sin. ßı P, sin. & 
N, = — — md S, — — — —; 
"sin. (& + ßı) ü sin. (@, + ßı)’ 
endiih wegen der Gleichheit N = N: 
Psin.ß _ Pısin.ß, 
| sin.(@e+ß)  sin.(a + ßı) 
Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn der durch ein Hindernif 
Fig. 196. DE aufgehaltene Körper M,, Fig. 196, 
S durch einen anderen, um eine Are C dreh: 
baren Körper M mit einer Kraft P = 250 
Pfund gedrückt wird, und die Richtungs— 
winfel folgende find: 
PAN=ua=35°, 
PAS=I=US 
P, A, N, =«, =65), 
P, 4, S, = Pf, = 50% 

Aus der eriten Formel beftimmt fi ver 

Normaldruck zwifchen den beiden Körpern: 


* _. Psin.ß 
N=N= sin. (@ + $) 


250 sin. 48° 
— in.890 = 187,18 Pfund; 


aus der zweiten folgt ferner der Druck gegen die Are oder den Zapfen C': 
P sin. « 250 sin. 35 

S= 07H = — u = 144,47 Pfund; 
endlich aus der Verbindung der dritten und vierten Gleichung ergiebt fi der Sei— 
tendrud gegen das Hindernig DE: 

— N, sin.«, 187, 18 sin. 65° 

17T ginP Sin. 500 

Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirfung wird das Gleich— 

gewicht eines unterftiigten Körpers nicht geftört, wenn man ftatt der Stütze 
eine Kraft anbringt, welche den auf die Stüge übergehenden Drud oder Zug 
aufnimmt, und daher demfelben an Größe gleich und der Nichtung nad) entgegen- 
gelegt ift. Nach Einführung diefer Kräfte läßt ſich daher jeder irgendwie 
unterſtützter oder theilweife feftgehaltener Körper aud) als ein völlig freier 
Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuftand defielben wie ber 
eines freien Körpers oder eines feften Kräfteſyſtemes behandeln. 





1,46 Pfund. 
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Wenn 3. B. bei dem um die Are C drehbaren Körper M, Fig. 197, die 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und die Kraft S von der 
Are Ü aufgenommen wird, jo fann man aud) annehmen, daß derjelbe ganz 
frei jei und außer der Sraft P nod) von zwei Kräften — N und — S er— 
griffen werde. Wenn ebenfo der Körper M, mit der Kraft N, auf M 
und mit der Kraft S, gegen die feite Ebene DE drüdt, jo wird deshalb 
das Gleichgewicht nicht geftört, wenn man ftatt diefer Stügen zwei Gegen— 
fräfte — N, und — S, einführt, und diefelben mit den Kräften, weldye über: 
dies noch auf diefen Körper wirken, 3. B. mit P,, vereinigt. Beim Gleich— 
gewichtszuftande muß natürlich ſowohl die Mittelfraft de8 einen Körpers, 


Fig. 197. Fig. 198. 





als aud) die des anderen — Null fein, daher ſowohl die Mittelfraft aus 
— N und — S durd) P, als aud) die aus — N, und — Si durd) P, 
aufgehoben werden. 

Da ſich die Kräfte N und N,, mit welchen die beiden Körper auf ein- 
ander wirken, das Gleichgewicht halten, fo werden folglich auch im Gleich— 
gewichtszuftande der Körperverbindung (M, M,) die Kräfte P, —S,Pı 
und — 5, im Gleichgeivicht fein. Man nennt jene Kräfte N, N 
innere, und die Kräfte P,— S, Pı und — S, äußere Kräfte der Körper: 
verbindung oder des Kräfteſyſtemes (MM, M,) und fann hiernach behaupten, daR 
im Gleichgewichtszuſtande des legteren, fich nicht allein die inneren Kräfte 
das Gleichgewicht halten, ſondern auc die äußeren Kräfte im 
Gleichgewicht jind, wenn man diefelben, wie ig. 198 darftellt, bei 
unveränderter Größe und Richtung, in irgend einem Punkte O 
angreifend annimmt. 


Stabilität. Wenn ein jid) auf eine Sorizontalebene jtügender Körper 
außer der Schwerfraft von feiner anderen Kraft getrieben wird, jo befigt der- 
felbe fein Beſtreben zur fortichreitenden Bewegung, weil das vertical abwärts 
wirkende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
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ift eine Drehung des Körpers möglich. Ruht der Körper ADBF, Fig: 
199, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derfelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunft S unterftitgt 
iſt, d. h. in der durch den Stützpunkt D gehen: 
den PVerticallinie (verticalen Schwerlinie) Liegt. 
Stützt ſich aber ein Körper in zwei Punkten 
gegen die horizontale Oberfläche eines anderen, 
jo erfordert das Gleichgewicht deilelben, daß die 
verticale Schwerlinie die die beiden Stützpunkte 
verbindende Gerade durchichneide. Ruht end: 
(ic) ein Körper in drei oder mehreren Bunften 
auf einer Horizontalebene auf, fo befteht Gleichge— 
wicht, wenn iR verticale Schwerlinie durd) das Dreied oder Polygon hin- 
ducchgeht, welches entjteht, wenn man die Stützpunkte durch gerade Yinien 
mit einander verbindet. 
Uebrigens find auch bei den unterftügten Körpern ftabiles und labiles 
Gleichgewicht von einander zu unterjcheiden. Das Gewicht G eines Kör- 
Rig. 200. pers AB, Fig. 200, zieht den Schwerpunkt 
S deflelben abwärts; ftellt fich num diefer Kraft 
fein Hinderniß entgegen, fo bringt fie in dem 
Körper eine Drehung hervor, die jo weit forte 
geht, bis der Schwerpimft feinen tiefiten Ort 
einnimmt und der Körper ins Gleichgewicht 
fommt. Es läßt ſich aber behaupten, daß das 
Gleichgewicht ftabil it, wenn der Schwerpuntt 
die möglid) tieffte Yage, Fig. 201, daß es nur 
labil ift, wenn er die höchſte Yage einnimmt 
(819.202), und daß es endlich ein indifferentes Gleichgewicht ift, wenn der 


Fig. 201. fig. 202. Big. 208. 


Fig. 19. 











Schwerpunkt bei jeder Stellung des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 203). 
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Beifpiele. 1) Der homogene, aus einer Halbfugel und einem Cylinder beite- 
ende Körper ADBF, Fig. 204, ruht auf einer Horigontalebene HR. Welche 
Höhe SF—h muß der cplindrifche Theil def: 
felben haben, damit diefer Körper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmeffer einer Kugel ſteht auf 
der entiprechenden Berührungsebene winkelrecht; 
nun ift aber die Horizentalebene eine ſolche Ebene, 
folglib muß auch der Halbmeiler SD auf der 
Horizentalebene rechtwinfelig teben und in ihm 
zugleich der Schwerpunft des Körpers liegen. Die 
durch den Kugelmittelpunft gehende Are FSL 
des Körpers ift eine zweite Schwerlinie deſſel— 
ben; es iſt daher ver Mittelpunft S, als Durch— 
ſchnitt beider Schwerlinien, Schwerpunft dee 
Körpers. Seen wir den Kugel: und Gplinderhalbmefer SA=SB=-SL=[r 
und die einge SF=BE=h, fo haben wir für das Volumen der Halb: 
fugel: Y, =%, ar’, für das Volumen des Cylinders: V,—=nr?h, für den Ab: 
itand % "Rugelichwerpunftes 5,858, = r, und für den des Gylinderjchwerpunf: 
tes 5, SS, —Nyh. Damit nım der Schwerpunft des ganzen Körpers nad 8 
falle, ift das Moment %/, 7 r3,3/, r der Halbfugel gleichzufegen dem Moment 
nrıh.‘,h des Gylinvers; hieraus aber ergiebt fi: 

MR—=Yr,d.i.h=rVY, = 0/7071 .r. 

Iſt ver Körper nicht homogen, fendern hat der halbfugelformige Theil deſſelben 
das fpecififche Gewicht &, und der cylindriſche Theil das fwecifiiche Gewicht &,, Te 
find die Momente diefer Theile, za rd.e dar md ar?he,.Y, „und es folgt 
durch Gleichſetzung derſelben: 


Fig. 204. 





I, But, bi n=r —— —= 0,7071 va 
2) Der Drud, welchen jedes ver drei —— A,B,G, Fin. 205, eines beliebig 
Fia. 205. belajteten Tifches auszuhalten hat, beitimmt 


ich auf folgende Weile. Es fei S Schwer: 
punkt des belafteten Tiſches, und es feien 
SE, CD ®Berpendifel auf AB. Bezeich— 
nen wir nun das Gewicht des ganzen Tiiches 
durch G und den Drud in C durch R, ie 
fönnen wir, ABals Are behandelnd, fegen‘: 
Moment von R= Moment von G, d. i.: 
R.CD=G.SE 
und erhalten nun: 








— SE ‚ A ABS * 
—— OD’ G= AABC @ ; ebenfo au ven Drud in B: 
NA08 |, MEN 
4 — rt - G, und den in A: 
_ABCS , 
P ZEN AB 8 6. 


Beſchäftigen wir uns mit dem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Baſis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas ſpecieller. Ein ſolcher 
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Körper befigt Stabilität oder ift am ftabilen Gleichgewichte, wenn fein 
Schwerpunft unterſtützt ift, d. h. wenn das den Schwerpunft enthaltende Yoth 
durch die Basis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem Falle die durch das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durch die Feſtigkeit deffelben verhin- 
dert wird. Geht das Poth durch den Umfang dev Bali, jo befindet id) der 
Körper im labilen Gleichgewichte, umd geht endlich daſſelbe gar nicht durch 
die Bafis, fo findet gar fein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht ſich um 
eine Seite des Umfanges feiner Bajis und ftürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, Fig. 206, ift hiernach ftabil, weil das Yoth SG durch einen Punkt 
N der Baſis BC hindurchgeht; das Parallelepipd AB CD, Fig. 207, ift 
um labilen Gleichgewichte, weil das Yoth) SG eine Seite D der Baſis U D 
durchſchneidet; der Cylinder AB CD, Fig. 208, ift endlich ohne Stabilität, 
wel das Poth 86 deſſen Baſis CD nicht durchjchneidet. 


Fig. 206. Kiga. 207 


A 





Stabi lität oder Standfähigfeit (franz. stabilite; engl. stability) ift 

Fig. 208, das Vermögen eines Körpers, durch 
fein Gewicht allein feine Stellung zu 
behaupten undeiner Umdrehuugsurſache 
Widerſtand entgegenzufegen. Kommt 
e8 darauf an, ein Maß für die Sta- 
bilität eines Körpers auszumählen, fo 
muß unterjchieden werden, ob nur auf 
eine Verrückung oder ob auf ein wirkli— 
ches Umftiirzen Riücdjicht genommen 
werden ſoll. ‚Ziehen wir zunächſt nur 





dar erſte Verhältniß in Betracht. 


Stabilitätsformeln. ine nicht vertical gerichtete Kraft P fucht einen 3. 14 


Körper ABCD, Fig. 209 (a. f. ©.),nicht allein umzuftürzen, fondern auch fort 
zuſchieben; nehmen wir indeflen an, daß diefem Fortfchieben, oder nad) Befinden 
Fortziehen, ein Hinderniß entgegengefegt fei, beritcjichtigen wir alfo nur 
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das Umdrehen um eine Bafisfante ©. Fällen wir von diefer Kante cin Per— 
pendifel CE a gegen die Ktraftrihtung und ein anderes Perpendifel 

Kia. 200. CN —=e gegen die verticale Schwerlinte 
S @ des Körpers, fo haben wir e8 mit einem 
Winfelhebel EUN zu thun, für welchen 


gi: Pa Ge, de PP = - G; it 
folglic) die äußere Kraft P wenig grö: 





eG ” : 
Ber als —, fo nimmt der Körper eine 
da 


Drehung um C an und verliert alfo feine 
Stabilität. Es hängt hiernad) feine Stabilität von dem Producte (Gr) aus dem 
Gewichte des Körpers und aus dem kürzeſten Abjtande zwifchen einer Seite des 
Umfanges der Baſis und dem Vothe durd) den Schwerpunkt ab, und es läßt 
fid) daher Ge als Maß der Stabilität anfchen und deshalb aud) Schlecht: 
weg Stabilität jelbit nennen. 

Man erſieht hieraus, daß die Stabilität mit dem Gewichte & und dem 
Abſtande e gleichmäßig wächſt, und fchlieht hiernach, daß unter übrigens glei- 
chen Umſtänden eine doppelte, dreimal fo ſchwere Mauer u. ſ. w. nicht mehr 
Standfähigfeit befigt, als eine Mauer von einfachen Gewichte und dem dop— 
pelten, dreifadyen Abftande oder Hebelarne e u. ſ. w. 


.145 1) Ein Barallelepiped ABCD, Fig. 210, von der Pünge 7, Breite 
AB=UD—Lb und GSöhe AD— BC—h hat das Gewicht = Vy 
—bhly, und die Stabilität 


r 


St—@G.DN— 6.4, 00-7 = I, behly, 


infofern Y die Dichtigkeit der Maſſe des Parallelepipedes bezeichnet. 
Fig. 210, Fig. 211. 





2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper BDE, 
Fig. 211, find die Stabilitäten in Hinficht auf die beiden Bafisfanten C und 
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F verichieden von einander. Sind die Höhen BC und EF—h und h, 
und die Breiten U D und DF—b und b,, fo hat man die Gewichte der 
Theile @ ud @G5—=bhly und b, h,t!y; die Hebelarme in Beziehung auf 
0, OVSb und CO—=b+ gb, und in Beziehung auf F,—b, 
+'yb und !/,b,; es ift demnach die Stabilität: erftens fiir eine Um: 
drehung um C: 

St—=)Gb+G(b+ 1b), —=(!,b!h+bb,h, + 1/,b hı)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F': 

Ss =6b, +) —— y. 

Die letztere Stabilität iſt um St, — St —= (h— h,)bb, !y größer als 
die erftere; will man die Stabilität einer Mauer A Ü durch Banquets DE 
vergrößern, jo find dieſe demnach auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin- 
gen, wohin die Umdrehungsfraft (Wind-, Waſſer-, Erddrud u. ſ. w.) wirft. 

Bon einer auf einer Seite geböfchten Mauer ABCE, Fig. 212, ex: 

Fig. 212. giebt ſich Folgende Stabilität. Es ſei die Yänge 
diefer Mauer — 7, die obere Breite derfel: 
ben, AB=b, ihre Höhe BCMAN, ferner 
die Böſchung —n, d.h. auf — 1 Fuß 
Höhe, KL — n Ausladung, alfo auf k Auf: 
DE=nh. Das Gewicht des Parallelepi- 
pedes AC it a —bhly, das des drei: 
jeitigen Prismas A DE= G, —"ynh.hly 
die Hebelarme für eine Umdrehung um Z find 
EN=ED+!",b=nh+!1,b und 
EO0=?,ED=?),nh; 





es ift folglich die Stabilität: 

t=G(nh +1, + 2%, Gi nh — (1b? +nhb + Yyn2h?)hly. 

Eine parallelepipediihe Mauer von gleichem Volumen hat die Breite 
b+!,nh, daher die Stabilität: 

St = !a(b + Yınh)’hly=(!;b +Yynhb-+ !n?h?)hly; 
ihre Stabilität ift daher um St — St, — (b-+ ’/anh).!gnh?ly Fleiner 
als die der geböfchten Mauer. 

Für eine auf der entgegengejegten Seite geböfchte Mauer ift die Stabilität: 

Sy = (b’+nhb + 1/,n?h?).!/y,hly, 
demnach auch Feiner als St, und zwar um 

St — Sy =(b + Uynh).'/nh?ly, 
wiewohl um St, — St; — "/s,n?h?1y größer ald die Stabilität der paral- 
leleptpedifchen Mauer. 


Beiſpiel. Wie groß iſt die Stabilität einer Bruchiteinmauer von 10 Auf 
Höhe und 17/, Ruß oberer Breite für jeden Fuß Länge, bei 1/, füßiger Bölhung 
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an der Müdfeite? Das fvecifiiche Gewicht diefer Mauer ($. 61) — 2,4 angenom- 
men, folgt die Dichtigfeit verjelben y—= 61,75.2,4— 143,2 Pfund, nun ift !=1, 
h=10,b = 125 md n = Y, — 0,2; es folgt daher die-gefuchte Stabilität: 
St = [Y% . (1,25)? +0,2.1,25.10+ 14. (0,2)2.102] 10.1.148,2 
— (0,78125 + 2,5 + 1,3333) . 1482 — 4,6146 . 1482 — 6839 Rußpfund. 
Bei derfelben Menge an Material und unter übrigens aleichen Umſtänden wäre 
die Stabilität einer parallelepipedifchen Mauer: 
st, = [1% . (1,25)? + ,..0,2.1,25.10+ Y, . 0,22, 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,5). 1482 = 2,531 .1482 = 3751 Rufpfunt. 
Endlich hätte diefelbe Mauer mit geböfchter Vorverfeite Stabilität: 
St, = 17%. (1,35)? +17.0,2.1,25.10+ Y,. (0,2)? . 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,666...) . 1482 — 2,6979 . 1482 — 3998 Fußpfund. 
Anmerfung. Man erjieht aus dem Vorhergehenven, daß es eine Griparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böfchen, oder mit Pfeilern zu verfehen, ihnen 
Banquets zu geben, fe auf Plinten zu fegen u. f. w. Gine weitere Ausführung 
diefes Segenitandes giebt der zweite Theil, wo vom Grodrud, von den Gewölben, 
Brüden u. ſ. w. gehandelt wird. 


Dynamische Stabilität. Von dem im legten Paragraphen abgehän- 
delten Maße der Stabilität eines Körpers ift ein anderes Maß derfelben 
zu unterjcheiden, wobei wir die zum Umſtürzen eines Körpers erforderliche 
mechaniſche Arbeit in Betracht ziehen. Es ift die Yeiftung oder Arbeit einer 
Kraft glei) dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines ſchwe— 
ren Körpers ift das Gewicht G und der Weg defjelben die Verticalprojection 
des vom Echwerpunfte durdjlaufenen Weges, folglid) kann auch im letteren 
Sinne zum Maße der Stabilität eines Körpers das Product Gs die 
nen, wenn s die ſenkrechte Höhe ift, auf welche der Schwerpunft des Kör- 
pers fteigen muß, um den Körper aus feinem jtabilen Gleichgewichtszuftande 
in einen labilen zu bringen. 

Es fer O die Drehungsare und S der Schwerpunkt eines Körpers ABCD, 
Fig. 213, deſſen dynamische Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir den 

Fig. 218. Körper, fo daß fein Schwerpunkt S nad) 

Sı , d. h. jenfrecht fiber C kommt, jo tft 

der Körper im labilen Gleichgewichte, 

2 denn wenn er nur noch wenig weiter ges 

dreht wird, fo gelangt er zum Umfturz. 

Ziehen wir die Horizontale SY, jo ſchnei— 

det diefe die Höhe NS; = s ab, auf 

welche der Schwerpunkt geftiegen tft, und 

aus welcher ſich die Stabilität @s er- 
giebt. Iſt num 

0OS=C8S, —r, CM=NS=e 
und die Höhe ON=MS=a, fo folgt der Weg: 
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Ss N=s—r—a—Vare— a, 
und die Stabilität im letzteren Sinne: 
—=6(V @+e—.a). 
Der Factor s — Va? + e2 — a giebt fr a—=0,5s—e, für ar, 
s=e(V2— ee fir a=ne aber s—(Vn? +1—n)e, ane 


nthernd — (n + — — me = 5, alſo für a=10r,s = und 


ta—»,s == O; 68 ift alfo die Arbeits-Stabilität um fo größer, 


je tiefer der Schwerpunkt Liegt, und jie nähert fi immer mehr und mehr der 
Null, je höher jid) der Schwerpunkt über der Bafis befindet. Schlitten, Wa- 
gen, Schiffe u. ſ. w. find deshalb jo zır beladen, daß der Schwerpunkt des 
Ganzen nicht nur möglichſt tief, fondern aud) nahe über die Mitte der Bafis 
zu liegen kommt. 

St der Körper ein Prisma mit ſymmetriſch trapezoidalem Querſchnitte, 
wie Fig. 213 im Durchſchnitt vorjtellt, und find die Dimenfionen folgende : 
Yänge = 1, Höhe MO—h, untere Breite C D—=b, und obere Breite 


AB=b,, jo hat man: 
_bı L 2b, h 
Pi — FE METER. { 
MS=ı=,:;, 3 8. 110) und 
CH=e=1sb, ie 


— = bi — —X 
— 6 X (+1 3)’ 


und die dynamiſche Stabilität oder die zum Umftlrzen diejes Körpers nö— 
thige mechanijche ? Arbeit: 

4 IV + /bı +2, LES, _bh+2b h 
(@ (vr b, + ba + 3 

Beifpiel. Wie groß iſt die Stabilität oder die mechanische Arbeit zum Um: 

Fig. 214. ftürgen des Dbelisfen ABCD, Rig. 214, aus Granit, 

uf wenn deſſen Höhe A— 30 Fuß, obere Länge und Breite 

I, = 1%, um db, =1 Ruß und untere Länge und Breite 


l, — 4 Ruß und db, — 5U, Ruß betragen? Das Volu— 
men diejes Körpers ift ($. 121): 


v=(@2bl +2bl+b,l+ba1,) 3 
=(2.%.14+2.4.7%+1.44+% .7%).%, 
— 40,25..5 = 201,25 @ubiffuß ; 
wiegt nun 1 Gubiffug Granit, „=3 - 61,74 — 185,22 
Pfund, fo iſt das ganze Gewicht diejes Körpers: 
(F — 201,25 . 185,22 —= 37275 Pfund. 
Die Hohe feines Schwerbunftes über der Bars beträgt: 
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bl, +3b,1, + bal, +bil; h 





"statt Al, 2 
4.Y4+3. 141.44 %.Y 0 _ 275.15 _ 
= aan 2.9, = a > 10842 Bo. 


Eine Umdrehung um die längere Baftsfante gg it der Horizontalabitand 
des Schwerpunftes von diefer Kante, e=Y, u =Y,-Y%,—="/, Buß, daher bie 
Entfernung des Schwerpunftes von der Are: 


CS—r—= Va!+er — Y (1,75)? (10,342)? = V 110,002 — 10,489; 
und die Höhe, auf welche der Schwerpunkt zu heben ift, um ein Umſtürzen herbei- 
zuführen: 

s—r— a 10,489 — 10,342 — 0,147 Faf, 
endlich die entiprechende Arbeit oder Stabilität: 
St = @s— 37275 . 0,147 — 5479 Fufpfund. 


Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. Um bie 
mechaniſche Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines 
jchweren Körpers durch Drehung zu verändern, hat man einen ähnli— 
chen Weg einzufchlagen, wie bei der Berechnung der Arbeitsitabilität deffelben. 
Dreht man einen fchweren Körper 40, Sig. 215, um eine horizontale Are 
C fo viel, daß fi) die Neigung MCS—a« der Schwerline CS=r in 

Fig. 215. MCS, = «, umändert, jo legt hierbei der 
Schwerpunkt Sin verticaler Richtung den Weg 
HS, =M, Ss — MS—s=1r(sin.«y —sin.e) 
zurück, und es ift daher, wenn @ das Gewicht 
des Körpers bezeichnet, die hierzu nöthige mecha- 
nische Arbeit: 
Aı = Gsi — Gr(sin. &, — sin.«). 

Wäre die Drehungsare nicht horizontal, ſon— 

dern um den Winkel B gegen den Horizont ge— 





neigt, jo wiirde 

s, —r 008.ß (sin. &, — sin. «) und 

Aı = @r cos. ß (sin. & — sin. «) fein. (Bergl. $. 133.) 

Wird der Körper außerdem nod) jo fortbewegt, daß er feine Lage gegen 

die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunft fowie alle 
feine Theile einen und denjelben Weg durchlaufen, deſſen Verticalprojection 
— 5 iſt, jo erfordert die Verrüdung oder Fortbewegung des Körpers, die 
mechanische Arbeit, nod) den Zufaß A, — @ 5, und e8 ift daher die gefammte 
mechanijche Arbeit: 

A=A, + A,=G/[rcos.Pß (sin. a, — sin. «) m 


Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung fommt natürlich ganz 
außer Betracht, wenn man eine jehr langjame Bewegung vorausjegt, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zu jegen ift. 
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Bei dem Körper A C, Fig. 216, welcher auf einer horizontalen Ebene 

aufruht, und auf eine andere Horizontalebene C, D, gejtellt werden ſoll, hat 
Fig. 216. man BP — 0", alfo cos.ß —1; 
ferner wenn a und e die verti— 
calen und horizontalen Coordi: 
naten vom Schwerpumft S, des 
— Körpers in aufgerichteter Stel- 
ia! lung bezeichnen, den Radius 
— | Baer Va? + e2, und 
die Höhe EL Sı —a—rsin.a,. 
Iſt © der Neigungswintel BCS 
der Seitenfläche BC des Körpers 
gegen die Scwerlinie US, fo 
ergiebt jich die anfängliche Höhe 
des Schwerpunftes S über der 
Auflagerungsfläche: 
KS— US sin. BCES—rsin.a 
| —Va?-+ e?, sin. a, 
und es folgt die Höhe, auf welche der Schwerpuntt S des Körpers beim 
Aufrichten fteigt: u 
HS =sı = HS; —Eı H=a— Va? + 02 .sin.a, 

St num nod) s, die fenfrechte Höhe der Standebene C, D, tiber der erſten 
Lagerebene BC, jo hat man die ganze mechanische Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf (, D;: 

A=G(a— Va? + e2.sin. a +s,). 

Diefe Beſtimmung der Arbeit zum Fortſchaffen eines Körpers hat nur 
dann ihre volle Hichtigkeit, wenn der Schwerpunft ftetig von S nad) S, ge- 
hoben wird; im dem Falle hingegen, wo der Körper erft aufgerichtet und 
dann emporgehoben wird, iſt die erforderliche mechanifche Arbeit: 
4A=G(FO+s)— G(00— KSLs)—G [Va?-t e2(1— sin.a) + Sa], 
weil die Arbeit G.ON— G (Va? +02 — a), welche der Körper beim 
Kiederjinfen des Schwerpunftes von O nad) S, verrichtet, verloren geht. 


A, .B, 








Stabilität eines Körpers auf der geneigten Ebene. Gin Körper $. 146 
4C, dig. 217 (a.f.S.), auf einer ſchiefen, d. h. gegen den Horizont geneigten 
Ebene (franz. plan incling; engl. inelined plane) fann zwei Bewegungen anneh- 
men, er fan von der jchiefen Ebene herabgleiten, er kann fich auch um eine feiner 
Lofisfanten umdrehen umd umftürzen. Iſt der Körper ſich felbft überlaſſen, jo zer- 
legt ſich das Gewicht @ des Körpers in eine Kraft N normal und eine Kraft 
P parallel zur Baſis; die erftere nimmt die fchiefe Ebene vollkommen auf, die 
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legtere aber treibt den Körper auf der Ebene abwärts. Seben wir den 
Neigungswinfel FIZR der ſchiefen Ebene gegen den Horizont — «, fo ha- 


Fig. 217. ben wir aud) den Winkel G SN—.a, 
n p und daher den Normaldruck: 
VM G cos. c, 
ſowie die Kraft zum Herabgleiten: 
P= Gene 


Seht die verticale Schwerlinie SG 
durch die Bafis CD, wie Fig. 217 
zeigt, fo kann nur eine gleitende Be- 
wegung entitehen, geht aber, wie in 
dig. 218, diefe Schwerlinie auferhalb der Bafis vorbei, fo tritt auch nod 
ein Umſtürzen ein, es ift alfo der Körper ohne Stabilität. Uebrigens hat 


Fig. 219. 





Sta. 218. 





ein Körper A C auf der fchiefen Ebene FH, Fig. 219, eine andere Stabili- 
tät als auf der Horizontalebene ZIR. Sind DM=e und MS—a die red 
winfeligen Coordinaten des Scywerpunftes S, fo hat man den Hebelarm der 
Stabilität: 
DE=DO—MN=eecos a — asin.d, 

während er — e ift, wenn ber Körper auf der Hortzontalebene jteht. Ta 
e > ecos.@ — asin. @ ift, fo fällt die Stabilität in Beziehung auf die un: 
tere Kante D auf der fchiefen Ebene Heiner ans, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift fogar Null für ecos.a—=asin.«, d. i. für fang. « — 


Wenn alſo der auf einer Horizontalebene mit der Stabilität Ge ſtehende 
Körper auf eine ſchiefe Ebene zu ftehen fommt, deren Neigungswinfel x dem 


Ausdrude fang. @ — entſpricht, ſo verliert derſelbe ſeine Stabilität. 


Auf der anderen Seite kann aber auch ein Körper auf der ſchiefen Ebene zur 
Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf der Horizontalebene ſteht. 
Fir eine Drehung um die obere Kante C ift der Hebelarm CH, — CO, 
+ MN=1o,cos.@ + asin.«, während er beim Stande auf der Horizon 
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talebene, — UM — v, ausfällt. Iſt nun v, negativ, jo hat der Körper 
feine Stabilität, fo lange er auf der Horizontalebene ſteht; ruht er aber auf 


einer geneigten Ebene, für deren Neigungswinfel ec, tun. z iſt, fo gelangt 


der Körper in eine ftabile Gleichgewichtslage. 

Wirkt außer der Schwerkraft noch eine andere Kraft 7 auf den Körper 
ABCD, ig. 209, fo behält derjelbe feine Stabilität, wenn die Mittelfraft 
N aus dem Gewichte F des Körpers und aus der Kraft I eine Richtung 
hat, welche die Baſis U D des Körpers durchſchneidet. 


Beiſpiel. Bei dem Obelisken im Beiſpiele des Paragraphen 141 if 


— 7. Ruß und a = 10,342 Fuß, es verliert folglich verjelbe feine Stabilität, 
wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ſtehen fommt, für veren Neigungowinkel it: 
7 7000 


= — 0,1602: Mei folglich « — 9956’ 
tang. a 7.1035 "II 0,16922, teren Neigung folglich — 9036 beträgt, 


Theorie der schiefen Ebene. Da die Ichiefe Ebene nur den- 
Kia. 220. jenigen Drud in ſich aufnimmt, welcher 
winfefrecht gegen jie gerichtet ift, jo be 


it, um einen librigens vor dent Umftür- 
zen geſchützten Körper auf der fchiefen 
Ebene zu erhalten, indem man die Bedin- 
gung feitjegt, daß die aus P und G her- 
vorgehende Mittelkraft N, ig. 220, 
winfefrecht zur fchiefen Ebene ftehe. Der 
Theorie des Parallelogrammıes der Kräfte 
zufolge hat man 
P sin. PNO 
GG" sm.PON 

num iſt aber der Winkel PNO — Winkel FON — FHR— «md 
der Winkel PON— POK-H KON — B + 90", infofern man den 
Winkel PEF—= POK, um welden die Kraftrichtung von der ichiefen 
Ebene abweicht, mit 4 bezeichnet; man erhält daher: 

P sin. « EN: > = ‚sin. & 

G sim. HO+B)' — cos. ' 
aljo die Kraft, welche den Körper auf dev ſchiefen Ebene erhält: 

(r sin. & 
— s.B ® 

Für den Normaldrud N ift 

N _sin.OGN 
@  sin.ON@’ 
Beisbah’s Lehrbuch der Mechanik. 1. 16 











HT. 


ſtimmt ſich die Kraft 7, welche nöthig 


14 
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aber Winfel OG N—= 90° — (a + B) dd ONG—PON—=90 + B, 
daher folgt 
N sin. [90° — (@« + P)] cos. ( + ß) 
G "sin. (90% + ß) = cos.ß 
und der Normaldrud gegen die jchiefe Ebene: 


— G cos.(d . 


cos. 3 
SH « 32 90 Grad, alſo B>90 — «, fo fällt N negativ aus, 
Fig. 221. und es ift dann, wie Fig. 221 darftellt, die jchiefe 
Ebene HF über den von der Kraft P ergriffenen 
Körper O zu legen. 


Geht die Kraft P mit der fdyiefen Ebene paral- 
let, jo ift 5 — 0 und cos.ß = 1, daher 
P=Gsin.a und N—= Gcos. «. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo ift « + = 90%, 
daher 
cos. B= sin. «, ferner cos. («+ B)— 0, 
und P — 6G fowie N = 0; dann hat aljo die 
jchiefe Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, fo it 5— — a und cos.ßB— cos. «, 
daher 








G sin. & (+ c0s.0 G 
P = —— = G@ lang. eo, jowie N = == . 
cos. & cos. & cos. & 








Beifpiel. Um einen Körper von 500 Pfund auf einer fchiefen Ebene von 50% 
Neigung gegen den Horizent zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren Rich— 
ung 750 mit dem Horizonte einjchlieht; wie groß it dieſe Kraft und wie ftarf 
drückt der Korper gegen die ſchiefe Ebene? Die Kraft iſt: 

500 sın. 50° 500 sin. 50° 


> — 


— 422,6 ‘rund, 


— 008.(75— 50) eos. 25° 
und der Druck gegen die Ebene: 
. 500 . cos. 75° > 
N = —— —— =1428 Pfund. 
008.25 


148  Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt man das 
in $. 138 näher auseinandergejegte Princip von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung mit dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten ($. 83 
und $. 98) in Verbindung, fo ftellt fic) folgende Kegel heraus: Halten zwei 
Körper, M, und M,, Fig. 222, einander das Gleichgewicht, jo ift für eine 
endliche geradlinige und au für eine unendlid) Fleine Frummlinige 
Bewegung des Drud- oder Berührungspunktes A, nidt allein 
die Summe der mehaniihen Arbeiten von den Kräften jedes 
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einzelnen Körpers, fondern auch die Summe der mechaniſchen Ar» 

Kia. 222. beiten von den äußeren Kräf- 

{ ten beider Körper, zuſam— 
mengenommen, gleich Null. 
Zind P, und S, die Kräfte des 
einen Körpers, P, und S, die des 
anderen, jo entſprechen denfelben 
bei einer Werrüdung des Berüh— 
rungspunftes von A nad) die 
Wege AD,,AF,, AD, und AE,, 
und es iſt mad) dem oben ausge— 
iprochenen Geſetze: 





B.ADLS:IE +, AD, + 8.Am—0, 
oder ohne Rüdjicht auf die Richtung, 
PAD+S.A,b=P,..AD,+S,.AF,. 

Tie Richtigkeit dieſes Tages läßt ſich anf folgende Weife darthun. Da 
die Normaldritde N, und N, einander gleich jind, jo findet auch Gleichheit 
zwifchen ihren Arbeiten N, .A C und N,.A ſtatt, nur mit dem Unter— 
ichtede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv und die der anderen negativ ift. 
Kun hat man aber nad; den Fritheren, die Arbeit N). A CO der Mittelkraft 
N gleich, der Summe P). AD, +8 S,.AE, der Arbeiten ihrer Compo⸗ 
nenten P, und S,, und ebenſo N,.A ( — — P,.AD, + 8.AFB,: es iſt 
daher auch: 

P,.AD, + S.AbH—=DP.AD, 8.. T. 
Die Anwendung des ſo allgemeiner gemachten Principes der virtuellen Ge— 
Kia. 223. ſchwindigkeiten gewährt bei ſtatiſchen Unter— 
I „ dungen oft große Vortheile, indem durch 
- 1 jie die Entwidelung der Sleichgewichtsfor- 
meln jehr vereinfacht wird. Verrückt man 
3. B. einen Körper A auf der ſchiefen Ebene 
FH, Fig. 223, um den Weg AB, fo tft 
der entiprechende Weg feines Gewichtes @, 
—AU=AB.sin. ABUÜ— 
AB.sin. FHR=—ADB.sin.«, dagegen 
der Weg der Kraft P. — AD — 
AB.cos. BAD—=AB. cos. ß und endlid) 
der Weg der Normallraft N, — 0; nun ift aber die Arbeit von N gleich 
der Arbeit von G plus der Arbeit von P, man hat daher zu fegen: 
N0=—-G.AC+P.AD, 











16* 
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und findet auf dieje Weiſe die Kraft, weldye den Körper auf der fchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 
AC 6 — Sin. « 





P= — ⸗ — 
AD cos. ' 
ganz in Lebereinftimmung mit dem vorigen Paragraphen. 
Fig. 224. Um dagegen den Normaldrud 


N zu finden, rücken wir dieje fchiefe 
Ebene HF, Fig. 224, um einen be 
liebigen Weg AB rechtwinkelig gegen 
die Kraftrichtung A 2 fort, beitimmen 
die entipredhenden Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ge 
wichtes @ und die der Kraft P des 
Körper A gleich der Arbeit der 
Kraft N der fchiefen Ebene oder des 
Drudes zwijchen beiden Körpern. 
Der Weg von N ift: 

De — ABcos.BAD= ABcos.ß, 
der Weg von @ ift: 

AC— ABcos.BAU= ABcos.(a + ß) 
und der Weg von 7’ ift — 0, daher Arbeit: 

N.AD—=G.AC + P.VO, 


ea @.AC.: , os.(& -+ ß) 
und — AD” e cos.ß 
wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden ift. 





.149 Theorie des Keiles. Schr einfad) entwidelt ſich hiernach die Theorie 


des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) tft eine durd) ein dreiſei— 
tiges Prisma HG, Sig. 225, gebildete, bewegliche fchiefe Ebene. In der 





Kegel wirft die Kraft AP— P redjtwintelig auf den Rücken Fi des 
Keiles und hält einer anderen Kraft oder Yalt AQ — Q, weldje gegen die 
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eine Seitenfläche FF deifelben drückt, das Gleichgewicht. Iſt der die Schärfe 
des Keiles meſſende Winfel FHG— ec, ferner der Winkel, um welchen die 
Kraftrichtung KP oder AD von der Teitenfläche @ 77 abweicht, alio @EK 
— BAD, — Ö, und endlich der Winfel ZA H, um den die Richtung der 
Laſt Q von der Zeitenfläche F'7/ abweicht, — P, fo ergeben ſich die Wege, 
welche beim Nerrüden des Keiles aus der Yage FIG in die Yage F, MG, 
zurücgelegt werden, auf folgende Weile. Ter Weg des Keiles ift: 
AB=FF, = HR. 
ferner der Weg der Kraft ift: 
AD=— ABecos. BAD — ABcos.d, 
und der Weg der Stange AZ oder Yaft Q mißt: 
—— ABsin. ABC _ABsin.a__ ABsin. a 
in sin. AUB sin. HAC sın. ß 
Dagegen ift der Weg der dem Drude auf die Grundfläche EG entfpre- 
chenden Reaction A, fo wie der Weg von der dem Drude gegen die Peitung der 
Stange A C entgegengejegten Reaction R,, — Null. Set man nun die 
Zumme der Arbeiten der äußeren Kräfte P,Q,R und R, — Null, alfo: 
P.AD— Q.AC+RO + R.I0=0, 
jo erhält man die Beſtimmungsgleichung: 
Q.AU_ Q.ABsin. a _ Qsin.a 
AD Boom. dein.p — sin.Beo.d’ 
wie ſich allerdings auf dem Wege der Sraftzerlegung ebenfalls finden läßt. 
Wenn die Kraftrichtung K E durd) die Kante ZT des Keiles geht, und die 


Schärfe FH G halbirt, jo hat man d — 5: und daher - 


P= 





I 
2 Sin. 3 


a 77 
sin. B cos. — —— 


— Jsin.« 


Geht die Kraftrichtung parallel zur Baſis oder Seitenflähe @ FM, fo tft 
ö — 0, daher: 
_ Qsin.« 
—sin.ß ’ 
und ift noch die Yaftrichtung winfelvecht zur Seitenfläe FH, aljo # — 90°, 
jo folgt: 
P= Q Sin. cx. 
Beiſpiel. Die Schärfe FHG = « eines Keiles betrage 250, die Kraft ſei 
parallel zur Baſis AG gerichtet, es fei alfe d — 0, umd die Lalt Q wirfe win- 
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felreht zur Seitenflähe FH, alfe 8 fei = 90%, in welchem Verhältniſſe ſtehen 
Kraft und Paft zu einander? Es ift: 
P=%sin.e, alo — = sin. 25° — 0,4226. 
Kür eine Kalt Q von 130 Pfund ftellt fich hiernach die Kraft: 
P’—= 150 . 0,4226 — 54,955 Pfund 
heraus. Um vie Kalt oder Stange einen Fuß fortzufchieben, muß ver Keil den Weca 





40 —1 
13 = — — — 23662 Auf 
17 ——— 0.196 2,566 AU 


zurücklegen. 


Anmerkung J. Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes beſtimmt ſich 
das Verhältniß zwiſchen Kraft 7’ und Yalt des Keiles FGMH, Riga. 226, 
Fig. 226. wie folgt. Die Stangenlaft, 
AO == @ zerlegt ſich in eine 
Seitenfraft AN — N normal 
auf die Seitenflähbe FH ve 
Reiles, und in eine Seitenfraft 
AS— S normal auf die Stan: 
genare LA. Währenn 5 von 
ver Yeitung der Stange aufge 
nommen wird, acht IN — N 
auf den Keil über und vereimat 
ſich bier als 4, N, mit ber 
Rratt RP- APP w 
— Keiles zu einer Mittelkraft 
A, R = K, deren Richtung winkelrecht auf ver Grundfläche G des Keiles ſtehen 
muß, damit fie vollitändig auf die Unterſtützung des Keiles übergeht. Das Kräfte: 
parallelegramm A, PRN, giebt: 
P _ sin. RA,N, _siu. FHG _ sine 
N "sin. A, RN, sin. PA,R cos.d' 
und dem Kräfteparallelogramme ANGS zufolge tt: 
N sin. N QA sin. QAS 1 
1:5 sm. INQT — sin. LÄIH — sin.®’ 
da nun N, — N iſt, ſo eraiebr ſich hiernach durch Multiplication dkeſer Pre: 
pertionen: 





PN r sin. « ai 
— —— — — — — ve: 
N Q () sin.® cos. 0’ 

j (sin. « 


sin. B cos. d' 
wie auch im Haupttert gefunden werden Lit. 
Anmerfuna ?. Die Theorien ver Hebels, ver ſchiefen Ebene und ver Keilees 


finden eine weitere Ennwicelung im fünften Gapitel, we ned der Finfuf der Met: 
bung in Betracht gezegen wirt. 
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Viertes Gapitel. 
Gleichgewicht an den Seilmafdhinen. 


Seilmaschine. Wir haben either die feiten Körper als vollfommen $. 1 
ftarre oder fteife Körper (franz. corps rigides; engl. rigid, stiff bodies), 
d.i. als folche angejehen, welche durch die Einwirkung äußerer Kräfte weder in 
Form noch im Wolumen verändert werden; bei manchen Körpern und in 
vielen Fällen der Anwendung der Mechanik auf die Praris ift jedod) die 
Annahme der vollfonmenen Starrheit feiter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb nöthig, diefe Körper insbefondere noch) in zwei anderen Zuftänden zu be: 
traten. Diefe Zuftände find die vollfommene Biegſamkeit und die Elafti- 
cität, und wir unterfcheiden hiernach nocd) die biegfamen Körper (franz. 
eorps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaftiichen Körper 
(franz. corps dlastiques; engl. elastic bodies), Die biegjamen Körper 
nehmen nur Kräfte von einer gewilfen Nichtung ohne Formveränderung auf, 
folgen dagegen den Kräften, welche nach anderen Richtungen hinwirken, voll- 
ſtändig; die elaftiichen Körper hingegen geben bis zu eimer gewiſſen Grenze 
jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, fig. 227,1, widerfteht einer Kraft / vollftän- 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 227, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirfendentraft 7, wobei feine Are die Richtung der Kraft annimmt, umd ein 


Fig. 227. 





elaſtiſcher Körper 4, Fig. 227, III, widerſteht der Kraft P nur bis zu 
einem gewiſſen Grade, wobei feine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnüre, 
Zeile, Riemen, und in gewiffer Beziehung auch Ketten, find die Repräjen- 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine volllommene Biegſamkeit nicht 


.) 
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befigen. Dieſe Körper jind der Gegenſtand diefes Gapitels; von den elaftischen 
Körpern, oder vielmehr von der Klafticität der feiten Körper wird dagegen 
erſt im jechsten Capitel gehandelt. 


‘ 


Wir verjtehen in der Folge unter einer Seilmafchine (franz. machine 
funieulaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 
Seilen (das Wort Stil int allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 
angeſpaunt wird, und bejchäftigen uns in diefem Gapitel mit der Theorie des 
Gleichgewichtes diefer Maichinen. Terjenige Punft einer Seilmajchine, wo 
eine Kraft angreift umd deshalb das Zeil einen Winkel bildet oder eine 
Nichtungsveränderung erleidet, heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot). 
Derſelbe ijt entweder feſt (franz. fixe; engl. fixed), oder beweglid) (franz. 
coulant; engl. moveable). Spannung (franz. und engl. tension) ift die 
Kraft, weldye ein geipanntes Zeil in der Nichtung feiner Are fortpflanzt. 
Tie Spannungen an den Enden eines geraden Teiles oder Seilſtückes ſind 
aleich) und entgegengefeßt (S. 36): auch kann das gerade Zeil andere Kräfte 
als die in der Aremrichtung wirkende Spannung nicht fortpflanzen, weil es 
fich jonjt biegen müßte, alfo nicht gerade bleiben könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Seilmaſchine 
findet jtatt, wenn in jedem Knoten derjelben Gleichgewicht vorhanden iſt. Ce 
find daher zumächit die Werhältuiiie des Gleichgewichts an einem Knoten 
fennen zu lernen. 


In einem Knoten A, welchen ein Zeilftüf AAB, Fig. 228, bildet, fin: 
det Gleichgewicht ſtatt, wenn die ſich aus den Seilſpannungen KS —=Sı 
und XS, — 8, ergebende Mittelkraft XS — S gleid) und entgegengefeßt 
gerichtet it der im Knoten angreifenden 
Kraft P, denn die Seilfpannungen Sı 
und S, bringen im Knoten AT diefelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten fich das Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleich iſt und entgegen- 
gelegt wirft der Mittelfraft aus den ber 
den anderen ($. 87). Ebenſo ift aber 
auch die Mittelfraft A aus der Kraft ? 
und der einen Spannung S, gleich und 
entgegengeſetzt gerichtet der zweiten Seil: 
ſpannung 5; u. ſ. w. Jedenfalls läßt 
jich diefe Gleichheit dazu benugen, zwei 
Beftimmungsftüde, z. B. die Spannung und Nichtung des einen Seiles, zu 


Fig. 228. 
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ermitteln. Iſt 3. B. die Kraft P, fowie die Spannung S, und der von 
beiden eingeſchloſſene Winkel 

AKP= 180 — AKS = 180° — «u 
gegeben, jo hat man für die zweite Spannung 

8—VPILSIEPS 00.0 
und für ıhre Richtung oder Abweihung BKS — Pß, von KS: 

S, sin. « 


sin. =; 
2} 





Beifpiel. Wenn das Seil AKB, Atg. 225, am Ende B aufgehangen, am 
Ende A aber durch ein Gewicht 7 — 135 Pfund und in der Mitte durch eine 
Kraft P—= 109 Pfund, welde unter einem Neiqungswinfel von 25 Grad auf: 
wärts zieht, angeipannt wird, jo it die Krage nach der Richtung und Spannuna 
dee Seiltüdes KB. Die Größe der gefuchten Spannung ift: 


$, = V 102 + 135° — 2.109.135 cos. (90° — 250) 
— V 11581 + 18225 — 20430. cos. 65° — V 17668,3 — 132,92 Pfund. 
Kur ven Winfel 2 iſt: 


S, sin. Ba 
sin. ⸗ — —— „ Log. sin. 3 = 0,%401 - 1, 


5, 132,92 
— 36700, und die Neigung des Seilſtückes KB gegen den Horizont: 
8% — 250 = 679,0’ — 250,0’ — 420,0. 


Wenn ein Seil AKB, Fig. 229, dadurd) einen feften Knoten K bildet, S. 15° 
daß fich das eine Seilftüd BK gegen eine fefte Stüge M anlegt, während 
das andere Seilftüf AK durd 
eine Kraft KS — S geipamnt 
wird, deren Richtung um einen 
gewiſſen Winfel SKS) — « von 
der Nichtung des erjteren abweicht, 
jo ift die Spannung des Seil: 
jtüdes KB: 

KS—Sı —Scos. a 
weil der zweite Component KN—N—Ssin.« der Spannung S von der 
Stüße M aufgenommen wird. 
Uebrigens ift aud) 
Ss — SVı1-— (in.e):, 
und daher fir einen Fleinen Ablenfungswinfel «: 


Ss, = (1-5 @in 0) = (1 - -5) S, dagegen 


Fig. 22. . 





⸗ 


— 
ur 


. 
⸗ 
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8 = ( 4 5) S, zu jegen. 
1— — : 
2 
Wenn ſich ein Seil AB, Fig. 230, um einen prismatifchen Körper M 
fegt, und dabei in jeiner Richtung um die Winfel @,, &,, o; abgelenkt wird, 
jo wiederholt ſich die vorige 
Kraftzerlegung, fo daß im 
Knoten K, die Spannung 
Sın: 
S; —= Scos. a, 
im Knoten K, die Span: 
nung S, in: 
S; = $ı 008. 
— $ cos. &, C08. (ls, 


8— 





Fig. 230. 





und im Knoten A, die Spannung S, in: 


S, — S, cos. a, — S 008. &, C08. (y 008. &, übergeht. 
Sind die Winfel &,, @,, &, — a, alfo einander glei), jo hat man: 
S;, — S (eos. «)®, oder allgemein, bei » Ablenfungen: 


5 = $ (cos. a)". 


Seht das Prisma M in einen Cylinder über, jo ift « unendlich Fein, 
und n umendlic groß, daher: 


R ( 2" R (i na? * 
a nt 3 — -7)8 


oder wenn man den ganzen Ablenkungswinkel n« durch P bezeichnet: 





2 BBN 5. 
ME —— (1 — — 8. d. i.: 
— — 
8. = S, weil @ und folglich auch — unendlid) Klein gegen 1 tft. 


Wenn aljo ein Seil jo um einen glatten Körper gelegt iſt, daß es einen 
Theil vom Umfang feines Querſchnittes bededt, jo wird dadurch feine 
Spannung nicht geändert, es find alſo aud) im Gleichgewichtszuftande, 
die Spannungen an den beiden Enden deffelben einander gleich. 


St der Knoten K ein lofer oder beweglidher, wirkt z. B. die 
Kraft I mittels eines Ringes auf das durchgezogene Seil AKB, Fig. 231, 
jo ift zwar wieder die Meittelfvaft S aus den Seilſpannungen S, und 
S, gleidy und entgegengejegt gerichtet der Kraft P am Ninge: außerdem find 
aber noch die Seilſpannungen unter ſich gleich. Dieſe Gleichheit folgt 
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zwar ſchon aus $. 152, läßt ſich aber auch Leicht auf folgende Weife nach— 
werfen. Zieht man das Seil um einen gewiflen Weg s in dem Ringe fort, 
jo legt die eine Spannung S, den Weg s und die andere Spannung S, den 
Weg — s, die Kraft P aber den Weg Null zurüd; es iſt folglich, voll: 
tommene Biegjamfeit vorausgejegt, die Arbeit: 

P.O — Sr s — 8.301 Ss — Ss und Sı — S.. 


Aus dieſer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft S 
von den Zeilrichtungen abweicht; jegen wir diefe Winkel — «, fo giebt die 
Auflöfung des Rhombus KS, SS;: 

s—=rP=32S, cos. «, und umgefehrt: 
N y 


208. 


I Ss == 


Kia. 231. Fig. 232. 





Sind A und B, Fig. 232, feſte Punkte eines Seiles AK B von gege: 
bener Yänge (2 «) mit einem beweglichen Knoten A, jo findet man den Ort 
dieſes Knotens, wenn man eine Ellipfe conftruirt, deren Brennpunkte A und 
B find und deren große Are der Seillänge 24 gleich ift, und hierauf eine 
Tangente an diefe Curve winfelvecht zur gegebenen Kraftrichtung legt: der 
ſich ergebende Berührungspunkt ift der Ort des Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale S mit den Fahrftrahlen KA und KB gleiche Winfel ein- 
ihließt, gerade fo wie die Mittelfraft S mit den Seilipannungen S, und S,- 


Zieht man 1 D parallel zur gegebenen Kraftrichtung, macht BD gleich - 
der gegebenen Seillänge, halbirt ID in IL und erridjtet hierauf das Per— 
pendifel IK, jo erhält man den Ort des Knotens K aucd ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Winkel AXM —= Winkl DKM und 
AK — DK ift, fo folgt auch Winkel AKS — Winkel BKS und 
AK+ KB=DK+-KB=DR. 


154 
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Beifpiel. Zwiſchen ven Punften 1 und B, Fig. 233, it ein Seil von 9 Ruf 
Länge durch ein mittels eines Minges angehängtes Gewicht G ven 170 Pfund 
ausgeipannt; die Korizontalentfernung A C bei: 
der Punkte it 6%, Auf und der Verticalabitand 
C’B=2 Ruf; man fucht den Ort des Knotens 
jowie die Seilipannungen und Ecilrichtungen. 
Aus der Yinge AD — 9 Fuß als Hypotenuſe 
und der Horizontalen ACT - 61, Ruß felat 
die Verticale: 

"cD=-V%-65—=V31— 12,2 
— V 38,75 — 6,225 Ruf; 
und bieraus Die Baſis des aleichichenfligen 
Dreiedes BDK: 
BD=(0D—- CB-_6,225 -—2= 1,225 Auf. 

Die Nebnlichfeit ver Dreiede DAM un 

D.C giebt num: 
4,225.9 


. DA= —— = 3,054 Fuß; 


2 .6,225 





e — DM 
DK= BKz DC 
hieraus folgt: 

AK —= 9 — 5054 — 5,946 Auf, 
und für den Winfel «, um welcden vie Seilitücde von der Verticalen abweıcen: 
BM 2,1125 


cos. = —— = ——— (0,6017, daher « —= 46° 14°, 
BK 3,04 2 F 
und endlich die Spannung der Seile: 
(r 170 R 
S=-,.= — 122,9 Pfund. 


— »eos.a 2.0,6917 


Gleichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Verhältnifie des 
Sleichgewichtes an einem Seilpolygone, d. 1. an einem angejpannten 
Seile, weldjes an verſchie— 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen wird, find in 
Uebereinftimmung mit den 
Verhältniffen des Gleichge- 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es jet AKB, ig. 234 1, 
ein von den Kräften 

Pı, Ps, P;, 24; P, 
angeipanntes Seil, P, und 
P, greifen in A, P, in K 
und P, und P, in Ban. 
Setzen wir die Spannung 
dee Seilftüdes AK, — 8 


Fig. 234. 
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und die des Stüdes BK, — S,, jo erhalten wir S, ala Mittelfraft von 
den in A angreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffs— 
puntt A diefer Spannung von A auf K, jo ergiebt ſich wieder S, als 
Mittelfraft von S; und P, oder von P,, P, und P;:; transportiren wir 
endlich den Angriffspunkt der Kraft S, von A nad) B, fo erhalten wir in 
S, P, und P,, oder, da 8, Mittelkraft von P,, P, und P, tft, aud) 
in P, P,, P,, P,, P, ein fi) das Gleichgewicht haltendes Kräfteſyſtem. 
Bir können hiernady behaupten: wenn gewifje Kräfte P,. P,, P; 
u. |. w. ein Geilpolygon im Gleichgewichte erhalten, jo werden 
Fig. 285. fie ſich aud jelbft 
das Gleihgewidt 
halten, wenn man 
fie beiunveränderter 
Richtung und Größe, 
in einem einzigen 
Punkte, z. B.in C(IL.), 
angreifen läßt. 
Wird das Seil 
AK, M. ... B. 
Fig. 235, in den Kno— 
ten Ki, Ka durch Ger 
wichte G,, Gy... ans 
geipannt, und werden 
die Endpunfte A und 
B durch die Berticals 
iräfte 9, und V,„ und 
die Horizontalfräfte ZU, und M, feitgehalten, fo ift die Summe der Verticalfräfte: 
nn + - + hr H+--) 
md die Summe der Horizontalfräfte: 7, — H„. Der Gleichgewidts- 
zuftand fordert aber beide Summen — Null; es ift daher 
yY + SH 0 4. oo 
2) DH = Bu, bh $ 
bei einem durch Gewichte angejpannten Seilpolygone ijt die 
Summe der Verticalfräfte oder VBerticalfpannungen in den End- 
oder Aufhängepunften gleich der Summe der angehängten Ge— 
wichte, und es ift die Horizontalipannung des einen Endes gleid) 
und entgegengefegt gerichtet der Horizontalipannung im anderen 
Endpunkte. 
Verlängert man die Richtungen der Spannungen S, und S, in ben 
Endpunften A und B bis zu ihrem Durdjfchnitte C und verlegt man die 
Angriffspunkte jener Spannungen nad) diefem Punkte, jo erhält man eine 
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einzige Kraft P— Pı + V,, weil id die Horizontalkräfte ZU, und 
H,„ aufheben. Da diefe Kraft der Summe 6, 6G +G, + - - - von 
den angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, jo muß der Angriffs 
oder Schwerpunkt diefer Gewichte in der Richtung derfelben, d. i. im der 
durch C' gehenden Verticallinie, enthalten fein. 


Aus der Spannung S, des erjten Seiljtiides A A, und defjen Neigungs- oder 
Fig. 235. Fallwinkel SAH, — au, 
folgt die Verticalſpan— 
nung F, = Sı sin. «a, 
und die Horizontalipan- 
s, mung H, — S, cos. &,. 
Transportirt man man 
den Angriffspunft die: 
jer Kräfte von A nad) 
den erjten Knoten K,. 
jo fommt zu dieſen 
Spannungen das ver 
tical abwärts ziehende 
Gewicht G,, und es 
ft nun für das fol- 
gende Seilftüf X, A: 
* die Verticalſpannung 


v 





— 


V. — Vr — 6, = 9 sin. — GN, 
wogegen die Horizontalſpannung unverändert IU. ZH, — H bleibt. Beide 
Kräfte geben vereinigt die Arenfpannung des zweiten Seilſtückes 
s=-VrwrR 
und die Neigung az deilelben durd) die Formel: 


/ V, S, sin. cd — (1j d; 
ANG. by u — — — , 0, 1, 
II S, cos. cc 
j Y 
lang. ca —— tang. « od. 
9. Ca = tandg. &, — 77" 
H * 


Trägt man den Angriffspunkt der Kräfte W, md M, von A, nad) As. 
jo erhält man in ‘dem hinzufonmenden Gewichte G, noch eine neue Verti— 
calfraft, und es entjteht jo die Verticalfvaft des dritten Seilftüdes: 

VY,,—=VN— 6,=#V, — (Gı + @) =Sı sin. a, —(G, + 6). 
während die Horizontalfraft HZ, — H bleibt. Die Gefammtipannung dieſes 
dritten Seiljtiides iſt mithin: 

S=VV?+H,, 
und für den Neigungswinfel «, defielben hat man: 
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V, = 5, sin. co —(@, + 6) vi 


fang. — H — 
G @ 
tung. &; — tang.a, — ara . 
Für den Neigungswintel des vierten Seilftitdes ift: 
tang. a4 — tang.ı, — arte u. ſ. w. 


Fällt ni u >tang.a, oder GL + @2 + @3 > V, aus, fo 
wird fang. c. und folglid) aud) a, negativ, jo daß die entiprechende Poly- 
gonfeite K, K, nicht mehr abwärts gerichtet ift, jondern aufjteigt. Daffelbe 
Verhältmig tritt natürlich auch in jedem anderen Punkte ein, fiir welchen 
++ G +: >n if. 

Uebrigens laſſen fich die Spannungen Sı, 5, S, u. f. w., ſowie die 
Neigungswinkel &,, &, &; u. |. w. der einzelnen Seiltriimer leicht geome- 
triſch darſtellen. Machen wir die Horizontale CA — CB, fig. 236, 

Fig. 236. — der Horizontalfpannung H umd die 
Verticale CK, — der Verticaljpannung 
Y, im Aufhängepunfte A, jo giebt die 
Hypotenuſe AK, die Zotaljpannung S, 
des erjten Seiljtüdes und der Winkel 
CAK, die Neigung deffelben gegen den 
Horizont an; tragen wir num noch die 
Gewichte G,, @,, @s u. f. w. al Theile 
Kı Ka, KK, u. |. wm. auf CK auf 
und ziehen die Transverjalen AK, AK, 
u. ſ. w., jo erhalten wir in ihnen die 
Spannungen der folgenden Seilſtücke 
und durch die Winkel UA M., CAK, u. f. w. auch die Neigungswinfel 
“4, @, u. ſ. w. diefer Seilſtücke. 





Aus den Unterfuchungen im vorigen Paragraphen ftellt ſich als Geſetz für 
das Gfeichgewicht der durch Gewichte gefpannter Seile heraus: 

1) die Horizontaljpannung iſt an allen Ztellen des Zeiles eine 
und diefelbe, nämlid): 

H — 9, 008.6, = Su 008. & ; 

2) die Berticaljpannung an irgend einer Stelle ift gleid der 
Verticaljpannung am darüber befindlihen Ende minus der 
Summe der darüberhängenden Gewichte, aljo: 


— V — (66 6, —6. 
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Allgemeiner läßt fich diefer Sag auch fo ausdrüden: Die Berticalfpannung 
an irgend einer Stelle ift gleich der Berticalfpannung an irgend einer tieferen 
oder ‚höheren Stelle plus oder minus der Summe von den zwifchen beiden 
Punkten hängenden Gewichten. 


Kennt man außer den Gewichten den Winkel ©, und die Horizontalipan- 
nung A, fo erhält man die Verticalipannung am Ende A: 
V, = H.tang. a, 
und demnad) die am Ende B: 
= (a +++) — V. 


Sind hingegen die Neiqungswinfel @, und «, an beiden Aufhängepunften 
A und B bekannt, jo ergeben jic die Horizontal» und PVerticalfpannungen 
zugleich; e8 iſt nämlich: 

Vn __ tang. &, 
V,  tang.a, 
und daher: 
— V tang. c, 
tang. &;, 
Da man noch Y, +, = Hm +G +: -,di: 
tang.a, + ang. yu\ vr _.g j 
( tang. a; ) PS UND 
hat, jo folgt: 
C(6G + G@g + ++ -)tang. a, 


sin. &, COS A, 


V ——((7 Grau: Se u) eu 

tang. &, + tang. &, ee) sin.(@ +@,)' 
(Fr (F ... t a n * x 3 . 

— 


tang. a, + tang. o, sin. (a; +)’ 
und hieraus: 

008. & COS. Cy 
sin. (a +@,) 
Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift aljo «u — «,, jo hat 
Be A ek m; 


2 - ; dann trägt alfo das eine Eude 


A eben jo viel wie das andere Ende B. 


H=VJ, eotg.a, = TV, cotq. = (Gı 6, + --) 


won: 9, SEP = 


Diefe Formeln gelten natürlidy auch fir jedes beliebige Baar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ftatt 5 + Gy, + :-- die 
Summe der zwifchenhängenden Gewichte u. ſ. w. einfegt. Für die Vertical 
jpannungen der Seile, weldye ein und dafjelbe Gewicht G, zwiſchen jich halten 
und die Neigungswintel &, und &„4+, haben, iſt . ®.: 
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Sin. ln COS. Am a1 Fn 


BE 7 em 
; ” sin(am + eur) 1 -+ cotg. m lang. Am +1 

Y — Sin. COS. Am er Fr 
ET le + mr) I + tang.am Cotg.Amzı 


Uebrigens gelten dieje Geſetze auch für durch Parallelfräfte angeipannte 
Seilpolygone überhaupt, wenn man ftatt der Verticalen die Kraftrichtungen 
einführt. 


Beifviel. Das Seilpelygen AK, K, K,B, Fig. 237, iſt durdy drei Gewichte 
5, =D, = 30 und G, = 16 Pfund, fowie durd die Horizontalkraft 
Fig. 237. Fe 25 Pfund geipannt, man 
fucht die Arenfpannungen und 
Neigqunaswinfel ver Seiten unter 
der Vorausſetzung, daß die Seil: 
enden in A und B einerlei Mei: 
aung haben. Die Berticalivan- 
nungen in beiden Enden find bier 
gleich, nämlich: 
— 6, * (79 + (Fr, 


7 — * 
Se 4 — 


2 
_ 20+30+16 
— 2 
— 33 Pfund, 





die Verticalſpannung des zweiten 
Seilſtückes iſt dagegen: 
r,.=V, — 6, — 33 — 20 = 13 Pfund, 
und die des dritten: 
Y,—=V, — G, (wer G, -6. — V,) = 33 — 16 = 17 Pfund; 
de Neigungswinfel @, umd «, der Seilenven find beitimmt durch: 


tang. a, — tang.e, — A=2 — 1882., 
Ne der zweiten und vritten Seilitüde aber durch: 
tang. « — tang.ı, — 9 — 132 — au — 0,52 und 
J 25 
tang. a; — tang.ı, — 5 — 132 — nr =0,098; 
es iſt hiernach: 
a = «a, BBꝛ20 Bl, a, = 27028, a; B3440 18; 


endlich find die Arenfvannungen; 
S=S,=VVe+ m=V5RH = VV = 41,40 Bun, 
= Ve+M= V132 + 252 — V 794 — 18,18 Bfund, und 


,=VYV2+ HM=V17+ 25% = 80,23 Pfund. 
Welsbab’s Lebrbuch d. Medanit. 1. 17 


258 Dritter Abjebnitt. Viertes Gapitel. |$. 157. 


‚157 Die Parabel als Kettenlinie. Segen wir jest voraus, daß das Seil 
ACB, ‘sig. 238, durch lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden auf: 
gehängte Gewichte (7), @., @; 





Nta. 238. 
u. |. mw. geipannt jei. Bezeich— 
— —  B nen wir den Horizontalabftand 
| | / AM zwilchen dem Aufhänge- 
NOIR | | in * punfte A und dem tiefften 
% J PA Punkte C durch b, jowie den 
| N |. Verticalabftand CM durd) «a; 
G * c jegen wir ferner fir einen an- 
—846 deren Punkt O des Seilpoly: 
T gons die gleichliegenden Goor: 


dinaten ON —yund CN—r. 
Iſt num die Verticalifpannung in A, — V, fo folgt die in O0, — . V. und 


daher für den Neigungswintel NOT — ROQ — g des Seilftüdes O0 Q 
gegen den Horizont: 
tang.p = 2, 14 
b H’ 
wo H die conftante Horizontalipannung ausdrüdt. 
Es ift hiernach QR — OR.tang.p — OR: der Höhenabſtand 


zweier benachbarten Eckpunkte des- Seilpolygons. — wir 4 der Reihe 


nad) OR, 2OR, 30R u. j. w., jo giebt num die legte Gleichung die ent: 
Iprechenden Höhenabftände des erſten, zweiten dritten Eckpunktes u. ſ. w., von 
unten nad) oben gezählt; und addiren wir endlich alle diefe Werthe, deren 
Anzahl — m fein möge, fo erhalten wir die Höhe CN des Bunftes © über 
dem Yußpunfte C. Es ift nämlich: 

VOR 


= 0 N=n (OR+20R +30R-+--- +m.OR) 
3 

VOR V Vmm+ l) OR? 
=7—(i E44... Em) 

H Gr wm H 1.2 b 


der us der arithmetischen Reihen zufolge. 











Endlich OR — z geiegt, erhält man: 
Vm(m+1) 5* 
oder, wenn man für den Neigungswintel & des Seilendes 4, 


tang. & = ’ einjegt: 
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_. m(m + 1) y2tang. a 
nu 2m?b 
Ft die Zahl der Gewichte ſehr groß, fo fann m + 1 — m angenom- 
men werden, weshalb man erhält: 
r 2 2 
A * 37, — F tang. &. 
Für — « iſt — b. daher hat man auch: 


— yb _ btang. « 
H3 2 
und hiernach einfacher:  — 
a b2’ 


welche Gleichung nur der Parabel zufommt. 

Bird aljo ein Übrigens gewichtslofes Seil durch) unendlich viele gleiche, in 
gleichen Horizontalabftänden angreifende Gewichte gefpannt, jo geht das Seil- 
polygon in eine Parabel über. 

Für den Neigungswintel p hat man hiernad): 

2a a x 2x 
7 u a 2 
__ 2a 
tang. a — — 


Die Subtangente für den Bunft O ift: 


‘ 


tang.p —= ſowie 


NT = ON tan. —y Er =2t—=20N. 
? 


Wären die Stetten und Hängeifen einer Kettenbrüde ABDF, Fig. 239, 
Fig. 239, 





gewichtslos, oder jehr leicht in Hinficht auf das deshalb nur zu berückſich— 
gende Gewicht der belaſteten Brücke DE F, fo würde die Kette A CB eine 
Parabel bilden. 

Beifpiel. Es jei die ganze Belaftung ver Kettenbrüde in Fig. 239, G=32F 
—= 320000 Brund, die Spannweite A B, = 2b —=150 Auf, die Bogenhöhe C M, =u 
= 15 Aug, man ſucht die Spannungen und übrigen Verhaͤltniſſe der Kette. Die 
Neigung der Kettenenden gegen den Horizont iſt beitimmt durch die Formel: 


u _D _2 _ 94 es it alfo viefelbe « — 210 48°, 


17” 
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Die Verticalipannung an jedem Aufhängepunfte ift: 
V — 1, Gewicht — 160000 Pfund ; 
die Horigontalipannung : 
H = V cotg.« — 160000 - Rn — 400000 Pfund, 


endlich die Gefammtipannung an einem Ende: 


2 
— VRr+M= VVı-+ cotg. «a — 160000 - Vır@ =) 


— 160000 Ye: — 80000 V 29 — 430813 Pfund. 


158 Die Kettenlinie. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes vollfommen 
biegfames und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern beftehende 
Kette, durch das eigene Gewicht geſpannt, jo bildet die Are derjelben eine 
krumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainette; engl. catenary) 
erhalten hat. Die unvolltommen elaftifchen und ausdehnbaren Schnüre, Seile, 
Bänder, Ketten u. ſ. w., wie fie im praktischen Yeben vorfommen, geben 
frumme Pinien, welche fich der Kettenlinie nur annähern, meijt aber als jolche 
behandelt werden fönnen. Mad) dem Vorhergehenden ift die Horizontaljpanmung 
der Kettenlinie an allen Bunkten gleid) jtarf, dagegen die Verticalfpannung in 
einem Punkte gleich) der Berticalfpannung im dariiber befindlichen Aufhängepunfte 
minus Gewicht des dariiber befindlichen Kettenſtückes. Da die Verticalipan- 
nung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, ſich vernullt, alfo die Ver— 
ticaljpannung im Aufhängepunfte gleich it dem Gewichte der Kette vom Auf: 
hängepunfte bis zum Scheitel, fo ift die Verticalſpannung an jeder Stelle 
auch gleid) dem Gewichte des darımter befindlichen Seil- oder Kettenſtückes. 

Sind gleid) lange Stücde der Kette gleich Schwer, jo entjteht die jogenannte 
gemeine Kettenlinie, von weldyer hier nur die Rede ift. Wiegt ein Seile 
oder Kettenjtiid von 1 Fuß Yänge, >, und ift der den Coordinaten CM= a 
und MAD, fig. 240, entiprechende Bogen AO CI, jo hat man das 

Fig. 240. Gewicht des Kettenſtückes AOC, 
G=IY; 

ift dagegen die Yänge des den 

GSoordinaten ON —=r uw 

NO — y angehörigen Bogens 

— s, jo hat man für dag Ge— 

wicht diefes Bogens, V—=sY. 

Segen wir endlich die Länge 

eines gleichartigen Kettenſtückes, 

deſſen Gewicht gleich ijt der 

Horizontalfpannung ZH, — c, 

jo haben wir noch H = cy, 
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und daher für die Neigungswinfel « und ꝙ in den Punkten A und O: 
I 


— 


— — und 


G I 

t . —f . —— — — 
ang. «—=tang. SAH = H > 
tang.p —=tang. NO T= — er nt, 
H cY c 


Macht man die Horizontale CH, Fig. 241, gleich der Yänge c des die Ho= $. Ti 
rizontalfpannumg mefjenden Kettenftides und © @ gleidy der Yänge 7 des 
Kettenbogens von der einen Seite, jo befommt man, in Uebereinjtimmung 
mit $. 155, in der Hypotenuſe @ 77 die Größe und die Richtung der Seil— 
jpannung im Aufhängepunfte A, denn es ift: 

CG I 
tang. CH6=77 = = und 
GH=Vc® + CH —Vl +.c2, ober 
s-V@+m—=Vr+ey=GH.r. 

Theilt man nun C @ in gleiche Theile und zieht von M nad) den Theil: 

Fig. 241. punften 1, 2, 3 u. ſ. w. gerade Linien, jo 
geben diefe die Maße und Richtungen der 
Spannungen derjenigen Punkte in der Ket— 
tenlinie an, welche man erhält, indem man 
die Pänge des Kettenbogens A C in ebenfo 
viel gleiche Theile theilt. So giebt 3. B. die 
Yinie HK die Größe und Nichtung der. 
Spannung oder die Tangente im Theilpunfte 
(P) des Bogens AP C an, weil in diefem 
Punkte die Verticalfpannung — CK. iſt, 
während die Horizontalſpannung unveräns 
dert — ec. y bleibt, aljo für diefen Punkt 

lang. g = ——— CK. tr _ F 
— cy cH 
ift, wie die Figur auch wirklich giebt. 

Diefe Eigenthümlichfeit der Kettenlinie 
läßt fich benugen, um diefe Curve annähernd genan mechanisch zu conftruiren. 
Nachdem man die gegebene Yänge CU @ des zu conftruivenden Kettenlinienbo— 
gens in fehr viele gleiche Theile getheilt, die die Horizontalfpannung meſſende 
Linie CH—c aufgetragen und die Transverfalen 71,772,H3 u. |. w. 
gezogen hat, trage man auf CH einen Theil C1 ald Ca des Kettenbogens auf, 
ziehe nun durch den erhaltenen Theilpunft (a) mit der Transverfalen H1 eine 


Parallele und fchneide von ihr wieder einen Theil ab — C1 ab, ebenfo 





160 


262 Dritter Abſchnitt. Viertes Gapitel. [s. 160. 


ziehe man durch den erhaltenen Edpunft (b) eine Parallele zur Transver- 
falen 72 und fchneide von ihr be — C1 gleich einem Bogentheile ab; 
jegt ziehe man durch den neuen Endpunkt c eine Parallele zu H 3, mache 
ce d wieder gleich einem Bogenſtück und fahre auf diefe Weife fort, bi8 man 
das Polygon Cabedef erhält. Nun conftruire man ein anderes Polygon 
Caßydseg dadurd, dag man Ua parallel 1, « B parallel H2,ßy 
parallel 73 u. ſ. w. legt und Ca—aß—ßyun.w— 61 — 12 
— 23 u. f. w. madıt. Führt man endlich, durch die Mittelpunfte von a «, 
bB,cy...fy einen Zug CPA, fo erhält man in demfelben annä- 
hernd die gejuchte Kettenlinte. 

Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer ſenkrechten Wand 
läßt ſich fiir praktische Beditrfnifje oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewiſſen Bedingungen, z. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. ſ. w. entjpricht. 


Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 


namentlicd) auch bei Anwendungen in der Architektur und in den Majchinen- 
weſen, tft die Horizontalfpannung der Kettenlinie fehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Hein gegen die Weite. Inter diefer VBorausfegung ermittelt fich 
eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weife. 

Bezeichnet s die Yänge, x die Abſeiſſe UN und y die Ordinate N O eines 


Rig. 242. jehr gedrüdten Bogens CO, 

— M B® Fig. 242, fo können wir der 

> se — I = — beigefügten Anmerkung zufolge, 
Q SLIR — = annähernd 


— 2 /z\? 
T z — —A 


daher die Verticalſpannung in einem Punkte O eine® niedrigen Kettenlinien— 


bogens: 
 v= J + ;(@ ) |v». 


und fiir den Tangentenwinkel TON= 9 beflelben: 





z\2| y 

—) I tegen. 

Ns ſetz 

Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, jo finden wir das einem 


ſolchen Theile OR entiprechende Stüd RQ — N I der Abfciffe x, indem 
wir jeßen: 


tang.p — r — + 


-—— 


RQ—= OR.tang. 9 — — 2|ı —— 
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Da x Hein fein fol gegen y, jo ift annähernd RQ— OR.: 


2 3 
Set man nun ÖOR—= — > umd fucceffiv für 4 die Werthe I 2, — = 
m m m 
uj.w. on befommt man nad) ar nad) — Theile von x, deren Summe nun 
I Hase — dd I Fr ——— 
— m? = 2 S: 2c 
it und wieder der Gleichung der Barabel — 
Gehen wir aber noch genauer, ſetzen wir in 
aR—oR.2|ı +3) 
2 
ftatt x den leßtgefundenen Werth - ein, jo erhalten wir: 
IR=0R.2lı + 1F — IE IP). 
u 
y2y3 3Y 
Nehmen wir nun wieder nad) einander y = —,—, u. ſ. w., und 
m m m 


jegen wir ftatt OR ebenfalls —, jo finden wir nad) und nach ſämmtliche 


Theile von z und hieraus bie © Summe jelbit: 


HlHaretst tm (2) art] 


em 6c? 
Für eine jehr große Anzahl von Gliedern ift aber die Summe der natür- 
Ä ‚2 — mi 
lichen Zahlen von 1 bie m, — z und die Summe ihrer Euben, — 7 


(1. „Ingenieur“, Seite 88); es tft es 
= (24 — d. i. 
e\2 60 4 
Komm — 5 — —11 — — 
* 2c r 24 c° | r 15 2)| 


de Gleichung einer ſtark geipannten Kettenlinie. 
Durch Umkehrung folgt: 











A y* s 4.c! 2 i x? 
vv ZCL — =— Zi — =— Jr — — 
ö 12 c? 120? 8° 
daher : # 





| / x nr 
2) y= \ 2cı — F% oder annähernd, 


J— Vãea(u - 


— 
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Das Maß der Horizontalfpannung ergiebt ſich ferner: 


0 ni y! BR; ut 4a: 
eTgz T 32.102 2m ' 248° yi’ 
4 
"x | 
2% + 6 
Der Tangentenwünfel 4 wird beftimmt durch die Formel 


If x 2(2) lı+ 3 +3] 
— — 
fe ——— 

v+36)] 


Hierzu ift endlich nod die Nectificationsformel: 


— 3) ]eelitil)]oren 


Beiſpiele. 1) Für eine Spannweite 25 — 16 Fuß und Bogenhöhe a — 2, 
Fuß iſt die Länge der Kettenlinie: 
2,5 j 
8 


23=20[1 =(2)]= s. | 
| + (7). 16 
jerner die Länge des die Horizontalfpannung meſſenden Kettenitüdes: 


3)c == 


Ar = 


4) fang. = 





! 





— 16 + 16.0,065 — 17,04 Ruß, 


b2 a 64 5 — 
A I u. nn” 12,3 + 0,417 = 13,217 Auf; 
die — des ee 
a d fr 1 ,5\2 5.1,05255 
t | lo = 06 33... 
ung.«e = 4 (4 u 5 m 3 (16 2 4153 


hiernach ver — ſelbſt, « — 320 507, 
2) Gine Kette von 10 Ruf Länge und 9°/, Fuß Spannweite bat vie — 


-V2a_9-1/ 3 WW) — Br =) 5 
8 Re \ 2 9 V5 2 3 


— Y 1,7812 — 1,335 Auf, 
und das Map der Horizontalſpannung: 
b2 a 1,752 1,335 
* — — BR. RAin 4 — — — 
=>, + — > — 4 — 8,673 Ruf. 


6b 2. 1,335 6 


3) Wenn eine 30 Fuß lange und 8 Pfund ſchwere Schnur mit einer Krait 
von 20 Pfund fe viel wie möglich berizental ausgejpannt wird, fe it vie Ver: 
ticalſpannung: 

v=14G=4 Bun, 
die Horizontalfrait: 
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H=VSı — v2 —Y 302 A V 381 — 19,596 Pfund, 
die Tangente des Aufbängewinfels: 


V 4 — 
tang. V = H — 19,596 = 0,20412, . 
der Winkel 2 ſelbſt — 110 32°; a das Maß der Horigontalfpannung: 
e=Z=H.,, — = H = 73,185 zuß, u 


die Spannweite: 





2 ; 
2b? — 7 —! ‘ — 90 709: ß 
2 b=21l1-: (< ) Me = a). De r * — 0,208— 29,792 Fuß 


und die Bogenhöhe: 


92 0, — — 
«= V 330-9 SbU-)= — V 39,792. 0,078 = 1,524 Ruf. 


on 


Anmerfung 1. Man findet aus dem Halbmeſſe CA—= CB=-(D=r 
und der Ordinate AM = y eines Kreisbegens AB, Fig. 243, die Orpinate 
AN=BN— y, des halben Bogens AD —= BD, wenn man jegt: 


4AB? = AM? + BE — AM+ (CB — CM) 
— IM +(cB--VCR- IM) 20412 -2caV TR Am, 





Rig. 243, d. i.: 4y?=2r? -2rVr— ya 
c Es iſt hiernad: 
u N — 
mel Lern, ger annähernd, wenn 


— 


„klein it gegen r: 


n=Y — 9 
* Fl AL I — —* * u) 


Durch wiederhelte Anwendung dieſer Formel findet man die Ordinate des 
Viertelbogens: 


„=4(1+ #5) = (+ &)(1+% 


ferner die des Achtelbogens: 
„+ 4) 2 HK) ltr 
4 +1 +4+W1 5 


Da die Ordinaten jehr fleiner Bögen ven Bogen gleichgeiegt werven fonnen, je 
erhalten wir hiernach den Bogen AB annähernd: 





— 
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ss. y,=y (1 +[1+,,+ 2), oder genauer: 


2 
= vll +44 + WW ++) 
Aber 1 +Y + (60) 4c(60) + --- iſt (mach „Ingenieur“ Seite 82) 


) 
— — — 4 7 R 
De I /s, daher folgt: 


— —* 
* — 1+5 Y; \ 
oder wenn man itatt 7 die Abſeiſſe BM — x einführt, und Zr — y? fegt: 
.\2 
s— 1 2 #) 
s | u ur (7 |Y 


Diefe Kormel ift nicht bloß auf Kreisbögen, fondern auch auf alle gedrückte 
Burvenbögen anzumenden. 


Anmerfung 2. Vergleicht man die gefundene Gleichung 
Fig. 244. 7 





a 
- 


L 
v=| 2c2 — 3 


D [B , 
vo | — mit der Gleichung 
bu, — —— 
y--—V2ax — 2? 
\ a ad 
j einer Ellipſe (j. „Ingenieur“ Seite 169), fe findet man: 
\ 2 44 ia 
“ 0 7 — c— und a? — /s- fe glich 
c — — 
a—3ewb= al — —— ch 3. 


Es läßt “fi alſe eine ſtark geipannte Kettenlinie als ein Bogen AUB. 
Fig. 244, einer Ellipſe anjehen, deren große Halbaren Be und Fleine 
Halbare KD=- KE=b = cV3 =aVY = 0577 a il. 


I6l) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleihung einer gemeinen 
Kettenlinie läßt fich mittels des höheren Caleuls auf folgende Weife finden. 

Nach $. 158 tft für den Aufhängewinkel TON—Y, Fig. 245, welden 

die Berührungslinie O ZT eines Punftes 


Fig. 245. — 
5; () der Kettenlinie A0 M mit der he 
F SEE ag 3 rizontalen Ordinate ON einfdjließt, 
x | / wenn der Bogen CO dur s be 
X: ö la : zeichnet und die Horizontalſpannung 
——— — H — ey geſetzt wird: 
ee i 
NS * — fang. y — — —⸗ 
\ * 
k Kun iſt aber P auch gleich dem 
$ Winkel O PR, weldyen ein Bogen 


element OP — 6s mit einem Ele 
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mente PR — © y der Ordinate ON — y einschließt, und 
OR 0x | 
tang. BER PR = öy' 
OR ala ein Element Or der Abfeiffe CN — x anzufehen tft; demnach 
folat: 


2 


x s öy? c? 
— —— — oder ——— 
0x2? s? 
Auch ift O5? — Ir? + Oy2, alſo oy? — 08? — or”, 
os? — dr? e? 
und daher: — — 
* 02? s? 


Durch weitere Umformung ergiebt fi: 








— — 5 508 
0x: (s? + c2) = 3208?, oder 0x — . 
Segt man 5? + c2 — u, jo erhält man: 
1/,2 
— „cu 
2508 — du, und dr — — — !,u hd; 
u 


und durch Integration folgt nun (nach Art. 18 der analyt. Hülfslehren): 
av Ä 
sy fu köu — 1. + Const. = Vu + (onst. 


2 
— Vs + .c? + Üonst., 


mdlidh, da = umd s zugleich Null jind, alfo 0 — Ver + Const., d. i. 
Const. — — c ift: 
)z= Vs + ec? — ec; jowie umgefehrt, 
i= V(« +) — = V2ez + x, und 
83? — 1? 
— 


Be:ipiel. Wenn cine 10 Fuß lange und 30 Pfund ſchwere Kette AUB \e 
aufgebangen wird, daß die Bogenhöhe ('M — 4 Auf beträgt, jo hat man: 
y = %ıo = 3 Pfund, 
s2? — en? 52 — 42 
I o — 8 — * 2 
nt daher die Horizontalſpannung: 
H=cy=3.% = 3% Pfund. 


—— 





Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernung von Ay auf eine ($. 16 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abfciffe geftoßen find, ebenfo kön— 
nen wir nun durch Eliminirung von Ex eine Gleichung zwiſchen dem Bogen 
sund der Ordinate y finden. Man fett zu diefem Zwede in der Gleichung: 
op ca 


—— 6x? = 08? — Oyf, 
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und erhält fo die Gleichung: 
s2 0082 — oy? s 
— — oder öy? (s? + c2) = c20 s, alſo | 
cos 


9-yare 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c umd jet = v, jo 


__le) __ ee 
— 


und es liefert nun die Formel XII. im Art. 26 der analytiſchen Hilfe: 
(ehren das entſprechende Integral: 


y— Ir — —c.LDo.nat.+Vıi+ v2), bi 
Ü 


8? ec? 
2) y = ce. Log. nat. —— 


Setzt man in dieſer Formel s — V IH de x®, jo erhält man die 
eigentliche Coordinatengleihung der gemeinen Kettenlinie: 


€ +r+ 2), 


erhält man: 





3) y = c.Log. nal. 
auch iſt: 
4) — — (= 
d uU — a 0g.na 
Endlic, folgt aber durd) Umkehrung von 2. und 3.: 


9 — (#7) . u und 
6 R (e* 2. e*) — 1 |. 


und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 . . . des natürlichen Yogarıth- 
menſyſtemes (ſ. Art. 19 der analyt. Hülfslehren). 





2) 





Beiſpiel. Zwei zufammengehörige Gosrvinaten einer Kettenlinie find z—=2 
Ruß und y — 3 Auf, man fucht die Horigentalfpannung ce dieſer Curve? 
Annähernd ift nad Nro. 3 des Paragraphen 160: 


y? Rn 9 2 
ee a EA a 
FE ar Ta: 
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Nah Nro. 3 diefes Paragraphen (162) if aber genau: 


—— —— Gere), wi 
c 
3—clILn. (e +2 Hhe E28), 
c 


Hierin ce — 2,58 geſetzt, befommt man den Kebler: 


4,58 +2 — (° u) 
— — 11 — — — — — 2 
f=3 — 2,58 In 358 32,58 Im. 5 


= 3 — 8.085 — — 0,085; 
nimmt man aber ce — 2,53, jo erhält man den Fehler: 


4,53 + 2 V 3,53 8,2876 
—3 __95 .\—1[ 1-83 —25 n.\— 


— 3 — 3,002 — — 0,002. 
Um num den wahren Werth von ce zu finden, feßen wir nad einer befannten 
Regel (1. „Ingenieur“, Seite 76): 
e — 258 5 0,035 
e — 2535  Jfı 0,002 HD: 
auf diefe Weife folgt: 16,5.c —= 17,5.2,53 — 2,55 — 41,69, daher: 
41,69 
16,5 








e — — 2,527 Fuß. 


Anmerfung. Sehr einfach laflen fih für die gemeine Kettenlinie s, x 
und y durch den Aufhängewinfel y ausprüden; es iſt nämlich nach dem Vorſtehenden: 


esin. 


erner: 
cos. ꝙ 2 j 


s=c tang. = 





e (1— cos. p) 
cos. p 


y=e Log.nat. (tang.o + V1 + tang. 72) — c Log. nat. (ten? ren 7 


z=e(Vi1 + tan. — 1) = und 


Mittels dieſer Formeln fann man die Bogen: und Goorvinatenlängen = ver: 
ſchiedene Neigungs⸗ oder Aufbängewinfel berechnen, und es läßt ſich hierzu leicht 
eine zweckmaͤßige Tabelle, wie im „Ingenieur“ S. 353, anfertigen. Hierbei bat 
man nur eine einzige Kettenlinie, am beiten diejenige, bei welder das Map c ver 
Herijentalfpannung — 1 it, zu Grunde zu legen; für eine andere Kettenlinie, 
weldhe ver Horizontalipannung c entivricht, findet man dann 8, = und y, indem 
man die durch vie Tabelle angegebenen a von s, c und y mit ce multiplicirt. 


8 
Waͤre tang. p nit — 2 ſondern — 3. ſo hätte man es mit der gemeinen 


Parabel zu thun, für welche 


=: ;+t Zn. — 9 





cos 





c sin. p\? 
— — . 2 = 
ae le 2 A un 
esın. 
yz= ctang.y — 4 it. 





co8. o 
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Gleichgewicht der Rolle. Geile, Riemen u. f. w. jind and) die 
gewöhnlichiten Mittel, wodurd) Kräfte auf Rollen und Radwellen über- 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier noch das Allgememite, jo viel e8 ohne Berückſichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werden. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisförmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 

Fig. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, deijen Enden durch Kräfte P und Q angejpannt werden. 
Bei einer fejten Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäufe oder 
Yager (franz. chape; engl. block), worin ihre Aren oder Zapfen ruhen, unbe: 
weglich, bei einer [ofen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin- 
gegen iſt das Zapfengehäuſe beweglid). 

sn Sleichgewichtszuftande einer jeden Wolle jind die Kräfte P und Q an 
den Seilenden gleid) groß, denn jede Rolle ift ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are U Berpendifel CA und CB auf 
die Kräfte oder Setlrihtungen DP und DQ fällt. Auch iſt Mar, daß die 
Kräfte P und @ bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlid) rp, 
zurüdlegen, wenn r den Halbmeſſer U A — U B und B" den Umdrehungs: 
winfel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf die Gleichheit zwijchen 7° 
und ſchließen läßt. Aus den Kräften P und Q entipringt nod) eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelkraft UR — R, die von dem Winkel 
ADB — «, unter weldem die Zeilrichtungen zuſammenſtoßen, abhängig 
iſt und ſich als Diagonale des aus P und @ zu conftrutrenden Rhombus 
CP,RQ,, 

R=3FPca,. - ergiebt. 


[ 
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Bei der feiten Rolle, Fig. 246, wirft die zu hebende Yajt oder der zu $. 164 | 


überwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 
ft daher Hier Kraft gleich Paft, und es bewirkt die Anwendung diejer 
Rolle nichts weiter als eine Nidhtungsveränderung, weshalb man jie aud) 
eine Yeitrolle nennt. Bei der lofen Wolle, Fig. 247, hingegen wirkt 
die Yaft R an dem hafenförmigen Ende des Zapfenlagers, während das eine 
Seilende an einem unbeweglichen Gegenjtande befeftigt ift; hier ift aljo die Kraft 
R 
P= 





& 
2 cos. — 
2 


zu ſetzen. Bezeichnen wir die Schne AM B, weldye dem mit Seil bededten 
Bogen entfpricht, durd) « und den Halbmeſſer CA = U B, wie vorhin, 
durd) r, fo ift: 

a=2AM—2.0A 00. CAM— 2CA cos. ADM — 2rcos. {, 





2 
es läßt ſich daher 
.— ! und ebenjo 
a 2 cos. = 
2 
— 
R a 


jegen. Dieſem nad) verhält jich alfo bei der lofen Rolle die Kraft zur 
Faft, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogens. 
st ua — 2r, bededt alfo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Heinften, nämli P— '%, R aus; 
ft a — r, aljo 60° von der Rolle mit Seil be- 
det, jo hat man P—=R. Ye fleiner mun a aus 
fällt, dejto größer wird P, und für ein unendlich 
fleines a, d. h. für eine unendlich Heine Seilbe- 
dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgefehrtes Berhältnig ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege h von R 
entipricht, fo hat man Ps — Rh, daher: 


8 d 


h r 
Die lofe Rolle ift aljo ein Mittel zur Kraftver- 
änderung, weshalb fie aud) die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt ſich durch diefelbe 3. B. eine gegebene 
Laſt durch eine Fleinere Kraft heben; in dem Ber: 
hältnifje aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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Annterfung. Bon der Zufammenfeßung der Rollen zu Rollen- und Alafchen: 
zügen, jewie von dem Ginflufle ver Reibung und des Steifigfeitswideritandes auf 
das Gleichgewicht der Rollen ift im dritten Bande die Rede. 


s. 165 Radwelle. Die Radwelle (franz. roue sur l’arbre; engl. wheel and 
axle) ift eine feſte, um eine gemeinfchaftliche Are drehbare Verbindung, 
Fig. 249. ABFE, fig. 249, von 
zwei feſten Rollen oder Rü- 
dern. Das Hleinere von die 
fen Rädern heißt Welle 
(franz. arbre; engl. axle), 
das größere aber Rad (franz. 
roue; engl. wheel). Die 
runden Enden E und F, 
womit die Vorrichtung aufs 
ruht, heißen Zapfen (franz. 
tourillons; engl. trunni- 
ons). Die Umdrehungsare 
einer Radwelle iſt entweder 
horizontal, oder vertical, 
oder ſchief. Hier joll zu 
nächjt nur von derjenigen 
Radwelle die Rede fein, 
welche ſich um eine horizontale Are dreht; auch wollen wir hier vorausſetzen, 
daß die Kräfte P und Q oder die Kraft P und die Laſt Q an den Enden 
vollfommen biegſamer Seile wirken, welche um die Umfänge des Rades und der 
Welle gelegt find. Die zu beantwortenden Fragen find: in welchem Berhält- 
niſſe ftehen Kraft P und Laft Q zu einander, und weldye Drüde haben die 
Zapfenlager bei E ımd F aufzunehmen? 





Denkt man fich in dem Punkte C. wo die Umdrehungsebene der Kraft P 
die Are EF der Mafchine jchneidet, noch zwei Gegenkräfte CP = P um 
CP — — P wirkſam, welche der in A angreifenden Umbdrehungsfraft gleich 
und ihr parallel gerichtet find, fo erhält man aus der Zufammenfegung die- 
jer drei Kräfte eine Arenkraft CP — P ww ein fräftepaar (P, — P), 
defien Moment — P. CA — Pa ift, wenn a den Hebelarm der Kraft 
AP — P, oder den Halbmeffer CA des Rades bezeichnet; und denfen wir 
ung gleichfalls im Punkte D, wo die Umdrehungsebene der Laſt Q von der 
Are EF gejchnitten wird, die Gegenkräfte DQ — Q ımd D Q = — 2 
angebracht, jo erhalten wir auch noch eine Axenkraft DQ — 9 und ein 
Kräftepaar (Q, — Q), deilen Moment — Q. DB= Qb ift, wenn b 
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den Hebeların der in 3 angreifenden Paft Q oder den Halbmeffer DB ber 
Welle bezeichnet. 


Da die Arenfräfte UP — P und DO — Q von der Are aufgenommen 
werden, und folglich gar feinen Einfluß auf die Umdrehung der Mafchine 
ausüben, jo ift zur Herſtellung des Gleichgewichts nöthig, daß die beiden in 
parallelen Ebenen wirkenden Sräftepaare (P, — P) und (9. — Q) (vergl. 
$. 94) gleiche Momente haben, daß alfo 


Pa — @b, oder 
— 
O0 a 


if. 

Es ift alfo bei jeder beliebig langen Radwelle, wie bei jedem 
Hebel, im Gleihgewichtszuftande, das Moment Pa der Kraft 
gleich dem Momente Ob der Laſt, oder das Verhältniß der Kraft 
zur Yaft gleich dem des Paftarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr als zwei Kräfte an einer Radwelle, jo ift natürlich auch die 
Summe der Momente der Kräfte, welche nad) der einen Umdrehungsrichtung 
wirfen, gleich der Summe der Momente der Kräfte mit der anderen Umdre— 
dungsrichtung zu ſetzen. 


Die Arenfräfte CP —= P und DO — @ laſſen fid) nur noch in die 
Verticalfräfte CP, —= P, md DO, — Q,. und in die Horizontalfräfte 
CP, — P, und D% — Qꝛ zerlegen; e8 geben num die erfteren Kräfte 
in Bereinigung mit dem im Schwerpunkte S der Mafchine angreifenden 
Gewichte G der Mafchine den gefammten verticalen Zapfendrud, d. i.: 

ee A RE N 
während aus den Horizontalfräften P, und Q, feitliche Zapfendrüde 7, und 
H; hervorgehen. Iſt © der Neigungswintel PU Pz der Richtung der Kraft 
P gegen den Horizont, und A der Neigungswinfel Q D Q, der Yaft, jo hat 
man: 
P, = Psin.a und P. — Pos. «, ſowie 
)ı — Qsin.B und Q, — Qcos.P. 

Iſt ferner 7 die ganze Arenlänge FF, d der Abftand CF, e der Abftand 
DE und e der Abftand SH der Arenpunfte C, D und S von dem einen 
Arenende E, fo hat man der Theorie des Hebels ($. 137) zufolge: 

1) Wenn man E als Stütpunft des von den Kräften Pi, Q, und 6 
ergriffenen Hebels HF anfieht: 

%»,.EF—=—P.EC+Q.ED+G.ES»i.: 
Vl—Pd+Qe+Gs, 


Beisbah's Lehrbuch der Mecbanif. I. 18 
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wonach ſich der Berticaldrud : 
. _ Dd+Qe+Gs 
= — — 


ergiebt, und 
2) wenn man F al8 Stützpunkt des gedachten Hebels behandelt: 
n.FE=P.FCHQA.FD+G.FSdi.- 
NT—-AÜl—-HAUL—-—)+El—s), 
jo daß der Verticaldruck: 


Y, _AU—- ))+Al—-)+Gl— 5) 


jolgt. 
Fig. 249. 





vn ; 
Rz 
Die Horizontaldritide 7, und H, ergeben fich aus den Horizontalfräften 
P, und Q, wie folgt. 
1) Wenn man E als Stügpunft des von P, und Q, ergriffenen Hebels 
EF annimmt, und hiernad) 
H,.EF=PR.EC—Q,.ED,»i.: 
H,l= Pd — Qc 
fest, folgt der Horizontaldrud: Hz, — ———— m ER und 
2) wenn man F als Stützpunkt behandelt: 
H‚.FE=P,.FC— Q.FD, vi: 
Al=PRl—d)— Q(l— eo), 
ergiebt fich der Horizontaldrud‘: 


er A] 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält man nun die ges 
ſammten Drüde R, und R, an den Zapfen E und F, und zwar: 


R=-VRr+EwR—-VVr+ Hm. 


Sind endlich noch d, und d, die Winfell A, EH, und R,FH,, um 
welche diefe Drücke von dem ern abweichen, jo hat man: 


Ke⸗ 
—— 


Beiſpiel. Die alt Q einer Radwelle zieht ſenkrecht nieder und beträgt 
365 Pfund; der Halbmeiler des Rades it a — 1%, Fuß; der Halbmeffer ver 
Belle, b— %, Ruf; das Gewicht der leeren Radwelle beträgt 200 Pfund; ihr 
Schwerpunkt fteht von dem Zapfenlager E um s — 1%, Auf ab, das Madmittel 
it um d — 3%, Buß von diefem Zapfen Z und die Verticalebene, in welcher vie 
Saft wirft, it um e — 2 Fuß von demfelben entfernt, währen bie ganze Arens 
ine EF—= 1 4 Fuß beiträgt; wenn nun die zur Heritellung des Gleichges 
wihts nöthige Kraft P am Rade, unter einem Winfel « von 50 Grad vom Horis 
jonte abweichend, niederzieht, wie groß wird diefelbe ausfallen und welches werden 
He Zapfendrüde jein? Ge it Q — 365, 4 — 900, folglich Q, = Q sin. = Q 
m Q,—=@ cos.$=0, ferner P unbefannt und «= 509, daher PR = Pin. « 
= 0,7660.P und P, = P cos.a —= 0,6428. P; nun it ddr a = 1Y\, = Y 
und b = 3, es folgt daher: 

P=2Q= %,.365 = 156,4 ®., P, = 1198 und P, = 100,5 PP. 
Weil ferner — 4, d — Y,e=2 ws — % il, fo folgt — d — 1%, 
I-e =? und ! — s — 5%. Nun ergiebt ſich: 

1) Für ven Zapfen F': 
der Berticalorud 


V. — 
und der Horizontaldruck: 


5.%, — 0.2 
1: Rn — 


r — 18,8 Pfunp, 
telglih der Mitteldruch: 
R,—= VVE IL Hi = V 2808 F 1883 2806 Pfun, 
und für deifen Neigung d, gegen den Horizont : 
280,0 
1885 s 
2) Kür den Zapfen E: 


13 ; ‘ b/ 
V, run 119,8 . Yy + * 2 + 200 . /2 — 404,8 Pfund, 


tang. 6, — 7 - unb tang. Os 


83 « ‘ 
198.9, + — 24 200. — 280,0 Pfund, 


tang.d, — Log. tang. d, = 1,17300, alſo d, = 86° Y, 5. 


A = — 81,7 Pfund, 


rolglih der Mitteldruck: 


R= VVE + Br = VionBi F 817 = 418,0 Bu, 
18* 


100,5 * 18), — 0 
4 
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und für deflen Neigung PS, gegen den Horizont: 
nr ‚„ Log. tang. d, = 0,6902, di, : 780 35°. 
„4 
Uebrigens ift ſehr richtig: 
y, + 9%, = 20 + 4045 = 6848 = P, + Qı + 6, und ebenic 
H, 4 H, = 81,7 + 15,5 — 100,5 — H Q>. 


tang. d, = 





Fünftes Gapitel. 
Die Biderftände der Neibung und Steifigfeit der Seile. 


Widerstand der Reibung. Wir haben feither angenommen (S. 138), 
daß zwei Körper nur durch Kräfte winkelrecht zur gemeinichaftlichen Berüh— 
rungsebene auf einander wirfen fünnen. Wären diefe Körper vollkommen 
ftarr und ihre Oberflächen an den Stellen der Berührung volltonmen mathe- 
matifche, d. h. auch nicht von den kleinſten ungeſetzmäßigen Erhabenheiten 
und Vertiefungen unterbrochen, jo witrde diefes Geſetz auch durch die Erfah» 
rung vollkommen bejtätigt werden: weil aber jeder materielle Körper einen 
gewillen Grad von Claftieität, oder nad) Befinden Weichheit, befist, und weil 
die Oberfläche eines jeden Körpers, ſelbſt wen fie polirt oder in hohen Grade 
geglättet ift, noch Heine Erhöhungen und Vertiefungen hat ımd in Folge der 
Porofität der Materie fein Continnuum bildet, jo findet bei der gegenfeiti- 
gen Wirkung zweier jich berührenden Körper aucd immer ein gegenjeitiges 
Eindrücken und Eingreifen der Theile an der Berührungsitelle ftatt, wodurd) 
fich ein Zuſammenhang zwifchen beiden Körpern bildet, der nur durch eine 
befondere Kraft, deren Richtung in die Berührungsebene ſelbſt Fällt, aufgeho 
ben werden fann. 

Diefer, durch das Eindringen und Ineinandergreifen der ſich berührenden 
Körper hervorgebradjte Zuſammenhang und der daraus entipringende, in der 
Berlihrungsebene wirkende Widerſtand it es, weldyer den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Neibung tritt bei der 
Bewegung der Körper als eine paſſive Kraft oder als Widerſtand (Mei: 
bungswiderſtand) auf, weil fie nur Bewegungen verhindert oder hemmt, diefelben 
aber nie erzeugt oder befördert. Sie läßt ſich bei Unterfuchungen in der 
Mechanik als eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, deren Richtung in 
die Ebene der Berührung beider Körper fällt, entgegenwirkt. In weldyer 
Richtung man auch einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen» 
den Körper fortbewegt, immer wird die Reibung in der Richtung der Bewe— 
gung entgegenwirken, fie wird 3. ®. dem Hinabſinken auf der ſchiefen Ebene 
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ebenfo viel hinderlich fein ale dem Hinanfgleiten auf derfelben. Wet einem 
im Gleichgewichtszuſtande befindlichen Kräfteſyſteme erzeugt der Heinfte Zuſatz 
an Kraft Bewegung, jo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber 
diefelbe, fo ijt zum Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von der Nei- 
bmg abhängiger Zujag an Kraft nöthig. 


Während der Ueberwindung der Neibung werden die in Berührung gefomz 8. 


henen Theile zufammengedrüdt, die vorjtehenden Theile umgebogen, nad) Be 
finden abgeriffen, abgebrochen u. j. w. Es hängt deshalb die Neibung nicht 
nur von der Rauhigkeit oder Glätte der reibenden Flächen, fondern aud) von 
der materiellen Beichaftenheit der Körper jelbjt ab. Härtere Metalle geben 
„B. meift weniger Neibung als weichere. Uebrigens laflen jich iiber die 
Abhängigkeit der Reibung von den natürlichen Eigenſchaften der Körper a 
priori feine allgemeinen Regeln aufftellen; es iſt vielmehr nöthig, mit Kör— 
pern von verjchiedenen Materien Neibungsverfuche anzuſtellen, um daraus die 


unter anderen Verhältniſſen jtattfindenden Reibungen zwiſchen Körpern von 


denjelben Materien ermitteln zu können. 

Einen bejonderen Einfluß auf die Neibung und auf das daraus hervorge- 
heude Abreiben und Abnugen der fich berührenden Körper üben die Schmie— 
ten (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen man die ſich 
reıbenden Flächen bejtreiht. Durch die ganz- oder halbflüſſigen Schmiermit— 
tel, wie Del, Unjchlitt, Nett, Seife u. |. w., werden die ‘Boren der Körper 
ansgefüllt und andere Kauhheiten vermindert, und wird iiberhaupt das tiefere 
Lindringen der Körper in einander verhindert, weshalb fie meift eine bedeu— 
tende Vermiñderung der Reibung herbeifüihren. 

Uebrigens ift die Neibung nicht mit der Adhäſion, d. h. mit demjenigen 
Zufammenhängen zweier Körper zu verwechleln, welches eintritt, wenn Kör— 
per in vielen Punkten in Berührung fommen und ein gegenfeitiger Druck nicht 
tattfindet. Die Adhäfion wächſt mit der Größe der Berührungsfläche und 
it vom Drude unabhängig, während bei der Reibung das Gegentheil ſtatt 
hat. Bei Heinen Preffungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung bedeu- 
tend hervor; find aber die Preſſungen groß, jo ijt ſie nur ein kleiner Theil 
der Reibung und in der Kegel ganz zu vernadjläffigen. Schmieren, wie über: 
hanpt alle flüffigen Körper, vermehren die Adhäjion, weil jie eine größere 
Anzahl von Berührungspuntten heritellen. 


Reibungsarten. Wan unterfcheidet zwei Arten der Reibung von ein- 8. 


ander, nämlich die gleitende und rollende oder wälzende. Die gleitende 
Keibung (franz. f. de glissement; engl. f. of sliding) ift derjenige Rei— 
bungswiderſtand, weldyer ſich herausjtellt, wenn fich ein Körper gleitend, d. h. 
jo bewegt, daß alle Punkte dejielben parallele Yinien beſchreiben. Die 
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rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) hingegen ift derjenige Widerftand, welcher beim Wälzen, d. h. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entjteht, wo fich jeder Punkt progreſſiv 
und drehend zugleich bewegt und der Berührungspunft auf dem bewegten 
Körper einen eben fo großen Weg zurüclegt als auf dem ruhenden Körper, 
Ein gegen die Ebene HR ſich ftüigender Körper M. Fig. 250, geht 5. B. 


Kg. 250. Fig. 251. 


g; 175 





gleitend über die Ebene hin und hat ſomit- gleitende Reibung zu itberwinten, 
wenn alle Bunkte deffelben, wie A, B, Cu. |. w., die parallen Wege A A,, 
BB,, CC, wf.w. zurüclegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berührung fommen. Der 
Körper M, Fig. 251, rollt oder wälzt fich dagegen auf der Ebene HR und 
hat dabei wälzende Keibung zu überwinden, wenn fid) die Punkte A, B 
u. |. w. feiner Oberfläche jo bewegen, daß der Weg AEB, —= dem Wege 
ADB= A,D,B,, ebenfo der Weg A E — dem Wege AD, der Weg 
BE= BD, u |. mw ift. 


Cine befondere Art der gleitenden Neibung ift die Aren- oder Japfen- 
reibung, welche entjteht, wenn ſich ein cylindriſcher Zapfen in feinem 
Lager herumdreht. Man unterjcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ftehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, aud) 
gudgeon) reibt ſich an feinem Umfange oder Mantel, indem nach und nad) 
andere Punkte dejjelben- immer mit denfelben Punkten des Lagers oder der 
Pfanne in Berührung kommen. Der ftehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen drückt mit feiner kreisförmigen Bajis gegen das Pager, wäh- 
vend die Punkte der letzteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 


Beſondere Reibungen entjtehen noch, wenn ein Körper tiber einer Schneide 
ofeillirt, wie 5. B. beim Wagebalfen, oder wenn ein fchwingender Körper in 
einer Zpige aufliegt, wie z. B. die Magnetnadel. 


Ferner ift die Neibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
f. mediat; engl. mediate f.). Bei jener find die ſich reibenden Körper in 
unmittelbarer Berührung; bei diefer find fie hingegen durch Schmieren, 3. B. 
durch eine dünne Deljchicht u. ſ. w. von einander getrennt. 
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Endlich unterjcheidet man noch die Reibung der Ruhe (fra. f. de 
repos; engl. f. of quiescence), weldye zu überwinden ift, wenn ein ruhender 
Körper in Bewegung geſetzt wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f. of motion), weldye jid) der Fortſetzung einer Bewer 
gung entgegenfegt. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Geſetze, welchen die Reibung unter- $. I 


worfen iſt, jind folgende: 

1) Die Keibung ift proportional dem Normaldrude zwiichen den 
jich reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jest noch einmal jo ftarf 
gegen jeine Unterlage drüct als vorher, fo füllt die Neibung auch nod) ein- 
mal jo groß aus; der dreifache Drud giebt auch eine dreifache Neibung u. |. w. 
Wenn diejes Geſetz bei Heinen Drüden Abweichungen von den Beobachtun- 
gen giebt, fo hat man diefe dein hier verhältnigmähig größeren Einfluſſe der 
Adhäſion beizumeſſen. 

2) Die Reibung iſt unabhängig von der Größe der Reibungs- oder 
Berührungsflächen. Je größer die Reibungsflächen ſind, deſto größer iſt 


zwar die Zahl der ſich reibenden Theile, allein deſto kleiner iſt auch der Druck 


und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun— 
gen aller Theile iſt deshalb bei einer größeren Fläche dieſelbe wie bei einer 
kleineren, infofern der Druck und die übrigen Verhältniſſe dieſelben find. 
Sind die Seitenflächen eines parallelepipediſchen Ziegelſteines von gleicher 
materieller Beſchaffenheit, ſo iſt die Kraft zum Fortſchieben deſſelben auf 
einer horizontalen Ebene dieſelbe, man mag ihn mit der kleinſten oder mit der 
mittleren oder mit der größten Seitenfläche aufruhen laſſen. Nur bei ſehr 
großen Seitenflächen und kleinen Drücken ſcheint dieſe Regel in Folge des 
Einfluſſes der Adhäſion eine Ausnahme zu erleiden. 

3) Die Reibung der Ruhe iſt zwar meiſt größer als die der Bewegung, 
letztere aber iſt von der Geſchwindigkeit nicht abhängig; ſie iſt bei großen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten dieſelbe wie bei kleinen Geſchwindigkeiten. 

4) Die Reibung eingeſchmierter Flächen (mittelbare Reibung) tft in der 
Kegel Heiner als die uneingeſchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt weniger von den ſich reibenden Körpern als von der Schmiere 
ſelbſt ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibung iſt kleiner als die gemeine gleitende 
oder ſchiebeude Reibung; die wälzende Reibung zwiſchen glatten Flächen iſt 
in den meiſten Fällen ſo klein, daß ſie in Rückſicht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen iſt. 

Anmerkung. Die vorſtehenden Regeln gelten ſtreng nur dann, wenn der 


Zapfendruck auf die Flächeneinheit ein mittlerer iſt, und wenn die Umfangsgeſchwin⸗ 
digleit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überſchreitet. Dieſer mittlere Druck auf 


— 


d 


( 
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den Quadratzoll iſt etwa 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgeichwin- 
digkeit 2 bis 10 Zoll. Bei viel fleineren Drücken bilvet die Adhaſien einen anſehn— 
lichen Theil des Widerſtandes, welcher dann auch von ver Große ver Reibungsfläche 
mit abhängt, und bei ſehr großen Drücken und Seichwinpigfeiten. finder eine ſe 
große Wärmeentwidelung ſtatt, daß die Schmiere ſchnell verdampft, und der Zapfen, 
jowie das Lager deſſelben, ver Zerſtorung entgegeneilt. Laſſen ſich große Geſchwin— 
digkeiten nicht umgehen, wie z. B. bei Eiſenbahnwagen, Turbinen u. ſ. w., je 
muß man der Grhbigung der Zapfen Durch Bergroperung der Meibunasfläche, d. 1. 
durch großere Stärke und Länge der Zapfen, entgegenmwirfen. 


Der Reibungscoeffieient. Aus dem erjten der im vorigen Paragraphen 
Fid. 252. aufgefiihrten Geſetze läßt ſich zunächſt 
Folgendes ableiten. Ein Körper A C. 
fig. 252, drücke gegen feine Unterlage ein 
Mal mit der Kraft N und erfordere zum 
Fortziehen, d. h. zur Ueberwindung ſei— 
ner Reibung, die Kraft F, und ein zwei— 
tes Mal mit der Kraft N, umd mache 
dann die Kraft nothwendig, um ans 
der Ruhe in Bewegung überzugehen. 
Nach dem Vorigen iſt mın: 
2 
N 





F 
FR N 

Hat man durch einen Verfuch die einem gewiſſen Drude NV, entiprechende 
Reibung F, gefunden, fo findet man hiernad), wen die ich veibenden Kör— 
per und die Übrigen Umstände diefelben find, die einem anderen Drude 
N entipredhende Neibung F, inden man dielen Drud dur das 


N | 
— —, und bahr F= — N. 


Verhältniß — ) zwifchen den der erſten Beobachtung entſprechen— 
21 


den Werthen A, und N, multiplicirt. 

Diefes Verhältnig der Reibung zum Drude oder die Neibung für den 
Drud — Eine, 3. B. 1 Pfund, heißt der Neibungscoefficient (franz. 
coöfficient du frottement; engl. coefficient of frietion) und foll in der 
Folge immer durch P ausgedrückt werden, weshalb ſich allgemein 

F=y..N jeßen läßt. 

Der Keibungscoefficient, ift bei verichiedenen Materien und verſchiedenen 
Zuftänden der Reibung verichteden und muß deshalb durch bejonders hierzu 
angejtellte Werjuche ermittelt werden. 

Wird der Körper A U um den Weg s auf der Unterlage fortgezogen, jo 
hat man die Arbeit Z's zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung be— 
anfpruchte mechaniſche Arbeit @ N s gleid) dem Producte aus Reibungs— 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berührungsebene. Iſt die Unterlage 
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ebenfalls beweglich , fo hat man unter s — sı — 3 den relativen Weg des 
Körpers zu verftchen und es ift dann Fs — @ Ns die Arbeit der Reibung 
für beide Körper zufammengenommen. Der fchneller gehende Körper nimmt 
beim Durchlaufen des Weges s; die Arbeit ꝙ Ns, in Anſpruch und der lang- 
jamer gehende Körper gewinnt bei Zurücklegung des Weges 5, durd) die Rei— 
bung die Arbeit N ss; e8 iſt aljo der durch die Reibung zwiſchen beiden 
Körpern entftehende Arbeitsverluft: 
Ns — 9Ns —=gEN (4 —s)=yNs. 


Beriviele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 Pfund die Reibung 91 Pfund 
beträgt, jo iſt der entiprechenre Reibungscoefficient 7 — Yu = Ya — 035. 
2) Um einen 500 Bruno jchweren Schlitten auf einer berizentalen und jehr glatten 
Schneebahn fertzugieben, ut bei dem NReibungscoeffictenten +r 0,04, die nöthige 
Rratt FF 004.500 — 20 fund, 5) Wenn der Meibungscoefficient einer auf 
dem Strapenpflajter fertgezogenen Schleife 0,15 und die Belaftung dieſer Schleife 
A) Brund beträgt, je iſt die erforderliche Arbeit, um dieſe Schleife 480 Auf fort: 
zuziehen, 2 Ns — 0,45 . 500 . 450 — 108000 Außpfunt. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. Yiegt ein Körper A, 
Rig. 238. Fig. 255, auf einer Ichiefen Ebene 
Fl, deren Neigungswinfel FIR 
— « iſt, jo läßt ſich deſſen Gewicht 6 
in den Normaldruck N — Gr cos. « und 
in die Parallelfraft S—= @ sin. « zer: 
Legen. Aus der erfteren Kraft entipringt 
wm die Reibung '— @ wos. «, 
welche jeder Bewegung auf der Ebene 
entgegenwirkt, weshalb die Kraft zum 
Hinanfjchieben auf der Ebene: 
P’=FHNSz pGen.u + Gsina 
= (son. geos.c) G. dagegen die Kraft zum Hinabſchieben: 





PL = F—S=(yeos.« — vin. 

ausfällt. Die leßtere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält ſich durch) ſeine 
Reibung auf der fchiefen Ebene, wenn sin. 2 = cos. @, d. 1. wenn fang. x 

pift. So lange die ſchiefe Ebene einen Neigungswinfel « hat, deſſen 
Tangente Kleiner als g ift, fo lange bleibt der Körper auf der ſchiefen Ebene 
in Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinkels wenig größer als y, fo 
gleitet der Körper auf der fchiefen Ebene herab. Man net diefen Winkel, 
d. i denjenigen, dejjen Tangente dem Neibungscoeffictenten gleid) 
iſt, Reibungs-, aud) Ruhewinkel (franz. angle du frottement; engl. 
augle of frietion, angle of resistance). Es ergiebt ſich hiernach durch Ber 
obahtung des Reibungswinkels u, der Neibungscoefficient (Für die Reibung 
der Ruhe), wenn man feßt: & — tung. o. 


282 Dritter Abfchnitt. Fünftes Gapitel. [$. 178. 


In Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, Fig. 254, eines Kör- 
pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers A B, jondern auch 
Kia. 254. deilen jchiefen Drud P auf, wenn nur die Ab- 
weihung NBP — « ber Richtung dielee 
Drudes von der Normale B N nidjt den Rei— 
bungswinfel iiberfchreitet; denn da die Kraft P 
den Normaldrud: 
BN— Pcos. « 
und den Seiten: oder Tangentialdrud : 
BS—S-— Psin.u 
giebt und aus dem Normaldrude Pros. « die 
jeder Bewegung in der Ebene FH entgegen: 
wirfende Reibung @ LP cos. « entjteht, fo wird S eine Bewegung nicht hervor- 
bringen fünnen, aljo im Gleichgewicht bleiben, jo lange 


p Pcos.« > Psin.«@ oder g cos. > sin.a, d. 1. 
tang.a < p oder a <Q 
ift. Dreht man den Ruhewinkel CBD— g um die Nornale U B, fo 
bejchreibt er einen Kegel, den man Keibungsfegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of resistance) nennen kann. Der Reibungsfegel umſchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine MERENE Aufnahme des jchie- 
fen Drudes ftattfindet. 


Beifpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund jchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad aniteigenden Holzbahn hinaufzuziehen, iſt bei einem Reibungscoefficienten 
p — 0,48 die nöthige Kraft: 

P = (»cos.« + sin.«) @ = (0,48 cos. 500 + sin. 500%) . 200 
— (0,308 + 0,766) . 200 — 215 Pfund; 
um ihn hinunterzulaffen, oder jein Hinuntergehen zu verhindern, ift dagegen vie 
erforderliche Kraft: 
P = (pcos.« — sin.a) G = — (sin. 500 — 0,48 . cos. 50°) . 200 
P, = — (0,766 — 0,308) . 200 = — 91,5 Pfund. 


D. A 





173  Reibungsversuche. Verſuche über die Reibung find von Vielen ange- 
ftellt worden; am ausgedehnteften und im größten Maßſtabe ausgeführt find 
aber die Verjuche von Coulomb und Morin. Beide wendeten zur Erfor- 
ihung der Neibungscoefficienten für die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an, der durch ein über eine feſte 
Rolle weggelegtes und durd) Gewichte angejpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 255, wo AB die Bahn, U D den Schlitten, E die Role und 
F das fintende Gewicht vorftellt, zu erjehen ift. Um die Reibungscoeffictenten 
für verfchiedene Materien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichſt abgeglätteten Schte- 
nen aus den zu unterfuchenden Subjtanzen, wie Holz, Eifen u. ſ. w. befleidet. 


$. 173.] Die Widerftände der Reibung und Steifigfeit sc. 283 


Die Coefficienten für die Reibung der Ruhe ergaben ſich aus dem Gewichte, 
welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu fegen; 
Rig. 255. und die Goefficienten ' fir 

( — die Reibung der Bewegung 

een liegen ſich mit Hülfeo der 

Zeit # berechnen, welche der 
Schlitten brauchte, um einen 
gewifien Weg s zu durch— 
laufen. Iſt G das Gewicht 
dee Schlittens und P das 
Gewicht zum Fortziehen 
deffelben, jo hat man die Reibung — 9 G, die bewegende Kraft — P— 96 


und die Maſſe A — a, es folgt daher nad) $. 68 die Acceleration 


der entftehenden gleichförmig befchleunigten Bewegung : 

P—yG 

2re” 

umd, durch Umkehrung, der Keibungscoefficient: 
P P+G » 


o=— — — — 


6 9 
Es iſt aber noch — 13p(66. 11), daher p — * und 
= P+ @ 28 28 
@G (Gr Y yir 
Läßt man den Schlitten von einer fchiefen Ebene herabgleiten, jo tft die 
bewegende Kraft — G (sin. « — @ cos. «@), und die beichleunigte Maſſe 


‚ daher die Beſchleunigung 





p == 








y — 


in 


28 (+ (sin. — P cos. &) 
er — Gν.— P cos.«). 


oder: = — sin. — cos. c, und daher der Goefficient der glei- 
tenden Reibung 
p = fang. a — en i 
j gt? cos. « 
Bezeichnet A die Höhe, 7 die Yänge und d die Baſis der geneigten bene, 
fo hat man aud) 


Ah 2sl 
= a gat? cos. a 


Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten fur die Zapfenreibung wurde 
eine fefte Rolle A CB, Fig. 256 (a. f. S.), mit einem umgelegten und durch 
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Gewichte P und angeſpannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + @ der Gewichte ergab ich der Drud A, und aus der Differenz P— 9 
die Kraft am Umfang der Wolle, welche der Reibung F— ; (P+ Q) am 
Umfang des Zapjens das Gleichgewicht hält; iſt nun (' A — a der Rollen— 
halbmefjer und? CD = r der Zapfenhalbmeiier, fo hat man wegen der 
Gleichheit der ftatiichen Momente: 
P—- )u=Fr=9(P+VQr, 
und daher für die Neibung der Ruhe: 
, P—- Va 
FE — ·—, 
P+@Qr 
dagegen fir die der Bewegung, wenn das Gewicht Z’ im der Zeit um s 
ſinkt und 4) eben fo viel jteigt: 
SP RQ Is 
\PıQ glur 
Zu den nenejten Werjuchen über die Zapfenreibung hat der Ingenieur 
Hirn den in Fig. 257 abgebildeten Apparat, welchen er eine Neibungswage 
Fig. 26. Fig. 257. 


9⸗ 





(balance de frottement) nennt, angewendet. Es iſt hier U der durch irgend 
eine Maſchine, z. B. durch ein Waſſerrad, im ftetige Umdrehung zu jegende 
Zapfen, D das Zapfenlager und ADB ein gleicharmiger Hebel, welcher 
mittels, der Gewichte > und dieſes Yager auf den Zapfen aufdrüdt. Der 
Zapfendund RO - P + Q erzeugt die Reibung 
F-yR yi(P+oQ 

zwiſchen dem Zapfen und feinem Lager. Mit diefer Kraft ſucht der in der 
Nichtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Yager ſammt dem mit ihm feſt 
verbundenen Hebel A DB umzudrehen, und es ift daher, um denfelben in 
horizontaler Yage zu erhalten, auf der einen Seite A deſſelben das Gewicht 
P jo viel größer zu nehmen, als das Gewicht Q auf der anderen Seite, bie 
PP - 0 der Reibung F das Gleichgewicht hält. Nun wirft aber die Rei: 
bung Fan dem dem Zapfenhalbineller gleichen Hebelarme ( D — r, und 
die Gewichtsdifferenz I? — Q an dem Arme UA - «a, weldye dem Doris 
zontalabftande der Are (' des Zapfens von der Verticalen durd) den Aufhänge- 
punft A gleidy ift; daher hat man: 
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Fr=g9Rr -v(P+Qr—=(P— oa. 
und den gefuchten Neibungscoefficienten wieder 


Anmerfung. Ber Boulemb hatten ſich ihen Amontons, Gamus, Bülf— 
iinger, Muſchenbroek, Aergufen, Vince u. N. mit der Meibung beichäftigt 
und Verfuche über die Reibung angeitellt. Die Ergebniſſe aller diefer Unterfuchun: 
gen haben jedoch für die Praris wenig Werth, weil fie in zu fleinem Mafitabe 
angentellt werden find. Denſelben Mangel haben jelbit noch die Verſuche von 
Ximenes, welde mit denen von Geulemb fait aleichzeitig angeftellt wurden. 
Die Grgebniffe des XKimenes findet man in dem Werfe „Teoria e Pratica delle 
resistenze dé' solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782*. Die Verſuche Goulomb’s 
And ausführlich beichrieben in dem Werfe: „Theorie des machines simples ete. 
par Coulomb. Nouv. edit. 1821*. Einen Auszug bierven findet man in 
der Preisichrift ven Metternich „vom Miveritande der Meibung, Aranffurt und 


Mainz 1789“. Die neueren Versuche über vie Neibung wurden von Nennie und 


Morin angeftellt. Rennie wendete bei feinen Verſuchen tbeils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils auch eine fchiefe Ebene an, von welcher er die Kor: 
ver berabgleiten lieg und wobei er aus dem Meibungswinfel auf die Größe der 
Reibung ſchloß. Die Verſuche Nennie’s erftreden fi auf manniafaltige in der 
Technik vorfommende Stoffe, als Gis, Tuch, Yerer, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebniſſe über die Abnutzung der Körper, allein ver Apparat 
und die Art der Ausführung vieler Verſuche laſſen eine hinreichende Sicherbeit, wie 
fe zumal die Verfuhe Morin’s erreicht zu haben jcheinen, nicht erwarten. Gine 
deutiche Bearbeitung der Rennie'ſchen WVerfuche liefert ver 17. Band (1832) ver 
Wiener Jahrbücher des K. K. polytechniſchen Anititutes, auch der 34. Band (1829) 
von Dinaler’s polytechniſchem Journal. Die ausgedehnteiten und einen boben 
Grad von Sicherheit veriprechenden Verfuche find ven Morin zur Ausführung 
gebracht worden, obgleich nicht abgeleuanet werden fann, daß fie einige Zweifel und 
Unftcherbeiten, und noch dies und jenes zu wünſchen übrig laffen. Es iſt bier nicht 
der Ort, die Methoden und Apparate bei diefen Verſuchen zu befchreiben, wir fon- 
nen bier nur auf Merin’s Schriften: „Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment‘ u. ſ. w. verweifen. Eine vortreffliche Bearbeitung des Artifels „Reibung“ 
und eine ziemlich ausführliche Beichreibung aller Verfuche über die Neibung, namentlich 
auch der Morin’ichen, giebt Vrir in den Verhandlungen des Vereins zur Berfor- 
derung des Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 1537 und 
1838. Meuere Verſuche über vie mittelbare Meibung, namentlich mit Berückſichti— 
gung der verfehiedenen Zchmiermittel, von M. G. Av. Hirn, find beichrieben im 
Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse, No. 128 und 129, 1855, 
unter dem Titel: „Etudes sur les prineipaux phenomenes que presentent 
les frottements mediats ete.“; im Auszuge: „pelytechniſches Gentralblatt, 1855. 
%eferung 10%. Die neueiten Verſuche über die Meibung von Becet find unter 
der Ueberfchrift: „Nouv. Recherches experimentales sur le frottement de 
glissement, par M. Bochet“ in den Annales des Mines, Cingq. Serie, Tome 
XIX, Paris 1861, bejchrieben. Weber die Verfuhe mit Waltjen’s Neibungswage 
giebt Herr Prof. Nühlmann im volytechniſchen Gentralblatt 1861, Heft 10 einige 
Nachrichten. 

Reibungstafeln. Folgende Tabellen enthalten eine gedrängte Zuſam— 
menftellung der im Praktiſchen vorzüglich brauchbaren Coefficienten der 


gleitenden Reibung. 


ur 


u | 
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Fünftes Gapitel. 


Tafel E 


Reibungscoefficienten der Ruhe. 
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Namen 


der ſich reibenden ‚Körper. 


Zuftand der Kläden und Natur der 
Schmieren. 


ö— — — — 


| 


Pa 

E- + 

Ex 
—15 
8.1 sa 1: 
un Io I = 
2.1510 
"IB |. 

-|8 

a 


Schweineihmal;. 


— 





Talg. 


Trodene Seife. 


Polirt und fettig. 


Fettig und beneßt. 





- fleiniter Wertb 
Holz auf Hol... mittlerer „ 

größter ie 

| fleiniter Wertb 
Metall auf Metall mittlerer 
größter F 
DE RU RER 2 6 a 
Hanf in Seilen, | fleiniter Werth 
Zöpfen oder Gur- | mittlerer , 
ten auf Holy... . ' größter ” 
Dies Sohlenlever 
zu Liderungen auf 
Holz od. Gußeiſen! 
Schwarze Leverriemen | von Holz... 
.! von Metall. 


a en EN 1A] 


über Trommeln 
Steine oder Ziegel 
auf Steinen oder ) fleiniter Werth 
Ziegeln, glatt be— größter ® 
arbeitet . . 

Steine auf Sämie kleinſter Werth 
VOR aa größter r 
Hirnholz auf Steinen ......... 


0,3010,65| — 
0,5010,68| — 
0,7010,71| — 
0,151 — [0,11 


0,18! — [0,12|0,10|0,11 


0,24| — 0,16 


0,60|0,65|0,10|0,12)0 * 


0,50 
0,63|0,87 
0,80 


0,43|0,62|0,12 
0,62|0,80|0,13 


0,47 
Bl. | 


0,67 
0,75 


0,42 
0,49 
0,64 


— 





0,15 


0,10 


0,14 0,22 0,30 
0,21|0,19| 0,36 |0,35 
u; 0,25 0,44 0,40 


0,27 


0,28] 0,38 


ed by Google 


—— — 
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Tafel 0 


Reibungscoefficienten der Bewegung. 











Zuftand der Flächen und Art der Schmieren. 
— —re D — A —— — — 


Tr 








| ” ® 
Namen SE ® & 
Een R EelsIıE I 8| ls & 
der fih reibenden Körver. el3|:|®: |<! 2 
=] u . > —8 
on |» 5 F a 3 * 
a ES ẽ 
8117 
* 
18) 
Hleinfter Werth | 0,20) — | — |0,0610,06] — | — |0,14] 0,08 
Holz auf Holz mitte „.losslo.5| — !0,07!0,07| — | — lo,5 0,12 
größter — 0,48 — [0,0710,08) — | — [0,16[ 0,15 
Fleinfter Werth |0,15| — |0,06|0,07 |0,0710,06/0,12! — |0,11 
Netall auf Me: | r 9 „|, 
* mittlerer „ | 0,18[0,31|0,070,09|0,09|0,08|0,15|0,20| 0,13 
Re 
‚ größter — 0,24| — (0,00 0,1110,110,00010,17) — 10,17 
Hleinfter Werth | 0,20) — [0,05|0,07 10,06) — | — | — 10,10 
Holz auf au mittlerer „ 0,42] 0,24 | 0,06 |0,07 |0,08| 0,08! 0,10[0,20| 0,14 
größter z 0,62) — [0,08] 0,08|0,10 — 10,16 
Hanfleile, Zöpfe | auf Holz... [0,4510,33 I | 
ufw ....tauf Eien . | — | — [0,15] — 10,19 | 
I 
Sehlenleder, flach roh... .. 0,5410,36 0,16) — [0,20 | 
auf Holz oder ? geflopft.... |0,30) — | 
a fettig.... | — [0,25 | | 
I. kan⸗ 
un i * trocken... 10,33410,3110,14 — |0,14 
fig, für Kolben⸗ Get er 
liverung .... Adi: ; | 


Anmerfung. Bollftändigere Tabellen der NReibungscoefficienten enthält der 
„Ingenieur“, Seite 403 u.f.w. Die Reibungscoefficienten loderer Maſſen u. f. w- 
werden im zweiten Theile, bei der Theorie des Erddruckes, mitgetheilt. 
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Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Berfuche über 
die gleitende Reibung erhalten die im Vorſtehenden enthaltenen Ergebnifle älterer 
Verfuche von Eoulomb und Morin nod) einige weientliche Ergänzungen. 
Diefe wırrden auf einer fühligen Eifenbahnftrede mit Eifenbahnmwagen von 6 bis 
10 Tonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittels ihrer feſtgekeilten Räder, 
oder mittels befonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. Diele 
Schuhe waren vor, hinter und zwifchen den Rädern an dem Wagengeſtelle be- 
fejtigt und bei verjchiedenen Verſuchsreihen mit verjcjiedenen Sohlen von Holz, 
veder, Eifen u. ſ. w. befleidet, wobei der Drud pro Quadratcentimeter nad 
Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebradjt werden konnte. Die 
Bewegung diefes zu einem Schlitten umgeſchaffenen Vehikels erfolgte durch 
einen vorgefpannten Dampfwagen, und ein zwiſchen beiden eingejchaltetes 
Federdynamometer gab mittels eines Jeichnenapparates die der gleitenden 
Reibung des Schlittens gleicyzufegende Zugkraft an. Um den Widerftand 
der Yuft jo viel wie möglich zur bejeitigen, gab man dem Wagen, welcher dem 
Schlitten voranslief, einen Querſchnitt, welcher den des legteren noch 
itbertraf. n 

Durch diefe Verſuche wird die Nichtigkeit der Formel FF g N, wonach 
die Reibung F' dem Drud proportional ift, von Neuem betätigt; was aber 
den Reibungscoefficienten betrifft, jo iſt derjelbe nicht allein von der Art umd 
dem Zuftande der Reibungsflächen, jondern aud) von anderen Verhältnifien, 
namentlid) audy von der Gefcywindigfeit des Gleitens und nächſtdem von 
dem fpecifiichen Drude, d. i. dem Drucke pro Flächeneinheit, abhängig. 
Herr Bochet jegt: 





X — 
5 


14 er 

wobeie die Geſchwindigkeit der Bewegung, x den Werth von g für eine 
unendlic langiame und dagegen y den Werth von g für eine ſehr ſchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernad) nimmt alfo der Reibungscoefficient mit dem 
Wachſen der Gefchwindigfeit allmälig von z auf 7 ab. Der Goefficient « 
ift im Mittel — 0,3 zu jeßen, wenn man in Meter ausdrüdt, dagegen 
— (0,094, wenn man » in Fußen giebt. Man kann hiernad) nur bei Ge 
ichwindigfeiten von O bis höchitens 1 Fuß den Neibungscoeffictenten bei übri— 
gens gleichen Verhältniiien als conftant annehmen. Die Coefficienten x und 
y ſind verfchieden bei verichiedenen Stoffen, und abhängig von dein Grade 
der Glätte der Neibungsflähen, von der Scmiere, von dem fpecifiichen 
Drude u. ſ. w. 

Den größten Werth hat der Neibungscoeffictent x beim Gleiten von Holz, 
zumal weichem, jowie von Yeder und Guttapercha auf trodenen und unge 
ichmierten Eifenfchienen. Hier ift x — 0,40 bis 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x — 0,60 und für hartes, x — 0,55. 
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Für die Reibung von Eifen anf Eifen ift x ebenfalls ſehr verfchieden 
ausgefallen, find die Keibungsflächen nicht polirt, jo hat man: x — 0,25 
bis 0,60, dagegen bei polirten Neibungsflächen: x — 0,12 bis 0,40. Die 
Hebung von Eifen auf Eifen wird durd) das Benegen mit Wafler nicht 
vermindert, dagegen fällt die Neibung von Holz, Yeder und Guttapercha auf 
nafien Eiſenſchienen beträchtlich Meiner aus als auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen finft x bis auf 0,05 bis 0,20. 

Der Eoefficient y ift ftets Feiner als x; bei großen Gejchwindigfeiten, 
großer Hätte der Flächen, gehörig angewendeter Schmiere und mäßigem 
ſpecifiſchen Drucke nähert fich fir alle Stoffe y einen und demfelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz oder Yeder auf benegten oder einge: 
ſchmierten Eifenfchienen gleitet. 

Nach diefen Verſuchen ift: 

1) für trodenes weiches Holz, bei mindeftend 10 Kilogramm 
Druck pro Duadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Duadratzoll: 


0,30 | 
p —* 1 + 0,3 * + 0,30; 
2) für trodenes hartes Holz, bei demjelben Drude: 
0,30 
— — — 25; 
p 1 4 0,3 v + 0, 7 


3) für halbpolirtes Eiſen, trocken oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Druck pro Quadrateentimeter oder 4103 Pfund pro 
Quadratzoll. 

0,15 
— -+ 0,3 v 

4) für dafjelbe, entweder troden unter dem Drude von wenigftens 
100 Kilogramm pro Quadratcentimeter, oder polirt und gejchmiert, 
bei einem fpecifiichen Drude von mindeftens 20 Kilogramm, fo 
wie für nicht harziges Holz beim Schmieren mit veinem Waſſer, 
unter demjelben Drude: 

0,175 
140,80 Ä 

5) fiir Holz mit fettigem Wafler oder Fett gejchmiert, bei gehöriger Po- 
litur und unter dem Drude von mindeftens 20 Kilogramm pro 
Onadratcentimeter (274 Pfund pro Quadratzoll): 

0,10 
97177080 
St © in Fußen gegeben, jo muß man im Nenner ftatt 0,30, 0,094 v 
jegen. 
Beispad's Lehrbuch der Mechanik. J. 19 


4 0,15; 


+ 0,075; 


+ 0,06. 
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Anmerfung. Ges it jehr zu wünfchen, daß diefe in fehr großem Maßitabe 
ausgeführten Verfuche, welche zum größten Theil von dem jeither Bekannten ganz 
abweichende Neiultate gegeben haben, noch von Anderen wiederholt werden. 


$. 176  Schiefe Ebene. Die Theorie der gleitenden Reibung findet ihre vor- 

züglichfte Anwendung bei dev Unterfuchung des Gleichgewichtes von einem 

Körper AC auf der jchiefen Ebene FH, Fig. 253. Iſt, in Ueberein- 
ftimmung mit S. 146, FHR — «a 
der Neigungswinfel der jchiefen Ebene, 
und POS, — ß, der Winfel, wel- 
chen die Sraft P_ mit der ſchiefen 
Ebene einichlieft, jo hat man die 
aus dem Öewichte @ des Körpers 
entfpringende Normalkraft 

IE 2 
dagegen die Kraft zum Herabgleiten 
— 8— 6 sin.«, ferner die Kraft 
N, , mit weldyer P den Körper von 
der Ebene abzuziehen ſucht, — Psin.ß, 
und die Kraft S,, mit welcher fie den Körper auf der Ebene hinaufzicht, 
— P cos.ß. Der übrig bleibende Normaldrud ift: 

N=N —N =G cos.a — Psin.ß, 
folglich die Reibung: 
F=9(@G cos. « — P sin. ß). 

Kommt es darauf an, die Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf der 
ſchiefen Ebene zu finden, jo ift die Neibung zu überwinden, e8 muß alfo fein: 
Si =S+Fbi. Pcos.ß — Gsin.a-+9(Gcos.a — Psin.ß). 

Soll aber die Kraft beftimmt werden, welche den Körper am Herab- 
gleiten verhindert, jo fommt die Reibung der Kraft zu Hilfe, e8 ift alfo: 
S+F=S,di Pcos.ß-+9(Gcos.a — Psin.ß) = @sin. a. 
Hiernad) beftimmt fich die Kraft fiir den erften Fall: 
__.8in.a@ + 9 cos. & 
—e008ß+ ypsin.ß 
8m. a— 9 cos. 
— 00.ß — psin.ß 
Führt man den — ein, indem man 


== tang. o = 
u cos. © 


sin.@.cos.o + n @.sin.Q 
c08. ß.cos.0 + sin. B. sin. Q 


Fig. 258. 


pP 
Tan 
⸗ ‘ 





- @, ımd fir den zweiten: 





jegt, fo erhält man: 





P= 


’ 
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oder, nad) befannten Sägen der Trigonometrie: 

p— sin. ( +0) 

cos.( B # 0) | 

md es gelten die oberen Zeichen, wenn es darauf anfommt, Bewegung her- 
vorzubringen, dagegen die unteren, wenn Bewegung zu verhindern ift. 


‚pP sin.(« — 0) 
00.(B + ©) 
sin.(« + i 

< mn ift, 

fann natürlich dev Körper weder auf: noch abwärts gleiten. 

Iſt « <o, fo erfordert das Herabfchieben die Kraft: 

_. @sin.(g — a) 

008. (0 + B) 


Die legte Formel findet man auch durch eine einfache Anwendung 
des Kräfteparallelogrammes OPQG, Fig. 259. Da ein Körper nod) 
fig. 239. diejenige Kraft eines anderen Sr: 
. pers aufnimmt, welche um den Rei— 
bungswinfel E von der Normale einer 
Oberfläche abweicht ($. 172), fo findet 
in dem vorliegenden Falle Gleichgewicht 
jtatt, wenn die Mättelfraft OQ — Q 
aus den Kräften P und G mit der 
Normale ON den Winfel NOQ — o 
einschließt. Set man nun in der allge 
meinen Formel: 
P__sin.GOQ 
@ "sin. POQ’ 
GOQ=GON+NOQ—a-+ oe, und 
POQ= POS -+SORQR = PB + 90% — 0, fo erhält man: 


P_ _ sin(a+0) __sin.(e-+o) 
6 sin. (B—E +90) 00. — eo) 

Wenn bie Kraft P, das Herabgleiten von der ſchiefen Ebene verhindern 
joll, jo fällt die Mittelfraft Q, af die untere Seite der Normale ON, und 
es ift der Reibungswinkel 9 negativ in Rechnung zu bringen, wonad) 
dann folgt: \ 








(1; 


So lange G und 





— 
cos. (ß + 0 
ganz in Uebereinſtimmung mit dem Obigen. 


19° 
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Ruht der Körper auf einer Horizontalebene, fo ift « — 0, daher 
die Kraft zum Kortichieben : 
cos. ß + psin.ß  cos.(B— 0) 
Wirkt die Kraft parallel zur ſchiefen Ebene, d. h. in der Richtung 
ihrer Falllinie, ſo hat man B — 0, und daher: 


. ü + j 
P—(sin.a+ ꝙ cos. ) G — -.@ (vergl. $. 172). 
Wirkt endlicd) die Kraft horizontal, fo hat man: 
B= — u; cos.ß — cos. «a und sin. B — — sin. a, daher: 
_ sina + Poo.« _tang.a+9 FE 
008.0 + @ sin. « T1Fgtang.a ' 


P= tang. (a + 0) @, wie aud) bie Auflöfung des Parallelo- 
grammes OPQG unmittelbar giebt. 

Uebrigens fällt die Kraft zum Hinauffchieben am Fleinften aus, wen der Nenner 
cos. (ß — E) am größten, nämlich — 1, alfo B— — 0, d. i. 3— 0 ift, 
Wenn alfo die Kraftrichtung um den Neibungswinfel von der fchiefen 
Ebene abweicht, fo ift die Kraft ſelbſt am Fleinften, und zwar: 

P= sin. (@ +0). 6. 

Beifpiel. Welchen Arendrud hat die Spreige AE, Fig. 260, auszuhalten, 
wenn bdiejelbe einen Kelsblodf (eine Wand) ABC D vom Gewichte & — 5000 
Pfund von dem Herabgleiten von einer ſchiefen Ebene Ü D (dem Liegenden) ab- 
halten fell, verausgefegt, daß die Neigung der Spreize gegen den Horizont 350, 
die der fchiefen Ebene CD aber 500 und der Meibungscoeffiient 9 — 0,75 be: 
trägt? Es ift hier: 


G = 5000, « = 50°, $ = 350 — 50° = — 1’ m p = 0,75, 
daher giebt die Formel: 
__. sin. — PCo8.« » __ 810. 500 — 0,75 cos. 50° 
= c08.B3 — Psin.ß ' — cos. 150 + 0,75 sin. 150 
0,766 — 0,482 1420 
= —_ *50 = — 12 i 
0,966 7 0,194 700 Term 


Würe die Spreize horizontal, fo hätte man 
B = — 50°, und tang. e = 0,75,daher: e==36052’, 
endlich: 


Fig. 260. 


P —= Gtang. (« — o) 
5000 tang. (500% — 369 52°) 
5000 tang. 13° $° 
5000 . 0,2333 — 1166 Pfund. 
Um viejelbe Wand durd eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenven binaufzufchieben, wäre unter 
übrigens gleichen Umständen die Kraft: 
PP — Gtang.(«e + eo) 
— 5000 tang. 86" 52’ 
— 50W . 13,2676 = 91338 Po. 


! I 





nötbig. 


— — — 





‘ 
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Der Normaldrud, welden der Körper A C auf der fchiefen Ebene FH, $. 17 
Fig. 261, ausübt, ift beim Hinauffchieben: 
Gsn.OPQ ___ Gsin.(90’ — a — P) 
sin. POQ Bu Sr > (B + 90’ — 0) 
__ Geos.(@ + P)cos. Q 
0A) 
und dagegen in dem Fällen, wenn der Körper am Herabgleiten verhin- 
dert wird: 


N=Qcose= cos. Q 


er F — cos.ſ + B) cos. @ 
Y ==: Fo ON ee — — — 

Iſt die Richtung der Kraft parallel zur Falllinie der Ebene, ſo hat 
man 3 — O, und N — (r cos. e; iſt dagegen die Richtung derſelben 
horizontal, fo hat man 3 — — « und daher 

(#08. 
N rg ap Gate zu ſetzen. 


Fig. 261. Fig. 262. 





Der Normaldruck fällt — Null aus, wenn cos. (@ + B) = 0, alſo 
«+ B—= 90 Grad ift, und wird negativ, wenn « + B > 90°, oder 
3 >90 — « wird. Im legteren Falle iſt natürlich die ſchiefe Ebene nicht 
unter, jondern, wie Fig. 262 darſtellt, über den Körper zu legen. Es 
finden natürlich auch hier wieder die beiden extremen Fälle des Gleichgewichtes 
ftatt, wobei die Richtung der auf die ſchiefe Ebene FIT übergehenden Mittel- 
kraft Q oder Qı entweder auf der oberen oder auf der unteren Seite von 
der Normalen um den Reibungswintee NOQ — NOQ, — g abweidt. 

Bei den vorftehenden Entwidelungen der Formeln fiir das Gleichgewicht 
eines Körpers auf der ſchiefen Ebene ift noch vorauszufegen, daß die Mittel— 
traft Q vollfommen vom Körper ACT auf die eine ſchiefe Ebene bildende 
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Stige FIIR übergehen fünne; dies ift jedoch (nad) $. 146) nur dann mög: 
(ich, wenn die Nichtung diefer Kraft die Auflagersfläche CD des Körpers 
4 C felbit durchſchneidet. Außerdem 
hat der Körper, wie 3. B. AC. 
dig. 263, in Folge der Kraft Q 
ein Beſtreben zum Drehen oder 
Kippen um die äußerſte Kante €, 
welches um jo größer ausfällt, je 
qrößer der Abftand CK — e dieſer 
ante von der Richtung OQ de 
Mittelfraft iſt. 

Bezeichnet a den Abſtand UL der 
Kraftrichtung OP, und b den Abftand 
CE der verticalen Schwerlinie 06 
des Körpers von der äußerften Kante C 
deflelben, fo ıft dag Moment, mit 
welchem jich dev Körper von links nad) rechts um U zu drehen ſucht: 

Q)e=Pa— Gb. 
> 

Wäre nun Pa — Gb, oder 2 — 2 jo ginge die Mittelfraft Q gerade 
durch C, wobei fie eben noch von der fchiefen Ebene aufgenommen würde; umd 
wäre Pa < Gb, fo würde ſich der Körper um C von vet? nad) links zu 
drehen ſuchen, woran ihm aber die Undurchdringlichkeit feiner Maſſe verhindert. 

Wenn dagegen Pa >> @b ift, fo muß der Körper noch eine zweite Un: 
terftügung erhalten, 3. B. noch von einer zweiten geneigten Ebene F} H, ge 
leitet werden. Wenn diefe zweite Ebene in A einen Drud N umd die dar- 
aus erwachjende Reibung g N aufnimmt, alfo die geneigte Ebene 7} 77, mit 
den Gegenkräften — N und — PN auf den Körper in A zurückwirkt, 
welche die Umdrehung des Körpers um C verhindern, jo muß die Sumuie 
der Momente diefer Kräfte gleich fein dem Umdrehungsmomente —* Q, alſo: 
Ni+gogNd=Qce= Pa— Gb, oder 

)Nl+y)—=Pua— üb. 
wobei / und d die Abjtände UD und CB der Kante A von U in den Kid) 
tungen parallel und winkelrecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

Iſt überdies nod) N, der Drud des Körpers auf die gemeigte Ebene 
FH in 6, fo wie N, die demfelben entjprechende Neibung, jo kann man 
legen: 


Fig. 263. 





2) Pcos.ß = Gsin.a tg (N + N) um 
3) Psin.ß = Gw.a + N —N.. 
Eliminirt man aus den legten beiden Gleichungen N, , jo erhält man die 
Beitimmungsgleichung: 
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P (cos.ß + psin.ß) = @ (sin.« + Qcos.«e) + 2pN, 

Pa — (rb 

+ god 


und wenn man hierein den Wert) N — aus Gleichung (1) ein- 
jest, fo folgt die Gleichung: 

P (cos.ß + Psin.ß) = @ (sin.a + cos. c) + 
ober: 


2p9(Pa— Gb) 
+ god 


(IE 22 (cos.B + p sin. B— gu) 


= (+ (sin. + @ cos. «@) — ob), 
woraus ſich endlich ergiebt: 
p— (+ Pd) Gn. sin. @ + P cos. a)—2pb ö 
(+ gpd)(cos. ßB + psin. B)—2pau 
_ (+ $PMsin.(@ +0) — 2 Pbecos. Q er 
—T(T+ @d)cos.(B — 0) — 2 Pacos. @ 
Sol N = Null fein, fo hat man Pa — Gb um 
sin.(@ +0) b 
cos. (B— eo) a 
daher, wie aud) oben gefunden worden ift: 
__ sin. (e nu 0) 


cos. (B- — 9* 


Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter-8 
stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Bei der Unterſuchung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Berückſichti— 
gung der Reibung gelangt man auch ſicher zum Ziele, wenn man fid) den 
Körper ganz frei denft, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit weldyem 
er in Berührung ift, zwei Kräfte auf ihn ausübt, und zwar eine Kraft N; 
normal von der Berührungsfläche defielben ausgehend, und eine andere Kraft 
PN, der vorausgefesten Bewegung des Berührungspunktes in diefer Fläche 
entgegengejegt und der Neibung zwiſchen beiden Körpern entſprechend. Da— 
durch erhält man ein feites Syftem von Kräften, deſſen Gleichgewichtszuſtand 
nad} den Regeln in $.90 u. ſ. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden fpeciellen 
Falle gezeigt werden. ſoll. 

Eine prismatiſche Stange AB, Fig. 264 (a. f. S.), ſtützt ſich unten auf 
einen horizontalen Boden U H und lehnt fid) oben gegen eine verticale Wand 
UV; bei weldyer Neigung BA C— « verliert diefelbe ihre Steichgewichtslage? 
Hier können wir die Rückwirkung des Bodens auf den Körper durd) eine Ver: 
ticalfraft Z2 und durch die horizontal wirkende Reibung PA, und dagegen die 
KRüdwirkung der Wand durd) eine Horizontalkraft N und durd) eine von unten 














‚re 
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nad) oben wirkende Reibung PN ausdritden. Iſt folglih (Fr das im 
Schwerpunkte S niederziehende Gewicht der Stange, fo haben wir es mit 
Rig. 264. einem Syfteme von den Berticalfräften G, R, PN 
und einem folchen von den Horizontalfräften N 
und pR zu thun. 
Der Gleihgewichtszuftand unter diefen Kräften 
fordert nun, daß 
)G=R-+YN,.: 
2) gR—=N um 
3) G.AE=N.AD+YPN.AC fe. 
Nun iſt aber der Hebelarn A E 
— AScos.a=—=!1',ABecos.«, 
G ferner der Hebelarm AD 
= AB sin. ce, 
und der Hebelarm AC 
— ABeos.«, daher ift die dritte Gleichung einfach: 
!/, @ cos.«a— N (sin.« + @ cos. «) zu fchreiben. 
Aus den beiden erften Gleichungen folgt: 
G=R+ — +g?°R, alſo 
R=, wer ‚und N =. ur 
und fest man diefen Werth von N in die Gleichung (3) ein, jo ergiebt ſich 





— 
l/, G cos. — — (sin. + @ cos. «@), oder 


ı+Q?_ Ä 
ST tung.a + , — 





alſo für den geſuchten Neigungswinfel: 
1+9?— 29? 1— 9: 1 tung. g? 


tand. u — — — ıı — — — — 
9 29 2 2 tung. © 
cos. 0? — sin. 0? 08. 2 
— ne —_ EI — cotg. 2.0 


28in. & cos. sin.2E 
— taunq. (900 — 20); daher iſt 
Bit= ae = X - to, mb, ABl = 2% 


179 Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (f. 8. 149) hat die Reibung 
einen großen Einfluß auf die Gleichgewichtsverhältniſſe. Setzen wir voraus, daR 
der Querſchnitt defielben ein gleichſchenkliges Dreied AB >, Fig. 265, mit der 
Schärfe ASB= « bilde, daß die Kraft P inder Mitte M des Keilritdens AB 
und winfelrecht gegen denjelben wirkte, und daß ebenfo der Körper CHK 
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mit einer gewiſſen Kraft N rechtwinkfig gegen die Keilfläche 3 S driide, 

während der Keil mit der Fläche AS auf einer horizontalen Ebene aufruht. 

Fig 26h Uebrigens foll der Kör— 

per UIHK von zwei 

Baden @ und. K um: 

geben fein, welche ihn 

nöthigen, ſammt der 

Yaft 9 beim Fort— 

ihieben des Keiles auf 

der Horizontalebene, in 

der gegen die Seil: 

= fläche 2S rechtwinklig 

ſtehenden Richtung ZU 
aufzuſteigen. 

Da die Richtung der Kraft P von den Keilflächen AS und 3 gleich— 
viel abweicht, fo find die Normaldrüde N, N gegen beide Flächen und folg- 
ih aud) die aus denfelben entjpringenden Neibungen PN, ꝙ N im denfelben 
einander gleich, und es müſſen daher auch die Kräfte P,N, N, PN und 
PN einander das Gleichgewicht halten. Zerlegt man die legten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Richtung der Kraft P in je zwei Seitenfräfte, 
jo muß folglich auch die Summe derjenigen diefer Kräfte, welche mit P 
gleichgerichtet find, mit P allein im Sleichgewichte fein. Nun weichen aber 





Sı S 


ar 
— m — —— - u’ 2, — —A — 
BEN 2 RER, > a N * 





die Richtungen von N, N um 90 — >’ und die von PN, @N um 5 
von der Richtung MS der Kraft P ab, daher find die Somponenten von N, N 


in der Richtung MS, N sin. — und N sin. —, jowie die von PN und 
a [0 
9X, GN vos. 7 und PN cos. 2’ und es iſt zu jeßen: 


Ü [44 
P=2Nsin. +2 p Neo. — 2 N(sin. St nem. 5) 


In Folge der Keibung PN zwifchen der Keilflähe 3 S und der Grund— 
lläche des Körpers CI/K wird diefer Körper noch mit einer gleichen Gegen: 
ttaft — PN gegen den Yeitbaden GI gedrüdt, woraus cine Neibung 
FR=9.pN—yyg, N entfteht, welche dem Auffchieben des Körpers 
CHK entgegenwirft, und weshalb 

N—- FH =Qvder N(l — pYı) = Q, alſo 
— a * zu ſetzen iſt. 

Führt man nun dieſen Ausdruck für N in die obigen Formeln ein, jo 

erhält man die zum Aufheben der Laſt Y nöthige Kraft: 
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20 2): 
P= — — [sin — cos. — ), annähernd 
wer > + p h 


—20(1+99)) — pc. 5) 


, 0 & —— 
—— a(sin.& + @ cos. 7 0 9i sin. 5). 
oder wenn man den Coefficienten 9, der Neibung längs G@ II gleid) dem 
Coefficienten P der Reibung an den Seitenflähen AS und BS feßt: 


2 0 
P— ' ni (sin.& + @ cos. =) , annähernd 


= 39 (a + 9°) sin. + pcus. 5) . 


Bei einem Kelle ABC, Fig. 266, wie er zum 
Zeripalten und Zerdrüden der Körper gebraudıt 
wird, ift die dem Normaldruf Q gegen die Sei— 
tenflächen AC und BC entjpredyende Kraft auf 

2 den Rüden AB: 





[04 


Pa=2 ol 9: + pe. 2 


Beiſpiel. Ge fei die Kalt des in Fig. 265 abge: 
bildeten Keiles: — 650 Pfund, die Schärfe der 
Keiles: « — 25°, und der Neibungscoefficient: 7= 1; 
man fucht die mechanische Arbeit, welche erforderlich ift, um die Laſt @ im ihrer 
Leitung um Fuß fortzubewegen. 

Die Kraft iſt: 





— _ 2.650 _ (sin 12 21’ 9" + 0,36 cos. 121, v) 
: —— 1-—-(0,36)2 . 
3 
= am (0,2164 + 0,36 . 0,9763) 
1300 e 738,27 — 
= ) h = — = 8182 . 
= 93701 (0,2164 + 0,5515) 0,3704 848,2 Pfund 
Dem Laſtwege EEE, — 5; = "5 Ruß entipricht der Kraftweg: 
* J — 
B © 2 — cos. = = im — 
2 sın. « 3 a Re sin. 12'/,° 
RN 
0,25 
= 72161 — 1,155 Ruß, 


demnach iſt die geſuchte mechanische Arbeit: 
Ps — 8182 . 1155 = 973,6 Außpfund. 
Ohne Mucfiht auf Neibung wäre Ps = Qs, = Y,.650 — 325 Aufplund, 
es wird alfe in Kelge der Neibung der Arbeitsaufwand beim Heben von Qı nabe 
verdreifacht. 
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Auf gleiche Weife läßt ſich die Kraft P eines Keiles ABC, Fig. 267, 
beftimmen, durch weldyen eine Yaft & emporgehoben wird, während der Keil 
ji auf der horizontalen Ebene ZI O forticyiebt. Nehmen wir an, daß der 
Normaldrud zwischen dem Seile ABC und dem Blode D, weldjer durch die 
Yalt 9 vertical abwärts gedrüdt wird, — N ei, daß ferner der Normaldrud 
des Keiles auf die Unterlage O0, — R und der Normaldrud des Blodes 


Fig. 267. auf die Seitenführung E E, — S betrage. 
Dann muß P den Kräften A, pı R, 
— N und —YN, und ebenfo Q den 
Kräften S, 9, S, N und g N das Gleich— 
gewicht halten. 

Iſt nun noch « der Neigungswinfel 
ABC der Keilfläche A B gegen den 
Horizont, jo läßt ſich N in die Bertical: 
fraft Neos.« und Horizontalfraft Nsin er, 
und p N in die Berticalfraft @ N sin. « 
und Horizontalfraft ꝙ N cos. «© zerlegen, 
und daher fegen: 

I) P=g, E+Nsin.a+@pNecos.«, 
2) R=Necos..@— Naein. c, 

3) = Ncos.a—@ Nsin.a — 9,5 
jowie 

4) S—= Nsin.« + p Necos. a. 





Aus den beiden erften Gleichungen refultirt : 


P=[(l — ppg)sine + (pP + 9) cos.e] N, 


und aus den beiden letzteren: 


= |(l — P9;) cos. « — (pP + 9.) sin.) N; 


und es ergiebt ſich durch Divifion diefer Formeln: 


PP _ A1— pp) sine + (P + 91) cos. 
0 (1— 99) cos. « — (pP + 9)) sin. « 


Wäre  — 9, — 95, fo hätte man, da ꝙ — tany.g und 





2 
— tang.2o iſt, 
1 — 9p 
P sin.a@ + cos. @lang.2 0 tang.a@ + tang.20 
C  coru — sin.atang. 20 1 — tangatang?2o 


— tang.(@ + 20). 


Zieht man von den Reibungen an den Unterftigungspunften ab, fo kann 
man pP, und p, — Null fegen, und es folgt: 


8. 180 
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Psin. « P cos. æ tang.a+p _ — 

0 cos.a—psin.«, 1— ptang. — ———— 
Wenn die Laſt Q rechtwinklig gegen die Keilfläche wirft, fo find die Glei— 

chungen (3) und (4) durd) folgende zu erjegen: 


= N — 9% un 


seen, 
Es folgt dann @ —= (1 — 9 9,) N, daher umgefehrt: 
Hz= — und 
1- 9p⸗ 
RE! Basen pp) sin.a + (pP + Pı) cos. a 
"u 1—- 99 
Wäre g — pP, — Pa, Jo würde dann 


2 — sin. « + cos. . tang.2 0 


ausfallen. 


Die Formel P— 9 fang. (« + 20) findet ihre Anwendung bei Beur- 
theifung der Befeftigung zweier Körper M umd N durd) einen Keil AB, 


Fig, 268, Fig. 268, I. und II. Aus der 

Kraft P gegen den Nücden des 

— —— — —n . 
u Keiles folgt die Spannung, mut 


welcher die beiden Körper gegen 
einander gezogen werden: 
Y— P cotg.(@ + 20). 

Dagegen ift die Kraft, weldye 
auf den Fuß 3 des Keiles drüden 
muß, um den Keit zu löfen, d. 1. 
in der Richtung BA zurüdzutreis 
ben, weil hier &@ negativ ift: 

0 tung. (20 — «), 
oder wenn man den legten Werth 
fir Q einfegt: 
nm fang. (20 — @) 

tang. (20 + ©) 
Damit der Keil nicht von felbft zuriichgehe, muß natürlich « < 20 fein. 





P, 


$. 1851  Zapfenreibungscoefficienten. Bei Zapfen ift nur die Neibung der 
Bewegung von Wichtigkeit, weshalb auch nur fiber diefe Beobachtungsrefultate 
vorliegen. 
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Zafel ID. 


Coefficienten der Zapfenreibung, nah Morim. 











Zuftand der Reibungsflähen und Gattung 
ver Schmieren. 











— 
- Del, Talg In‘. 
v 2. m 8 gr B = 
Angabe = 3 5 oder 3 E- 
4 — — 8 * eg) = 
* 2 m = | Schweinefett. = |. 
ch 388* 2* m ,: 
der ch reibenden Körper. |. .|=.!|5 = _ 1352|] 283| „ 
» ale ol" 5 = = I 2. ni 
- = nr — 
25 82er |2 |. |$Sl88| € 
= | = 2 8 zo > — 12 2 2 * 
zgmizn|lzeie 23218233155355 * 
8 = ERBRIEZEBIE SI ER ISO 
- ——1 533 = 
2 | |z8l#21. 313213 
a“ |E |öÖ |s213*|72]|5 
J De — > u { 
& s==l5 |BeE|k 


% 
— 








Gledengut auf Glodengut .| — | — — ‚0,097 — — — 
Glockengut auf Gußeifn .-.| — | — | — — [0,089] — | — | — 
Schmiedeeifen auf Gloden- 

a a ae 0,251|0,189| — 10,07510,054|0,090|0,111| — 
Schmiedeeiien auf Gußeiien . - 10,07510,054| — | — | — 
Gußeiſen auf Gußeiien ... | — [0,13710,079|0,075|0,054| — — 10137 
Gußeiſen auf Slodenaut . . [0,19410,161| — |0,07510,054[0,065| — |0,166 
Schmiedeeifen. auf. Guajal: 

.... TR O0, Var 0,1858I| — — 10,125] — — — — 
Gußeiſen auf Guajakholz.. 10,51856) — | — [0,100[0,092) — 0400 0,140 
Suajaf auf Gußeifen ....1 — I — I — (01416)1 — | — I — 10,153 
Guajak auf Guajaf ..... — J — | — | — (000) — | — | — 


Aus diefer Tabelle ift folgendes für die Praris fehr wichtige Verhältniß 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiede oder Gußeiſen, laufend in Lagern 
aus Gußeifen oder Glockengut (Meffing), gefchmiert mit Del, Talg oder 
Schweinefchmalz, ift der Neibungscoefficient: 

bei ununterbrochener guter Unterhaltung, — 0,054, 

bei gewöhnlicher Abwartung, — 0,070 bis 0,080... 
Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen hiervon zum Theil ab. 
Anmerfung. Durd die Verfuche über die mittelbare Zapfenreibung mit 


Hülfe der Reibungswaage find vom Herrn Hirn mehrere, zum Theil von dem bis 
dahin Bekannten abweichende Refultate erlangt worden. Der Zapfen, welden er 
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hierzu anwendete, beitand in einer hohlen gufeifernen Trommel von 0,23 Meter 
Durchmefler und 0,22 Meter Länge, und wurde von außen durch Gintauchen in 
Del gefchmiert, jewie von innen mittels durchfliefenden Waflers abgekühlt. Das 
bronzene Zapfenlager (8 Kupfer, 1 Zinn) wurde mittels eines 124 Meter langen 
Hebels von 50 Kilogramm Gewicht aufgedrüdt, während ver Zapfen 50 bis 100 
Umpdrehungen pro Minute machte. Es ift leicht zu ermeflen, daß bei den mit dies 
fern Apparate angeftellten Verſuchen die Flüffigfeit und Adhäſion der als Schmiere 
dienenden Dele eine große Rolle fpielen mußten, da bier nicht allein die Umfangs 
gefchwindigfeit, fondern auch die Meibungsflähe in Hinficht auf den Drud eine ſehr 


‚ große war. 


$. 182 


Die Umfangsgefchwindigfeit der Trommel betrug, da die leßtere einen Umfang 
von 72 Gentimeter hatte, und in der Secunde 5/, bis 1%, mal umlief, 60 bis 120 
Benfimeter — 23 bis 46 Zoll, während fie bei den gewöhnliden Mafchinen nur 
2 bis 6 Zoll mißt. Ferner der horizontale Arenfchnitt der Trommel betrug 22.23 


— 506 Quapdratcentimeter, folglih fam auf ein Quadratcentimeter diefes Schnittes 
5 
nur ein Druck von = Kilogramm, d. i. auf einen Duadratzoll 6,56. 0,214 


— 1,5 Pfund, während diefer Drud bei gewöhnlichen Arbeitsmafchinen mebrere 
hundert Pfund beträgt. Die VBerbältniffe der Verfuche des Herrn Hirm waren 
daher zum großen Theil abweichend von den Neibungsverhältniffen, wie fie bei 
großen und ftarfen Maschinen vorfommen, und wie fie auch bei anderen Berfucen, 
3. B. bei denen von Morin, ftattfanden, und es find folglich die fich bei denſelben 
herausgeitellten Abweichungen vollitändig erflärlid. Die Hauptergebniſſe ver 
Hirn’schen Verſuche beiteben ungefähr in Folgendem. 

Die mittelbare Reibung hängt nicht allein von dem Drude und der Natur umd 
Beichaffenbeit der fich reibenden Körper und des Schmiermittels, fondern auch von 
der Gejchwindtgfeit und von der Temperatur der Neibungsflächen und der Umge: 
bung , jowie auch von der Größe diefer Flächen ab. Es ift bei conitanter Tempe: 
ratur die Neibung der Gejchwindigfeit direct proportional, und es wächſt dagegen 
diefelbe nur wie" die Duadratwurzel aus der Geichwindigfeit, wenn die Temperatu: 
ren umbeachtet gelaflen werden. Aus anderen Verſuchen folgert endlich aud ned 
Herr Hirn, dag die mittelbare Reibung der Duadratwurzel aus der Reibungs— 
fläche, jowie aud der Quapratwurzel aus dem Drude proportional ift. 

Was insbefondere den Einfluß der Temperatur anlangt, jo ließ ſich aus den an: 
geführten Verſuchen die Rormel: 

F= * 

1,0492! 
folgern, in welcder £ die Temperatur der NReibungsfläche, F, die Reibung bei 0° 
und F die bei £ Grad Temperatur bezeichnen. 

Gin Hauptergebnig diefer Verfuche ift noch die Grmittelung des Arbeitsvermi- 
gens der Wärme. Hiervon wird erit weiter unten, und zwar bei der Theorie der 
Wärme gehandelt. 


Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man den Drud R zwijchen 
einem Zapfen und feinen Lager, und ift nod) der Halbmefjer » des Zapfens, 
dig. 269, gegeben, jo läßt ſich die Arbeit, weldye die Zapfenreibung bei 
jeder Umdrehung des Zapfens in Anſpruch nimmt, leicht ermitteln. Die 
Reibung F ift — PR, und der ihr entjprechende Weg der Umfang 27 r des 
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Zapfens; es folgt daher die bei einer Umdrehung durd) die Reibung verloren 
gehende mechanische Yeiftung A—= gR.2 ar =2rgYpRr. Madıt der 
Zapfen in einer Minute « Umdrehungen, jo ift die in jeder Secunde ver- 
brauchte Arbeit 


— u augpglr > 
A 27 Rr 60 — —— == 1,108. upRer. 

Die Arbeit der Reibung wächſt alfo mit dem Zapfendrude, dem 
Zapfenhalbmefjer und der Umdrehungszahl gleichmäßig. Es iſt da- 
ber eine praftifche Regel, bei rotirenden Mafchinen den Zapfendrud nicht 
unnöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur jo ftark zu machen, 
als die Feftigkeit auf die Dauer e8 verlangt, und endlich aud) nicht jehr viel 
Umdrehungen in einer Minute zuzulaflen, wenigftens dann nicht, wenn es 
nicht andere Verhältniſſe erfordern. 


Fig. 269, 





Durch Anwendung von Frictionsrädern, welche man ftatt der Zapfen- 
lager anwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. In Fig. 270 ift 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen U EE, auf den Umfängen &H, 
E, H, dicht hinter einander liegender und um D und D, drehbarer Räder 
(Frietionsräder) ruht. Aus dem gegebenen Drude AR der Welle folgen die 


Prefiungen. 


N EEE 


2c E 
08. 





wofern « den Winfel DC D, bezeichnet, welchen die Central oder Drud- 
linien OD und CD, zwifchen ſich einfchliegen. Vermöge der wälzenden 
Reibung zwifchen dem Zapfen C md den Radumfängen laufen die Räder 
mit diefem Zapfen um, und e8 entjtehen in den Pagern von D und D, die 
Reibingen ꝙ N und ꝙ N,, welche zufanımen 


R 
F=y(XN+N)=-- 





c08. — 
2 
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betragen. Werden nun die Radhalbmeſſer DE — D, E, durd) a, umd 
die Zapfenhalbmeffer DK — D,K, durd) r, bezeichnet, jo erhalten wir die 
Kraft am Umfange der Räder oder auch am Umfange des auf diefen Liegen: 
den Zapfens €, welche zur Ueberwindung von F' nöthig ift: 


ee — 
En 
2 
während diefelbe — PR beträgt, wenn der Zapfen € unmittelbar i im einer 
dig. 271. Pfanne ruht. 


Wenn man die Gewichte der Frictionsräder 
unberücjichtigt läßt, jo ift folglich die Arbeit der 
Reibung bei Anwendung von diefen Nädern, 


y = — mal ſo groß, als ohne dieſelben. 
dh, DOT 


Stellt man dem Zapfendrud AR ein einziges 
Frictionsrad GH, Fig. 271, entgegen und verhin- 
dert man die zufälligen, übrigens nicht zu beadjten- 
den Seitenfräfte durch fefte Baden X und L, io 


fällt « — 0, 008. — 1 und obiges Verhältnig — - aus. 
1 





Beifpiel. Gin Kunjtrad wiegt 30000 Pfund, der Halbmefler a jeines Umfan: 
ges iſt 16 Ruß und fein Zapfenhalbmeifer r — 5 Zoll, wie groß iſt die Kraft am 
Umfange des Nades, um die Zapfenreibung zu überwinden, um dieſes Rad alle 
leer in einer gleichformigen Bewegung zu erhalten, und wie groß ift der entſpre⸗ 
chende Arbeitsaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehungen macht? Den 
Meibungscoefficienten 7 fünnen wir bier — 0,075 annehmen, weshalb die Meibung 


.12 
pR = 0,75 . 30000 — 2250 Pfund beträgt. Da der Radhalbmeſſer * 


5 
— 212 — 384 mal fo groß iſt, als der Zapfenhalbmeſſer oder Hebelarm der Rei: 
5 





bung, fo ift die auf ven Radumfang reducirte Zapfenreibung: 


_PR__ 2250 ö R 
=; 5 — 31” ee. Pfund. 


— 2,618 Fuß; folglich der Weg der Reibung in 





a: 
Der Zapfenumfang it ; Zu 


einer Secunde: 
2,618.5 z 
—_- — 0,2182 Fuß, 
60 ‚2182 Fuß 
und die Arbeit der Neibung während einer Secunde: 
L = 0,2182 .o„R = 0,2182 . 2250 = 491 Fußpfund. 
Lägen die Zapfen dieſes Rades auf Frictionsrädern, deren Halbmeffer nur 5mal jo 





groß find als die Halbmefler ihrer Zapfen, wäre aljo er — Y,, jo würde die Kraft 
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am Radumfange nur Y, . 58,59 — 11,72 Pfund und die von der Reibung con: 
fumirte Arbeit nur #91, — 98,2 Fußpfund betragen. Allerdings würde aber dann 
auch das Mad weit unficherer aufliegen. 


Reibung in ausgelaufenen Zapfenlagern. Die Reibung eines $. 183 
Zapfens ACB, Fig. 272, ineinem ausgelaufenen Zapfenlager, welches 
mm in einem Punkte A aufliegt, ift kleiner als die bei einem neuen, noch in 
allen Punkten des Yagers aufruhenden Zapfen. Findet feine Umdrehung 

Fig. 272. Statt, jo drüdt der Zapfen in dem Bunfte B, wo 
die Richtung des Mitteldrudes A hindurchgeht; 
tritt aber Umdrehung nad) der Richtung AB ein, 

jo wird der Zapfen vermöge feiner Reibung im 

Zapfenlager fo weit im die Höhe fteigen, bis ſich 
. die Kraft S zum SHerabgleiten mit der Reibung 

F ins Gleichgewicht jet. Dev Mitteldrud AR zer 

legt jich in eine Normalfraft N und in eine Tan 

gentialfraft S, N geht auf das Yager Über und er= 
zeugt die tangential wirkende Reibung F— PN, S aber jegt ſich mit F 
ins Gleichgewicht; es ift alfo auch S — PN. Mad) dem pythagoräiichen 
Lehrſatze iſt RA! — N? + 82, daher hier: 
R®=(1 + 9°) N, 
umgefehrt der Normaldrud: 











N= — und die Reibung F= — Er ’ 
Vi+og: 1+9? 
oder, wenn man den Reibungswinfel @ einführt, alfo 9 — tang.o jet: 
= R tung. [9 
— fang. o? 
Wenn der Zapfen anfängt ſich zu bewegen, jo rüdt folglich der Drud» 
pinft 3 um den Reibungswinkel A CB = g im Lager nad) der entgegen> 
gelegten Richtung fort. 
Uebrigens iſt natürlidy das Moment F". CA— Fr der Zapfenreibung 
gleich dem Momente Ar sin.o des Zapfendrudes Z2, beide auf die Dres 
hungsare C bezogen. Fände das Fortrüden nicht ftatt, jo wäre 


F — Rtang.ocos.o —: Rsin.o. 








sin. o 
co8.0 


F=9gR= Rltang.g —= 


8 iſt folglich die Reibung nad) dem Fortrücken cos. o mal jo groß, als 
die vor dem Fortrüden. In der Regel ift @ — fang. noch nicht 7/1. 
und cos.0 >> 0,995, aljo die Differenz noch nicht °/,000 — ao; man 
bat daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf den Einfluß 
diejes Fortrüclens nicht Rückſicht zu nehmen. 


Belsbah’s Lebrbub der Meganit. 1, 20 
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Päuft das Rad AB mit einer Nabe oder einem Auge, Fig. 273, um 
Fig. 273. 


eine feite Are A C, jo ift die Reibung diefelbe, als 

wenn ſich die Aren in Pfannen bewegen, nur ift bei 
einem ausgelaufenen Auge der Hebelarm der Reibung 
nicht der Halbmeſſer des fejten Zapfens, jondern der 
des Auges. 





Reibung in einem dreiseitigen Lager. 
R vegt man den Zapfen in prismatiſche Yager, jo 
erhält man größere Drüde und deshalb auch mehr 
Reibung als bei einem runden Yager. Iſt das Lager ADB, fig. 274, 
Fig. 274. dreifeitig, jo Liegt der Zapfen in zwei Punkten 
Aund FB auf, und es ift am jedem der: 
jelben Neibung zu liberwinden. Der Mit 
teldrud AR zerlegt ſich in zwei Seitenfräfte 
und @,, und jede diefer giebt einen Nor: 
maldrud N und N, und eine der Reibung 
F=gN um F, = g@N, gleiche Tangen- 
ttalfraft. Dem vorigen ‘Baragraphen zu: 
folge laſſen ſich aber diefe Neibungen auch 
— Wsin.o und Q, sin. og Teßen; man hat daher für die Geſammtreibung: 
F+F=(Q + Q) sine. 
Die Kräfte Q md Q, ergeben ſich durch Auflöfung eines aus Q und @ı 
gebildeten Kräfteparallelogrammes mit Hilfe des Mlitteldrudes 7, dei Rei— 
bungswintels & und des Winkels AU DB - - 2«, welcher dem im Yager lie: 
genden Bogen AB entſpricht. Es tft: 
VQOR:- ACD— CA —- a — om 
Q)OR—=BCD+CBO—« + oe; folglid:: 
Od ep + be = 2 
Die Anwendung der Formeln in 8. 78 giebt nun: 


| sin. (@ — 0) sin. («a + 0); 
— — — — > d — — — 
8 sin.2« u sin.2« 


daher folgt die geiuchte Neibung: 

Rsın. 
F+AM—=(Ö+ Q)sin.o— (in.[e — e] + sin.[a + 0) — 
Aber sin. (a — 0) + sin. (@ + O) iſt, der analytiſchen Trigonometrie 
zufolge, — 2 sin.« cos.0 und sin.2@ — 25in.a@cos.@, es ergiebt ſich 
daher: 





2 Sin. a Rsin._ cos. @ Rsin.2 0 
FHR—= = ——, 
2 sın. & 008. & 2 cos. 


wofür fid) wegen der Mleinheit von o aud) — — ſetzen läßt. Die Rei— 
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bung ber Anwendung des dreifeitigen ZJapfenlagers ift hiernadı 





mal 

| C08. (€ 
jo groß, als die beim cylindriichen Yager. It 5. B. ADB — 60°, aljo 
ACH — 150° — 60° — 120° md ACD—.« — 60°, fo hat man 


1 - * “ “ . 
—— mal — 2 mal jo viel Reibung, als bei einem runden Yager. 
8. ' 


1 


läßt ſich nun auch die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 
worin der Zapfen an allen Stellen noch aufliegt. Es ſei ADB in Fig. 275 

Fig. 275. ein ſolches Yager. Theilen wir den Bogen ADB, 
in welchem ſich Zapfen und Yager berühren, in 
viele Theile, wie AN, NO u. f. w., welche glei- 
chen Brojectionen in der Sehne A B entiprechen, 
und nehmen wir an, daß jeder diefer Theile gleich) 


en R 
viel vom ganzen Drude AR, nämlich — — wobei 


n die Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 
auf das Yager übertrage. Nach dem vorigen Pa— 
ragraphen iſt die Neibung für zwei gegenüberliegende Theile NO und N, O:: 
_R sin. 20 
— mn eos. NCD 





&ber cos. NCD iR auch — cos. ONP— = 
jeetion des Theiles N O auf AB repräfentirt, und 
Sehne AB 

n 
8 folgt daher jene den Theilen NO und N, O, entiprechende Reibung : 


Rsin.20 n.NO Rsin20 — 
— sın 0 u sm N: 


Mr 


n Sehne Sehne 





Um nun die Reibung für dem ganzen Bogen ADB zu finden, hat man 
ftatt NO den Bogen AD — !/; ADB einzuführen, weil die Summe 
Rsın.2 er ’ 
— mal Summe aller Bogentheile; es folgt 
alſo die Reibung in einem neuen „Japfenlager: 

Bogen AD 

Sehne AB’ 
oder, wenn wir den Centriwinfel A C 7, weldyer dem im Yager liegenden 
Bogen entipricht, — 2 m, alfo Schne AB— 2 AC . sin. « Segen: 


20° 





aller Reibungen gleid) ift 


F = Rsin.20 


Reibung in einem neuen Lager. Mit Hilfe der legten Formel $. 


wofern NP die Pro- 


wi 
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F= zn 20, ©, oder sin.20 — 2sin._ 


2 sin. c 
angenommen, annähernd: 





’ & 
F= Risin. -—— : 
sin. &. 


Hiernach ift die anfängliche Reibung um fo größer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager liegt. Umfaßt 3. B. das Zapfenlager den halben Zapfen- 
umfang, ift alo « — !/; m und jonad sin. « — 1, fo bat man 


7 i 
F= — Rein. o, alio — 1,57 mal jo groß, ‚als beim ausgelaufenen 
Zapfenlager. Bei einem Zapfen, welcher nicht tief im Pager ruht, ift « 
3 2 
Hein, daher sin.a — a — — = a ( 1 — = zu jegen, weshalb folgt 
) 


0? . — 
F— 1 4 3— Rsin.o, oder — Rsin._, wenn a ſehr klein iſt. 


.186) Poncelet's Theorem. Der Zapfendrud R ergiebt ſich in der Regel 
als Mittelfraft von zwei rechtwinfelig gegen einander gerichteten Kräften ? 
und @; ift alio — V P2-+ Q%. Infofern man ihn nur zur Beſtimmung 
der Reibung 

F—-grk—=gVP+Q 

bedarf, kann man ſich mit einem Näherungswerth dejlelben begnügen, theils 
weil jchon der Goefficient ꝙ niemals fo ficher bejtimmt werden kann umd 
von jo jehr vielen Zufälligfeiten mit abhängt, theils aud), weil das ganze 
Product oder die Neibung PR meift nur ein feiner Theil iſt von den 
übrigen Kräften an der in Zapfenlagern ruhenden Maſchine, wie Hebel, 
Rolle, Radwelle u. j. w. Der Yehrjag, welcher einen Näherungsausdrud 
von V P2 + 0? zu finden lehrt, it unter den Namen „das Poncelet’iche 
Theorem“ bekannt, und läßt ſich auf folgende Weife entwideln: 


VR+@=P / ı+ (5) =PVıte, 


Q 
wobei — pP’ 
ein ächter Bruch ift. Segen wir mun: 


und vorausgejegt wird, daß Q die Heinere Kraft, alio x 


VıIı+e2?= u —+ vx, 
und bejtimmen wir die Goefficienten u und v gewiljen Yorderungen em— 
Iprecyend. Der relative Fehler ift: 


Vi+z J Vita 
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Diefer Gleichung entfpricht eine Curve OS P, Fig. 276, welche für die 
Abiciffe z —= 0, die Ordinate AO — y— 1 — u, und für die Abjciffe 


4B=1, die Ordinate BP=y—=1— E —— 


2 


zwei Punkten A und N durch die Abſeiſſenaxe geht, und bei S ihren größten 





hat, welche ferner in 





Riga. 276. Abftand US von diefer Are erreicht. 
i \ ! Segen wit yo, alio: 
4 Vi+-r=u-+ve, 
J * — und löfen wir dieſe Gleichung in 
Beziehung auf .c auf, fo erhalten 
wir in 
_urtVetRZi 
1 — v? 


die Abfeiffen AK und AN der Durcjichnittspunfte X und N, und aljo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 


Um aber die Abfcifie 40 des größten negativen Fehlers CS zu finden, 
ſetzen wir das Differenzialverhältniß: 


dy_ (et) + Mrz v(l-+ 2 . 
3: "7 ee 9 


(f. Art. 13 der analytifchen Hitlfslehren). 
Tiefer Forderung wird an inden man 
tr’) +) "z—=v(l+ — 
u+vo))e—=rvr(l +), dir — — ſetzt. 


Hiernach giebt alſo die Abſciſſe AC — * die größte negative Ordinate: 


Ber 

(S=1— — 
Um nun weder einen großen poſitiven noch einen großen negativen 
Fehler zu begehen, ſetzen wir die drei Ordinate AO — 1— u, 
BR==1 -I und CS—= Vu! + v2 — 1 einander gleich, und 
beitimmen hiernad; die Goefficienten u und v. Es ift: 


_p+r — — RR 
= hir=(V2 1) u = 0,414 u umd 


2 u—=Vw+v,di.2=u(l +Vı- 0,4182), folglich 





= (da) VRFR-N 


uꝰv⸗ 
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— 2 
ee + V 1,1714 


Wir können alfo annähernd Vı+ = 0,96 + 0,40. x, und ebenfo 
die Meittelfraft 


— 0,96 und » — 0,414 . 0,96 — 0,40. 


R — 0,96 P + 0,40 Q 
jegen, und willen, daß wir hierbei höchſtens den Fehler 
+y—=1— u= 1 -— 096 — 0,04 — vier Procent des wahren 
Werthes begehen. 
Diefe Beſtimmung fegt voraus, daß wir willen, welche von den Kräften 
die größere ift; ift uns dies nicht befannt, jo können wir 
Vi +2 —u(l+») 
annehmen und bekommen fo 
_#A+%) 
Vı+tr 


Hier giebt nicht nur die Grenze — O den Fehler — 1 — u, fondern 


y— 


auch die Grenze z — © denfelben — 1 — == — 1 — u; feßen wir 
u * 
aber 2 — z — 1, jo bekommen-wir den größten negativen Fehler: 


=- (7 — I) v2 — 1), 


und es ergiebt ſich durch Gleichſetzen dieſer Fehler: 
> ‘ i 2 
1—u=u V2 — 1, aljo u — — == ar = 1213083, 
wofür 0,83 gefeßt wird. In dem Falle alfo, wo man nicht weiß, welche 
von den Kräften die größere ift, läßt ſich ſetzen: 
R — 0,83 (P + 0), 

und man erhält dabei den größten Fehler: 

+y=1 — 0,83 — 0,17 Procent — !/, des wahren Werthes. 

Beiß man endlich, daß = nicht über 0,2 ift, io läßt man richtiger = ganz 
außer Acht, und jchreibt VPr+yg + 0? — — P, ift aber x über 0,2, fo ift 
ebeufalls richtiger 

V pP: + 9? — 0,888 P + 0,49 . Q; 


in beiden Fällen iſt nämlich * größte Fehler ungefähr zwei Procent *). 





Der Hebel. : Die im Obigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Maſchinen ihre Anwen: 


*) Polytechniſche Mittheilungen, Band I. 
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dung. Handeln wir zunächſt vom Hebel, und nehmen wir im Winfelhebel 
ACB, Fig 277, gleich den allgemeinften Fall vor. Bezeichnen wir wie 
früher (J. 136) den Hebelarm CA der Kraft P durd) a, den Hebeların 
CB der Past @ durd b, und den Zapfenhalbmeſſer CH durd) r, jegen wir 
das Gewicht des Hebeld — G, den 
Hebelarm U E deſſelben — s und die 
Winfel APK und BQK, um welde 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab- 
weichen, — « ımd B. Die Kraft P 
giebt den Verticaldruf P sin. e, und 
die Laſt Q denjelben — Q sin. 3; es 
ijt daher der geſammte Verticaldrud: 
V=G+Psin. «+ Qsin$. 
Die Kraft P giebt auch nod) den Horizontaldrud P cos. « und die Laſt einen 
Gegendrud W cos. B; e8 bleibt daher als Horizontaldruck 7 — P cos. « 
— 0 cos. B übrig, und es läßt ſich nun der Totaldrud im Zapfen: 

R=uV H+vH—=u(G + Psin.c + Qsin.B) + v(Pcos.« — Qcos.ß) 
jegen, wobei aber der zweite Theil v (Peos.@ — Qcos. B) nie negativ zu 
nehmen, und deshalb in dem alle, wenn Qcos.ß — Pcos.« ift, das Zei: 
hen zu ändern oder vielmehr P’cos.« von @ cos. zu fubtrahiren ift. Um 
num denjenigen Werth der Kraft zu finden, welcher dem labilen Gleich— 
gewichte entipricht, jo daß beim Eleinften Zufag Bewegung eiutritt, jegen 
wir ſtatiſches Kraftmoment gleich ſtatiſches Yaftınoment, plus oder minus 
Moment des Gewichtes der Maichine (S. 136), fowie plus Moment der 
Reibung, aljo: 


Pa=Qbt+Gs - pRr 
— Q)b+Gs + y(uV -+ vr, woraus folgt 
-p_ Gb E6s + gla(@ + Qsind) Hr Qeo.Blr, 


a— ugrsin.ada vor cos. 


Viren P und @ vertical, jo it einfach R= P-+Q-+ G, daher 
Pa—=0Qb +Gs - g(P + 09 + G)r. Iſt der Hebel einarmig, fo 
wirken P und Q einander entgegen, dann iſt alo A = P— Q-+ Gm 
deshalb auc die Reibung Kleiner. Uebrigens muß Z2 ſtets pofitiv in Rech— 
nung fonmen, weil die Reibung nur Bewegung verhindert, aber nicht 
erzeugt. Man fieht auch hiernach, daß ein einarmiger Hebel mechaniſch voll: 
fommener ift, als ein doppelarıniger Hebel. 








Beiſpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Kia. 277 abgebildeten Minfelbebel: 
a=6 Fuß, 6 = 4 Ruf, s = Fuß und r == 11, Zoll, die Neigungswinfel 
a— 70, 4 = 50%, ift ferner vie Lat Q — 5600 fund und das Gewicht G 
des Hebels, — MO Pfund, jo beitimmt ſich die Kraft zur Heritellung des labilen 
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Gleichgewichts wie folgt. Ohne Nüdficht auf Neibung it Pa + Gs = Ob. 
daher: 
pP Er Er 09 DO N _ go58 pfund. 
r | 

Segen wir u — 0,96 und v» — 0,40, fo befemmen wir: 

u(@ + Qsin.$) — 0,96 (900 + 5600 sin. 500) — 4982 Pfund, 

v.() cos. 3 = 0,40 . 5600 cos. 50° — 1440 Pfund; 

usin.a — 0,96 . sin. 70° — 0,9%2, 

vcos.a —= 0,40 . 008.700 — 0,137. 
Es iſt leicht einzufehen, daß hier Pcos.« Kleiner als () cos. ß iſt, denn da anna” 
bernd P= 3658 ausfällt, fo hat man Pcos. « — 1251 Pfund, wogegen Q cos. 3 
= 3600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für » () cos. ß und v @rcos.« 
das untere Zeichen und ſetzen: 

— 5600 . 4 — WO. Y, T er (4982 + 1440) 

6 — pr (0,902 — 0,173) 

Nehmen wir nun noch den Meibungscoefficienten 2 — 0,075 an, fo erhalten wir: 

pr — 0,075 . 3%, = 0,009375 fowie 6422 pr — 60, 
und die gejuchte Kraft: 

N 22400 -— 450 + 60 22010 R 

P= — — = 5.0053 — 3673 Pfund. 
Uebrigens iſt bier der Verticaldruck, wenn man die ohne Ruͤckſicht auf Meibung 
beitimmte Kraft P — 3658 Pfund einführt: 

V = 3658 sin. 700 + 5600 sin. 500 + 900 = 3437 + 42% + 

— 8627 Pfund, 

Dagegen der Sorizontaldrud: 

H = 5600 c03.50 — 3658 cos. 70 — 3600 — 1251 — 2349 Pfund. 
Hier it H > 0,2 V, daher iſt richtiger: 

R = 0,883.H + 0,4% V —= 0,888. 8627 + 0,490.2349 — 8811 
zu fegen, und es folgt fo das Moment der Neibung: 

= orR = 0,0975 . 8811 — 82,6 Fufpfund, 
und endlich vie Kraft: 


9400 — 4! 
BEINEN ae 


6 
welcher Werth vom obigen allerdings nur wenig abweicht. 


Reibung an stehenden Zapfen. Findet bei einer Radwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie es 5. ®. bei ftehenden Wellen 
in Folge des Gewichtes derjelben jedesmal der Fall ift, fo giebt es noch eine 
Reibung auf der Baſis des einen Zapfens. Weil hier in allen Punkten 
Drud zwifchen dem Zapfen und der Pfanne vorhanden ift, fo fteht diele 
Reibung der einfachen gleitenden näher, als der feither betrachteten Zapfen- 
veibung und man hat deshalb für diefe die in Tab. II. (S. 287) aufge: 
führten Neibungscoefficienten einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu 
finden, muß man den mittleren Weg kennen, den die Bafis AB, Fig. 278, 
eines ſolchen jtehenden Zapfens bei einer Umdrehung zurücklegt. Nehmen 
wir an, daß der Drud AR auf dev ganzen Fläche gleichförmig vertheilt jei, 
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fegen wir alfo voraus, daß gleich großen Theilen der Bafis gleiche Reibun- 
gen zufommen. Theilen wir nun die Bafis durd) Halbmeſſer CD, CE 
u. ſ. w. in lauter qleiche Sectoren oder Dreiede, wie DCE, fo entiprechen 
diefen nicht nur gleiche Neibungen, fondern auch gleiche Momente, es ift 
daher nur das Reibungsmoment von einem dieſer 
Dreiedfe zu finden. Die Reibungen eines ſolchen 
Dreieds laſſen ſich aber als Parallelkräfte anjehen, 
da fie alle tangential, d. i. winkelrecht zum Radius 
CD wirken; und da num der Schwerpunkt eines 
Körpers ober einer (Fläche nichts weiter als der Anz 
griffspunft der Mittelfraft von in diefem Körper 
oder in diefer Fläche gleichmäßig vertheilten Parallel» 
fräften ift, jo läßt ſich demnach auch hier der Schwer: 
punkt S des Sectord oder Dreieds DUE als Ans 
ariffspunft von der aus ſämmtlichen Reibungen deſſel— 
ben entipringenden Mittelfraft anfehen. ft nun der 


Fig. 278. 





R R a 
Druck auf diefen Sector, — pr und der Halbmeſſer CD.—= ÜE der Bafis 


r, fo folgt (nad $. 113) das ſtatiſche Moment der Reibung diefes 
Sector: 


l 


F. 9gR_ ,,9R 


ee, 
md endlich das ftatiiche Moment der vollftändigen Zapfenreibung: 
R 
M=—n.!'sr I — pRr. 
Aumeilen ift die ſich reibende Fläche ein Wing ABED, fig. 279- 
Fig. 279. Sind die Halbmeffer deifelben CE A—rı und OD=rs, 


jo hat man es mit der Beltimmung des Schwer: 
punftes S von einem Ringſtücke zu thun, und erhält 
deshalb nad) $. 114 den Hebelarnı: 


Ss=y,ar 
ri rt 
- daher das Moment der Era 
* 
A M h 6 9 


NY, 
„Er ” rı ae Ya 
Führt man den mittleren Halbmeiler —— =r 


— 








und die Breite des Ringes nr; — r, — bein, jo erhält man dieſes Mo— 
ment der Reibung auch 
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Die Arbeit der Reibung für eine Umdrehung des Zapfens ift im erjten Falle 
A=2x.%, Par — t/, apRr, und im zweiten: 


A; or — —— 2( +): 


Hiernach ift auch die Keibung, an den aus einem oder mehreren Ringen 
beſtehenden Hals= oder Kammzapfen zu berechnen, wenn die ſtehende 
Welle an demfelben aufgehangen ift. 

Man jieht auch hier leicht ein, daß wegen Verminderung diefes Arbeits- 
verluftes die ftehenden Zapfen oder Stifte möglichft ſchwach zu machen find, 
und daß mehr Arbeitsverluft entjtcht, wenn unter übrigens gleichen Verhält— 
niffen, die Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreife ftatt hat. 


Beifpiel. Ber einer 1800 Pfund fchweren Turbine, welde in der Minute 
100 Umdrehungen macht, ift die Stärfe des Stiftes an der Baſis 1 Zoll, wie viel 
Arbeit conſumirt die Reibung dieſes Stiftes in einer Secunde? Den Reibungeceef: 
ficienten — 0,100 angenommen, erhält man vie Neibung: 

pR — 0,100 . 1500 — 150 Pfund; 
der Weg pro Umdrehung ift: 
= n = % . 5,14 . as — 0,1745 Fuß, 
daher die Arbeit pro Umdrehung: 
— 180. 0,1745 — 31,41 Fußpfund. 
Nun macht aber dieſe Maſchine in der Secunde 10%/,, — 5/, Umdrehungen; es folgt 
daher der gejuchte Arbeitsverluft: 


314,1 
— — — 52,3 Fußpfund. 


s. 159 Reibung an Spitzzapfen. it der Zapfen A BD, fig. 280, co: 


Fig. 280. niſch zugeipigt, fo fällt die Neibung größer 
aus als bei einem unten ebenen Zapfen; weil 
ſich der Arendrud AR in die die Neibung erzeu: 
genden Normalfräfte, wie N, N, u. |. w. zer— 
legt, die zufammen größer als Zr allein find. Sit 
der halbe Konvergenzwinfel ADU—= BD 
— «, fo hat man: 
I a 
sin. dc 


und deshalb die Keibung diefes Spigzapfens: 
I 











rF=p 


sin.@ 
Pezeichnet man nun den Halbmeffer U A—=UB des Zapfens an der Stelle 
des Cintritt® in die Pfanne durch 7,, jo hat man nad) dem Dbigen, das fta- 
tifche Reibungsmoment: 


— Eee = 2/,9@ kr 
sin. & — 7Ssin.c 
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r, — 4 — > . 
oder, da ——— der Kegelſeite DA — a iſt, daſſelbe auch 
— 2/, Y Ru. 


Läßt man diefen Zapfen nur wenig in die Pfanne eintauchen, jo wird die 
Arbeit jeiner Reibung Heiner als bei einem Zapfen mit ebener Baſis und 
deshalb die Amvendung des Spigzapfens dennoch von Nugen fein. Iſt 3. B. 

—— 2. alfor, — !,rsin.« 
sin. «& 2 : 
jo giebt der Zpißzapfen mit dem Halbmeſſer r, nur halb fo viel Arbeitsver- 
luft durch die Reibung als der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halb: 
meſſer r. 

Bilder der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 251, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an der Abjtumpfungsfläcde jtatt und es jtellt ſich das 
jtatijche Reibungsmontent 





a,ftorı „PR 
em (+ sin.a 5 4 r 
heraus, wenn r den Halbmeifer CAl an der Stelle des (Fintrittes in die 
Manne, r, den Halbnieſſer D FH an der Bafis und «" den halben Conver— 
genzwinfel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 
bald jo jtarf abgerieben, dap endlich nur Trud auf der Bajis übrig 
bleibt und das Moment dev Reibung M = ?/,@ Rr, ausfällt. 


Fig. 281. Fig. 282, Fig. 233. 





Schr oft ſind endlich mod) die ftehenden Zapfen oder Stifte, Fig. 232 
und Fig. 283, abgerundet. Wenn aud) durch diefe Abrundung die Rei- 
bung felbft keineswegs vermindert wird, jo läßt ſich doc) dadurd) eine Vermin— 
derung des Keibungsmomentes erzielen, daß man die Tiefe des Eintauchens 
in die Pfanne herabzieht. Sett man eine Fugelförmige Abrundung voraus, 
io erhält man mit Hilfe des höheren Calciils für eine halbkugelförmige 
Panne das Moment der Reibung: 


M= .Rr; 
ſowie für die ein niedriges Segment bildende Pfanne annähernd: 


M=!; k + 0,3 (=) pRr,, 
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wenn r den Kugelhalbmefler MA — MB, und r, den Pfannenhalbmeſſer 
CA = CB bezeichnet. 
Anmerkung. Bei ven Kornerſpitzen ADB, Fig. 254, an den Drebbanfipin: 
Rta. 284 





M— ?,r Ratang.«e. 


deln zerlegt fh der Drud AR rechtwinfelig 
gegen die Arenrichtung DX in einen Nor: 


maldruf N und einen Seitendruck S vpa= 
rallel zur Are. Gelten dieſelben Bezeich— 
nungen wie oben bei dem Spiszapfen ſtehen— 
der Wellen, fo bat man: 


Rt 


COS. 


N — 





und N — R tang.«. 
c 


Das Moment der Reibung, welde aus 
N entiprinat, it: 


Rr 
M=eN.Yr = 09 — 
F 1871 37 oo5.0’ 


eder tar =CA=DAsin ADC 
— asin.« iſt, wenn a die Länge CD des eingelegten Zapfenſtückes bezeichnet, 


Die Seitenfraft S wird gang oder zum Theil durch eine Degenfraft S, an der 


anderen Spitze aufgehoben. 


Beifpiel. Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pfervegepels, A = 6000 
Pfd., der Halbmeſſer feines coniſch geipigten Stiftes, = r—= | Zoll und ver Gon: 
vergenzwinfel 2 des leßteren, — 90° iſt, je beträgt das ftatiihe Moment der 


Reibung an diefem Stifte: 
Rr 

u — 

M=Y4#.——— 


Macht diefe Melle während des 


2 
rg “ 0,1 . 


sın.45° 12 7 3y 1, 
Ausforderns einer Tonne aus der Grube 


— u— 24 Umprehungen, fo it die Arbeit, welche die Reibung am Stifte in Dies 


fer Zeit aufzehrt: 


A=:nuw. 


4,7 





sin. « 


—2n.24.47,1= 7103 Fußpfund. 


19) Der sogenannte Antifrietionszapfen. Unter der Vorausſetzung, 
daß der ariale Druck eines ftehenden Zapfens AB BA, Sig. 285, der 


Fig. 2685 





J 


Querſchnittsfläche proportional iſt, 
können wir den Verticaldruck pro 
R 
G 
feten, wofern AR den ganzen Vertical: 
oder Arendrud, und F den Inhalt 
der verticalen Projection ADDA 
der ganzen Reibungsflähe ABB A 
bezeichnet. Iſt nun der Neigungs 
winkel C TO des Flächenelementes 
O gegen die Are CT des Zapfens, 
jo folgt der Normaldrud, welchen der 
Zapfen pro Quadratzoll Querſchnitt 


Quadratzoll Querſchnitt, Ri — 
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gegen das Yager ausübt, N, — — daher die entſprechende Reibung 


— — R ___9R 
ee Gsin.a ’ 
und wenn noch 7 den Abftand oder Reibungshalbmeijer MO bezeichnet, das 


Moment diefer Reibung: 








R y 
Fıy: IE Im“ 
oder, da — — der Tangente O T ift, auch 
sın.d@ » 


Fy=9%:- OT. 
Soll, um ein gleihmäßiges Abführen des Zapfens und feiner Pfanne 
zu erlangen, das Moment F, y an allen Stellen des Zapfens dajjelbe fein, 
jo muß folglic) die Tangente OT längs der ganzen Erzeugungscurme AOB 
des Zapfens eine und diefelbe Größe d haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung des ganzen Zapfene: 
M=Fy.G=9Rau. 
Die Curve AOB mit conftanter Tangente O T, vom Berührungspunfte 
O bi8 zur Are C X gemeſſen, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entjteht, 
wenn ein auf einer horizontalen Ebene liegender jchwerer Punkt A, Fig. 286, 
Fig. 286. durch einen Faden AU in Bewegung 
gejett wird, deijen Ende C auf einer gera- 
den Linie COX fortrlidt. Diefer Faden 
bildet hier die conftante Tangentenlinie 
AC=al=B2=y3 u fm. 
— a. Um diefe Curve zu conftruiren, 
errihte man CA — a redtwinfelig 
auf die Are CX, nehme in CA, « 
nahe bei A an, trage al — u auf, 
nehme 4 in «1, nahe bei « an, trage 
2 = a auf, nehme wieder in diefer 
Linie y nahe bei P an, trage y3 — u 
auf u. ſ. w.; endlid, führe man einen 
die Seiten Aa, aß, By, y9... 
u. ſ. w. berührenden Zug. Derjelbe giebt 
die Zuglinie um fo vollfommener an, 
je Fleiner die Stüde Au, aß, By,yb... 
u.|. mw. find. Herr Schiele nennt diefe Linie die Antifrietionscurve 
(. The Practical-Mechanics Journal, Juniheft 1849, überſetzt im polyt. 
Centralblatt, Jahrgang 1849). 
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Läßt man, wie Fig. 285 darftellt, die Antifrictionscurve am Umfange der 
Welle rechtwinfelig auslaufen, jo ift der größte Reibungshalbmeſſer C A—r 
zugleih die conftante Tangente «, und daher das Neibungsmoment 
M— pRr, ganz unabhängig von der Yänge des Zapfens. Bei der ebe- 
nen NReibungsflähe A A von demjelben Halbmefler it das Reibungsmoment 
M, — ?/,p Rr, alfo um ein Drittel Heiner, und vermindert jid) im Yaufe 
der Zeit noch mehr, da hier der äußere Umfang mehr abgeführt wird als der 
innere, und die Berührungsfläde noch Heiner ausfällt. 

Man corftruirt auch Hähne und Hahngehäufe nach der Antifrictions— 
curve, da hier diejelben Berhältniffe vorfommen, wie bei den Stehzapfen. 


Anmerfung. Wenn fi der Zapfendruf AR fe vertbeilt, daß die Größe ver 
Abnugung, in der Richtung dieſes Drudes gemeſſen, an allen Stellen des Zapfen⸗ 


umfanges gleich groß ausfällt, jo iſt x 
N Yı _ NıYva _ Nay 
sin. cd; SiN.dg SM. Gy € 


alfo für den conifchen Spitzzapfen, wo 
nahe N ya u ur 
Bezeichnen ferner Oj, On Oz + + + die Oberflächentheile, in welchen die Nor: 
maldrüde N), No, Na + wirken, fo hat man: 
R= N, 0, sin.a, + N, O, Ssin.ag + N, O5 sin. BR 
alfo für den —— Spitzzapfen: 
R=(N,O, MN O, + M, O, ) sin. « zu ſetzen. 
Die Flächentheile O,, O5, Oglaſſen ſich als Ringe von einer und derſelben 
Höhe 2, der Breite =, und den Halbmeflern Yı, Yo, Ya U. |. w. anfeben; 
es iſt daher: 


h h : 
Ei ET N any ne" ” 
. 0,—= 0 0 — O, u. f. w., ſowie 
kur re a wm, | 


1 
N, Ö, = N, O3 =. N, O5. .. und R= _ N N, Ö, sin. ü, 
Es ſind alfe unit der gemadsten Vorausſetzung die Normaldrüde in gleich hohen 
Ringen des Zapfenumfangs gleich grof. 


Umgefehrt folgt I, O0, = nn, und daher das Moment der Zapfenreibung: 
M= er 9, + N: 9% %+ N; 0,4 ++ )=#rN, 0, n+Ya+-+Y.) 

Bar sin. a YHıtrYy+ Nr + Yun). 

Hat man es mit einem abgeſtumpften Kegelzapfen zu thun, deſſen beiden 
Halbmeſſer 7, und 7, find, fo it 2, -4- tr. ty = nr) zu ſetzen, 


san tr) 
sin. 


jo daß ih M — ergiebt. 


Kür den vollfändigen Spißzapfen, wo 7, — o iſt, folgt daher R — —— 





während wir oben (5. 189) A — %, m ee gefunden baben. 


$.191.] Die Wibderftände der Reibung und Steifigkeit ıc. 319 
©. den Aufſatz von Herren Reye zur Theorie der Zapfenreibung in Band 6 


des Givil-ngenieur, fowie den betreffenden Aufiaß vom Herrn Director Grashof 
in Band 5 der Zeitichrift des Vereines deutfcher Ingenieure. 


Reibung an Spitzen und Schneiden. Um die Arenreibung dre- 8. 191 
hender Körper möglichft zu vermeiden, unterjtiigt man diefe durch zugeſpitzte 
Stifte, ſcharfe Schneiden u. ſ. w. Hätte man es hierbei mit vollfom- 
men ftarren und ımelaftifchen Körpern zu thun, jo witrde bei diefer Methode 
des Aufhängens oder Unterftügeng gar Fein Arbeitsverbuft in Folge der Rei— 
bung entjtehen fünnen, weil hier von der Reibung fein meßbarer Weg zurid- 
gelegt wird; allein da jeder Körper eine gewifle Clafticität befigt, jo wird 
beim Anfliegen eines ſolchen auf einer Spige oder Schneide ein fleines Ein- 
drüden derjelben eintreten und ſich dadurd) eine veibende Fläche herausftellen, 
auf welcher von der Reibung Wege beichrieben werden, die allerdings zu 
einem, wenn auch nur jehr Fleinen Arbeitsverlufte Beranlaflung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weiſe unter: 
ftügten Körper ftellen ſich ſolche Reibungsflächen ohnedies nod) ein in Folge 
des Abreiben: der Spitze oder jcharfen Kante, und es ift dann die Reibung 
nad den Früheren zu beurtheilen. Man wendet aus diefem runde diefe 
Unterftigungsmethoden auch nur bei Inſtrumenten, wie bei der Bouſſole, 
Wage u. j. w. an, wo es auf die Herabziehung der Reibung wejentlid, an- 
kommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelaſſen werden. 

Berfuche iiber Reibung eines auf einer harten Stahlipige ruhenden und 
um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach diefen Verſu— 
hen wächſt diefe Reibung etwas ftärfer als der Drud und verändert ſich mit 
der Stärke der Zufpigung des unterftügenden Stiftes. Sie iſt bei einer 
Sranatfläche am kleinſten, größer bei einer Achatfläche, größer bei einer Fläche 
von Bergkryſtall, noch größer bei einer Glasfläche, am größten aber bei 
Stahlflähen. Bei fehr Heinem Drude, wie bei der Magnetnadel, kann der 
Stift bis auf 10% bis 129% Konvergenz zugeipigt werden. Iſt der Drud 
aber groß, jo muß man weit größere Convergenzwinkel (30% bis 450) an- 
wenden. Die Reibung ift Heiner, wenn der Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spige ruht, als wenn er mit einer conijchen oder jphärifchen Höh— 
lung auffigt. Bei einer fcharfen Schneide, wie jie bei Wagebalfen vorfommt, 
finden jedenfalls ähnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
balten befommen ſchneidige Axen von 90% Konvergenz, leichte Wagen fünnen 
eine Schärfung von 30% vertragen. 

Nimmt man an, daß die Nadel AB, Fig, 257, am Stifte FOG die. 
Spige DEE von der Höhe CM — h und den Halbmefir DM —r 
eingedrüdt habe, und fegt man voraus, daß das Volumen '/; mr?h dem 
Drude R proportional fei, fo läßt fic) das Maß der Reibung auf folgende 
Weiſe finden. Segen wir Y/;r?h = uR, wo u eine Erfahrungszahl 
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ift, und führen wir den Convergenzwinkel DCE— 26 ein, ſetzen alſo 
h = r.cotg.«, jo erhalten wir den Halbmefjer der Baſis: 


— ya uRtang.@ np 


TREE 
—E 3w R'tang. a u ⸗— — V Ritang. e. 


Hiernach iſt alſo — daß die Reibung auf einem Stifte mit der 
Cubikwurzel aus der vierten Potenz des Druckes und der Cubikwurzel aus 


der Tangente des halben Convergenzwinkels gleichmäßig wädlt. 
Fig. 287. Fig. 288. 





Ebenſo läßt jid) das Maß der Reibung cines Balfens AB, Fig. 288, 
finden, welcher über einer jcharfen Kante CC, ofeillirt. Iſt @ der halbe 
Gonvergenzwinfel D CM, ! die Yänge CC, der Schneide und R der Drud, 
fo ergiebt ſich das Maß des Keibungsmomentes: - 


— (Rang. «)® 
pRr — \V —— 


$. 192  Wälzende Reibung. Die Theorie der wälzenden Reibung ift nod) 
keineswegs feſt begründet, man weiß, daß diefe Neibung zunimmt mit dem 
Drude und daß jie bei einem Fleineren Durchmefler der Walze größer ift ale 
bei einem größeren Durchmeſſer; im welcher algebraifchen Abhängigkeit dieſe 
Reibung aber zum Drude und Durchmefier des ſich wälzenden Körpers fteht, 
fann noch nicht als ausgemacht angejehen werden. Coulomb machte nur 

Fig. 289. einige Berjuche mit 2 bis 12 Zoll 
diden Walzen aus Guajac (Poden-) 
oder Franzoſenholz und aus Ulmen: 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er die 
Enden eines dünnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durch ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 239, au: 
Ipannte. Nach den Ergebniſſen die- 
jer Berfucje fcheint die wälzende Reis 
bung dem Drude direct und dem 


’ 
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Duichmeſſer der Walze umgekehrt proportional zu wadjien, jo daß die Kraft 
zur Ueberwindung der wälzenden Reibung durdy F' 1.2 auszudrücken 


iſt, wenn R den Trud, r den Halbmeſſer der Walze und / den durch Ver— 
juche zu ermittelnden Neibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Zollen, jo ift nad) dieſen Verſuchen 
für die Walzen aus Pockenholz f = V,0184, 
fir die aus Ulmenhoßg f — 0,0311. 
Kür gußeiferne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, weldye auf gußeifernen 
Schienen laufen, fand der Verfaſſer: 
7 7 0,0178, und Herr Sectionsrath Nittinger 
7 == 90187. 
Rad Pambour ift für Eiſenbahnräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
f = 0,019 bis 0,021. 


* 


> 


—— — 
Die Formel F— f * ſetzt voraus, daß die Kraft F zur Ueber— 


windung der Reibung an einem dem Walzenhalbmeſſer gleichen Hebelarm 
HC = HL r wirfe, und daher mit der Walze einerlei Weg zurüd- 
lege; wirft diejelbe aber an einem Hebelarm HZ K— 2r, fo ift auch der 


Weg derjelben doppelt jo groß als der der Walze auf der Bahn, und daher 
die Reibung: 


. R 
K=hr=f—. 


Die Gleihgewichtsverhältniffe der wälzenden Neibung find auf folgende 
Weiſe zu beurtheilen. In Folge des Drudes Q der Walze ACB auf die 
Baſis A O, fig. 290, drüdt ſich die legtere etwas zuſammen, und e8 ruht 
deshalb die Walze nicht im tiefften Punkte A, jondern in einem etwas vor- 
wärts gelegenen Punkte O auf. Berlegt man nun die Angriffspunfte A 
und 3 der Kräfte Q und 7’, wovon F die zur Ueberwindung der Neibung 
nöthige Umdrehungskraft bezeichnet, mach dem Durdjichnitte D, und con- 

Fia. 2. jtruirt man aus Q und F das Kräfte- 
parallelogramm, jo erhält man durch dejien 
Diagonale DR die Kraft R, mit welcher 
die Walze in O auf ihre Unterftügung 
drückt, und es ijt daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, dag die Kraftmomente 
eines Winfelhebels AON einander gleich 
find. Zest man nun den Abjtand ON des 
Stützpunktes O von der Richtung der Kraft, 
— a, und die Entfernung OM defjelben 


Punktes von der verticalen Schwerlinie des 
Welebach's Lehrbuch der Mechanik, 1 21 
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Körpers — F, fo hat man folglid): 


Fam ßf 

und daher die geſuchte Neibung: 
— 

F r (. 


Der: Hebelarm f ift eine Erfahrungsgröße und jo klein, daß ftatt 4 aud) 
der Abjtand des Fußpunktes A von der Richtung der Kraft F, ſowie ftatt 
Q der Gefammtdrud AR eingefegt werden fann. 


Hiernad) trF— Z R, und folglich in dem Falle, wenn die Kraft hort- 


zontal wirft und durch den Mittelpunkt © geht, alſo a — r tft: 
mh: 
5 
umd dagegen dann, wenn diefe Kraft im Scheitel X der Walze tangential 
wirkt, « — 2 r, und daher: 
—— 
— 3; R. » 

Der jogenannte Reibungscoeffictent f der wälzenden Reibung ift 
folglich keine unbenannte Zahl, fondern eine Pinie, und muß daher mit a in 
gleichen Maße ausgedrückt werden. 

Wird ein über Walzen C und D, Fig. 291, liegender Körper ASB 
fortgezogen, fo fällt die erforderliche Kraft P jehr Hein aus, weil nur zwei 
fig. 291. wälzende Neibungen, nämlid die 

- zwiſchen AB und den Walzen und 

die zwifchen den Walzen und der 
» Bahn Z/K, zu überwinden find. 

Uebrigens ift der progrefjive Weg 

der Walzen nur halb jo groß als 

der Weg der Laſt R, und cs jind 

deshalb beim ferneven Yortgehen im- 

mer wieder neue Walzen vorn unter: 
zufchieben, weil die Berührungspunfte A und B zwifchen den Walzen umd 
dem Körper AB vermöge des Wälzens ebenfo viel rückwärts gehen, als die 
Are der Walze vorwärts. Hat ſich die Walze A um den Bogen A O 
gedreht, jo ift ſie auch um einen diefem Bogen gleichen Weg A A, vorwärts 
gegangen und O mit O, in Berührung gekommen, der neue Berührungs 
punft O, alfo um AO, — AO hinter dem vorigen (A) zurüdgegangen. 
Bezeichnet man die Coefficienten der Reibung auf HK und AB durd) / und 
Fı, ſo hat man die Kraft zum Fortziehen der Yaft R: 


P=u+Nnz 





TRITT LINIEN 
N we N 
zer N 
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Anmerfung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeitellten Verſuche 
uber den Widerſtand der Wagen auf Straßen ftimmen mit dem Geſetze, wonach 
dieier Wiverftand mit dem Drude gleichmäßig und mit der Dide der Walze umge: 
febrt mwächit, überein. Gin anderer franzöfiiher Ingenieur, Dupuit, hingegen lei: 
tet aus feinen Verſuchen ab, dan die wälzende Meibung zwar dem Drude direct, 
aber übrigens nur der Duadratwurzel aus dem Walzenhalbmeſſer umgefehrt pro— 
vertional wachie. Die neueren Berfudhe von Boiree und Sauvage mittelit Ei: 
ienbabnwagen führen ebenfalls darauf, daß die rollende Reibung umgekehrt wie die 
Duadratwurzel des Naphalbmeilers wählt. S. Comptes rendues de la societe 
des ingenieurs civils à Paris, 5. et 6. annde. Bejondere theoretiihe Anſich— 
ten über wälzgende Neibung findet man in v. Gerftner’s Mechanik, Bd. I. $. 537, 
und in Brir’ Abhandlung über die Reibung, Art. 6, entwidelt. Ausführlicher 
F hierüber im dritten Theile bei der Forderung auf Straßen und Schienenwegen 
gehandelt. 


Seilreibung. Wir haben num die Reibung eines biegjamen Körpers 8.1 
Fig. 292. 


fennen zu lernen. Wird ein Übrigens voll- 
fommen biegjames, durch eine Kraft Q an- 
geipanntes Seil um die Kante CU eines 
feften Körper ABE, Fig. 292, gelegt 
und dadurch um einen Winfel DOB= u! 
von feiner anfänglichen Richtung abgelenkt, 
jo entjteht im diefer Kante ein Drud R, aus 
dem wieder eine Reibung F hervorgeht, 
welche verurfacht, daß die Kraft P zur 
Herftellung eines labilen Gleichgewichtes 
größer oder fleiner als Q ift. Der Druck 
iſt 6. 77): 

R—=VP: + — 2Pd0eos. «, folglich die Reibung: 

F=9 Vprı 9? — 2PQ cos. «. 

Segen wir nun noch P— Q + Fund P? amähernd — 9? +2 QF, 

jo erhaften wir: —— 








F—g9VQ: +2QF + — 20° co.a — 2F cos. a 
— 9 V2(1 —eos.a) (9? +QF) = 29 sin. = J Q?+ QF, 


wofür wieder — 2 sin. — (+ !,F) anzunehmen ift, wenn man von 
der Quadratwurzel nur die erften zwei Glieder berückſichtigt. Jetzt ergiebt ſich: 
F=g@Fsin.Z +29 Qsin.z, 


folglich die gejuchte Reibung: 
21° 
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a 
2pQ sin. 7 

F= — —, wofur meiſt genligend genau 
1 — op sin. 


F— 298sin. > (1 0 sin. 2). und jogar ſehr oft 


F=298Q sin. — 
gejegt werden kann, wenn der Ablenkungswinkel « Hein it. Um aljo dar 
Seil über die Kante, C wegzuziehen, it eine Kraft 

2 psin. 
P=@0+F=|1+ — 70 
1 — 9 sin. 2 

nöthig, und um umgekehrt, durch das Seil das Niedergehen der Laſt 9 zu 
verhindern, ift eine Kraft 


6 
2psn.Z 
P, — Q ° 1 -L 
1 — psin 2 
i. ® —— 
erforderlich; annähernd läßt ſich 
P—|1 4-2gsin. (1 + @ sin. 9 Q, oder noch einfacher: 


r=(1 '29 sin. £) J und 
Q 


P.-= — — oder: 
14 2psin. (1 + @psin. 9) 


Pı = —— — ( —29sin. 3) 0) \egen. 
, &@ 2 
1+2g sin. 

Seht das Seil iiber mehrere Kanten, jo laſſen ſich durch wiederholte 
Anwendung diefer Formeln die Kräfte P und P, am anderen Seilende 
ebenfalls berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß dos Zeil 
ABC, Fig. 293, um einen Körper mit » Nanten gelegt jei und an jeder 
Kante um denjelben Heinen Winkel « abgelenft werde. Die Zpanntıng im 
erften Seilftüde ift: 


Qı =(1 +29 sin. 5) Q, 
wenn die des Endes — @ beträgt; die des zweiten 
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5 | ,  @\2 
al 4209 svin. 9 — ——— ( +29 sin.<) Q, 
die des dritten: | 
3 
— ( 429 5) Gi == (1 +29 sin. 2) Q, 
daher allgemein, die Kraft am letzten Ende: 
a; 
n (i +29 sin.) Q, 


inſofern es auf eine Bewegung in der Richtung dev Kraft P ankommt. 
Vertauſcht man 7’ durch Q, fo erhält man dagegen die nöthige Kraft: 


— 
( +29 sin. &) 


wofer nur eine Bewegung in dev Richtung von Q zu verhindern üft. 
Rig. 294. 


P= 


Fig. 293. 
— 


p Lt 





Die Reibung ift in einem falle: 
F=P-VI=> Ki -29 sin.) —ı] Q, 


und im zweiten: 


F=-9-—-P= i +29 sin. =) = P, 


— h — (i +29 sin. | C. 


Dieſelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen Cy— 
linder gewickelten, gegliederten Körper, z. B. bei einer Kette ABE, Fig. 294, 
wo dann n die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. Dit die Länge AB 
eines Kettengliedeg — 1 und die Entfernung UA der Are A eines Gliedes 


326 Dritter Abſchnitt. Fünftes Gapitel. 18. 194. 


von dem Mittelpunfte CU des bededten Kreisbogens, — r, fo hat man für 
ER l 
den Ablenfungswinfel DBL—= ACB=«, sin. 3 u 
Beifpiel. Wie groß ift die Meibung am Umfange eines 4 Auf hoben Mapes, 
wenn daflelbe von zwanzig 5 Zell langen und 1 Zell dicken Gliedern einer Kette 
bedeckt wird, deren eines Ende feitgebalten und deren anderes Ende mit 50 Pfund 
Kraft angefpannt wird? Hier ift: 


PET ERTL 5 D 
P, = 50 Pfund, n = 20, sin. 3 sw 


jegen wir nun noch für y den mittleren Werth 0,35 ein, fo erhalten wir die Meis 
bung mit der die Kette dem Rade in feiner Umdrehung entgegenwirft: 


— un a u 35 20 . 
F=[(1 42.08. ,) -1]|.0= [ı + % - 1]. 


5\20 
—[ n) — J 50 — 2,974 . 50 — 149 Pfund. 


194 Liegt ein geſpanntes Seil AB, Fig. 295, um einen feſtliegenden, chlin- 
drifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt fich die Neibung durch die 


Kia. 296. im vorigen Paragraphen gefundene Regel ebenfalle 
finden. Es ift hier der Ablenfungswintel E DB 
E[-- a — a — dem Gentriwinfel AUB des Seil 


bogens AB; theilt man denfelben in ». gleiche 
Theile und fieht man den Bogen AB als aus n 
geraden Pinien beftehend an, fo erhält man aud 


u 
n Eden, jede mit der Ablenkung —, und deshalb 


die Gleichung zwiſchen Kraft und Yaft wie im 
vorigen Paragraphen : 


r= (1 2 ed 
u; in.) ® 





Wegen der Kleinheit des Bogens * läßt ſich aber sin. — — 5 iegen, 
zn n 
weshalb ſich 


P= ( 1 + ey O herausſtellt. 


Bedient man ſich nun noch der binomiſchen Reihe, fo erhält man: 
P— (14 ze „aeZ (pe): — — DEN. 0 


1.2 m 1,2.3 n’ 
oder, dan ſehr groß ift, aſſo -— 1 — — en —3...—n 
gelegt werden fann: 
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P= (1494 500 ++) 9 
x? 
Nun ift aber 1 + + 133 
zahl 2,71828 . . . des natürlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (ſ. analyt- 
Hülfslehren, Art. 19), e8 läßt ſich daher aud) jegen: 
P— e?*,, Q, fowie @ = Pe”, und umgelehrt: 
P — 
5*8 (Log. P — Log. Q). 


Giebt man den ia nicht in — von 77, ſondern in Graden, fo 


++. e*, wo e die Grund— 





a— — — nat. — 
9 


hat man « — zu ſubſtituiren, drückt man ihn endlich durch) die 


— 
Zahl u der Umſchläge aus, fo hat man « — 27 4 zu ſetzen. 

Die Formel P — e?".Q giebt an, daß die Seilreibung F = P— Q 
auf einem feftliegenden Cylinder gar nicht vom Durchmeſſer deſſelben, fon- 
dern nur von der Anzahl der Seilumfcläge abhängt, zeigt aber aud), daß 
fie leicht außerordentlich vergrößert und faſt bis ins Unendliche gejteigert 
werden fann. Setzen wir @ — !, jo befommen wir: 


fiir Umwickelung, P — 1,69 Q 

„ Ms “ P = 285 Q 

7 5 P= 812 Q 

$ — P — 65,94 Q 

a > P — 4348,56 Q u. |. w. 


(Anmerfung.) Aus ver Sleihung P = (1 + 2 psin. =) Jin $. 19 
folgt: 
P— = 280.0 
oder, wenn man ftatt « das Vegenelement de, und ftatt P— Q den entſprechen⸗ 


den Zuwachs 3 I? der veränderlichen Seilſpannung P einführt und & — P fest: 


—W 
20 Rn oder — = —— 


und man erhält durch Integration ſogleich: 
In. P = p« -+ Con. 
Anfangs it « — O und P= Q, daher: 


P 
In.Q=0-+ Con. md Ln.P - InQ =In. 0) — pe. 
weraus fich durch Umfehrung die obige Gleichung: 
> 
F = BIN. oder P=e’"gq 


ebenfalls ergiebt. 


x 
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Beiipiel. Um eine große untheilbare Laſt 7 von 1200 Pfund von einer ac 
wiſſen Hohe, 3. B. in einem Schachte, berabzulafien, wicelt man das Seil, weran 
Rig. 296. | diefe Yart hängt, um einen feftgeflammer: 

ö <e ten runden Stamm ADB, Kia. 246, 13, 

mal herum und hält das übrig bleibenve 
Seilende in ver Hand. Mit welcer 
Kraft iſt nun dieſes Seilende anzufpan: 
nen, Damit die Laſt langſam und gleich— 
formig niederfinfe? Setzen wir auch bier 
p— 0,5, fo erhalten wir diefe Kraft: 
I 


— td 3. 
— Na s 


Dem; Pr 


—yı 
—12W0.. #® 
alſo: 


7 


— 


Loy. nat. — Loy. nut, I200 un a 


— 7,0001 — 2,5918 
— 4,4985, over 

Loy. Q = 1,9536, 

daber = 80,9 Pfund. 

Ss. 195 Steifigkeit der Ketten. Yegen jih Seile oder gegliederte Kor: 
per u. |. w. um eine Nolle oder um den Umfang eines um eine Are dreh> 
baren Cylinders, jo hört die im vorigen Paragraphen betrachtete Seil: 
oder Kettenreibung auf, weil nun der Nadumfang mit den Seile einerlei 
Geſchwindigkeit annimmt, dafür tft nun aber eine Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Nolle, und nad) Befinden and) eine folche zum Auf: 
biegen beim Abwickeln von der Rolle, aufzuwenden nöthig. 

Iſt es eine Kette, die fi) um eine Trommel widelt, jo bejteht der 
Widerftand „des Auf- und Abwidelns in einer Reibung dev Kettenbolzen, 

Fig. 297. | indem legtere in ihren Yagern 

um gewiſſe Winkel gedreht wer: 
den. Iſt 12, Fig. 297, das 
eine und Pr das nädhitfol: 
gende Kettenglied, iſt ferner € 
die Drehungsaxe der Rolle, 
worauf fich die durch die Yalt 

(4 ansgelpannte Kette auf 

widelt, find endlich CM und 

(N Verpendifel, gegen die 

Yängenaren der Glieder AB 

und BG gefällt, fo iſt MON 

— «ed der Winkel, um welcden 

ſich die Rolle dreht, während 
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jich, ein neues Glied auflegt, und auch zugleich der Winkel KBG — 180° 
— ABG, um welchen ſich bei diefem Auflegen das Glied 3 @ mit feinem 
Bolzen BD in dem Gliede AB umdreht. Bei dem Halbmeſſer BD 
— BE=rnr des Bolzens durchläuft der Drud- oder Keibungspunft D, 
während ſich ein Stettenglied auflegt, einen Bogen DE — ra, und es 
iſt polglich die hierbei verrichtete Arbeit der Reibung pP, Q im Punkte 
. — . 756. Für die Kraft P, zur Ueberwindung dieſer Reibung, 
in der Richtung der Yüngenare BG wirkend, angenommen, erhält man 


den gleichzeitigen Weg s — CN mal Bogen des Winkels MON — UN.« 
und daher die Arbeit — Pı. CN. «a; es ergiebt ſich daher durch Gleichfetzen 
beider Arbeiten PL. UN.e — 9,.Qrı@ und die gefuchte Kraft, wenn 
man noch den um die halbe Kettenjtärke vergrößerten Halbmeſſer UN der 
Trommel durch « bezeichnet: 


Pı = 90 * 
Ohne Rückſicht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der Kotle: 
P . 


nit Rückſicht der Reibung beim Aufwickeln der’ Kette iſt ſie aber: 
P= + P, (1 Enz 917) Q. 


Wickelt ji die Nette von der Trommel ab, jo findet ein gleicher Wider 
ftand ftatt; wenn aljo, wie bei den ſogenannten Peitrollen, ein Auflegen 
auf der einen Seite und ein Apwideln auf der anderen ftatthat, jo it die Kraft 


P= (\ + p, a) (), oder annähernd — —— 2Q, 2 V. 


Iſt endlich noch der Zapfendruck — A, uud der Zapfenhalbmeffer —yr 
ſo folgt die Zugfraft_bei Berlickſichtigung aller Hinderniſſe: 


' * r 
pP=(1 u. 29) 2 4 PTR 


Veiipiel, Wie greß it vie Kraft P am Ende einer um eine Rolle ACB, 

sig. 28, Fig. 298, aeichlagenen Kette, wenn die vertical nieder: 
ziehende Lat & — 110 Pfund, das Gewicht der Molle 
ſammt Kette, 50 Pfund beträgt, der bis zur Mitte der 
Kette gemeſſene Halbmeſſer 4 ver Melle, — 7 Zell, ver 
Halbmeſſer des Zapfens ( — Zoll und ver Halb: 
meſſer der Kettenbolzen, — %, Zell mißt? Segen wir 
die Neibungscoefficienten 2 — 0,075 und 7, = 0,15, 
fo erbalten wir > der letzten Formel die Kraft: 


’—(1-+2.0,15-— )-110-40 2 - 50-4 P 
P=(142.0,15: 1104 75.7110 + 504-P), 
oder, wenn wir 0 P=110 annähernd annehmen: 
P = 1016 . 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 113,6 Pfund. 
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. 196 Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, 
oder beim Aufwickeln deffelben auf eine Welle, tritt die Steifigfeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) deilelben als ein der Bewegung deijelben entgegen 
gefetstes Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern aud) von der Zufammen- 
jegung&weife und von der Stärke des Seiles, und läßt ſich deshalb nur auf 
erperimentellem Wege ermitteln. . 

Verfuche zu diefem Zwede find vorzüglid) von Coulomb, und in der 
neueren Zeit von dem Berfaffer felbft angeftellt worden. Während ſich 
Coulomb nur mit fchwachen Hanffeilen von 1 bis höchſtens 1',, Zoll 
Stärke beichäftigte und diefelben auch nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6 Zoll Durchmeſſer aufwideln ließ, hat der Verfaffer Hanfleile von 2 Zoll 
Stärke und Drahtieile von !/, bis 1 Zoll Stärke über Rollen von 2 bie 
6'/, Fuß Durchmeſſer laufen lafien. 

Coulomb hat jeine Verſuche auf zweierlei Weife ausgeführt. Ein Mal, 
nadı Amontons, mit einem in Fig. 299 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 299. eine von zwei Zeilen umfchlungene Walze tft, die 

Spannung durch ein Gewicht 9 hervorgebracht 

und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 

Sewicht P, welches mittel eines diinnen Fadens 

an diefer Walze zieht, bewirkt wird. Gin zweites 

Mal hat er die Zeile um auf einer horizontalen 

Bahn ſich wälzende Cylinder gelegt, und aus der 

Differenz der an beiden Zeilen hängenden und 

ein langſames Fortrollen bewirfenden Gewichte, 

nad) Abzug der vollenden Neibung, auf den Stei- 
figfeittviderftand geſchloſſen. 

Aus den PVerfuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigfeitswiderftand mit der Stärke der Spannung des fid) auf: 
widelnden Seiles ziemlich gleichmäßig wächſt, daß er aber auch noch aus 
einem conftanten Gliede A befteht, wie ſich allerdings nicht anders erwarten 
läßt, weil ſchon eine gewiſſe Kraft nöthig it, um ein unangeſpanntes Seil 
umzubiegen. Auch ſtellt jich heraus, daß diefer Widerftand im umgekehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeſſer zunimmt, daß er alſo bei dent doppelten 

‚ Durchmeffer der Nolle nur halb fo groß ift, beim dreifachen ein Drittel u. |. w- 
Endlich läßt fich die Beziehung zwifchen der Seildide und der Seilfteifigkeit 

nach diefen Verſuchen nur annähernd angeben, wie es aud) kaum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigkeit and) noch von der materiellen Beichaffenheit 
und von der Stärke der Drehung der Fäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand jich die Steifigkeit ungefähr proportional der Potenz 
d'7, bei alten aber mehr d!*, wenn d den Durchmeſſer des Seiles bezeich- 
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net. Es iſt alfo nun fehr ungefähr, wenn Einige diefen Widerftand der 
einfahen, Andere dem Duadrate der Seilftärke proportional wachſend an- 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steifigkeitswiderstand der Hanfseile. $. 197 
Tem Borftehenden zufolge läßt fich der Steifigfeitswiderftand der Dun 
ſeile durch die Kormel: 


I" 
Ss=—(K tvQ), 


wo d die Zeilftärfe, « der Nollenhalbmeiler, bis Are des Seiles gemeſſen, 
Q die Spannung des ſich aufwidelnden Seiles, », K und v aber Erfah 
rungszahlen bezeichnen. Prony hat aus den Verfuchen Coulomb's gefun- 
den, daß fir neue Seile 


di 
8 — = (245 + 0,053 Q), 


und fir alte: 
dis 
4 = — (2,45 4 0,053 0) 
J 
gefeßt werden fann, wenn a und «A in Linien, 9, S in Pfunden ausgedrückt 
find. Dieſe Ausdrüce beziehen ſich aber auf Barifer Maß, in preußifchen 
Zollen und Nenpfunden ausgedrückt, ändern fie ſich in folgende um:. 


17 JA 
s- — (13,31 + 0,295 Q) und 8; — — (6,39 + 0,141 Q). 
{ 


Da jelbft diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwünſchte Ueber— 
einſtimmung mit den Werfuchsrefultaten geben, fo kann man, fo lange nicht 
neue Berfuche zu Grunde gelegt werden fünnen, mit Eytelwein: 

d? 40 

a. 35000 

jegen, wobei vorausgefegt ift, daß 4 im preußischen Fußen und «d in preußi- 
ichen Yinien, dagegen Q und S in willkürlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudrüden find. Für Metermaß ift: 

d? el 


a 


SE 


S— 186 - 


Diefe Formel giebt natürlid) nur bei größeren Spannungen, wie fie aller- 
dings meift im der praftifchen Anwendung vorfommen, genügende Annähe- 
tungsrefultate. 


Die Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Sechstel größer als 
die ungetheerter Seile gefunden worden, und naffe Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel fteifer gefunden als trodene. 
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Beiſpiel. Bei einer Seilfpannung von 350 Neupfund und einem Rollen: 
halbmefler von 21/, Zell it für ein OD Linien vicfes neues’ Seil ver Steifigkeitswi— 
derſtand nah Pronp: 

9 %, (%)7 (13,31 +- 0,295 . 350) = 0,613 . 46,6 — 25,6 Pfunv, 
nad Eytelwetn: 
982 350 
= 35,9 Pfund. 
Wäre die Spannung Q nur 150 Pfund, fo hätte man nah Prony: 
NS —= 0,613 . 23,0. 14,10 Pfund, 
nach Eytelwein: 
j — 
= ER. * * — 16,7 Pfund, 
alfo bier eine beifere Uebereinitimmung. Man ficht aus vielen Beiſpielen, wie 
wenig Sicherheit diefe Formeln gewähren. 


Anmerkung. Tabelle zur Grleichterung der Berechnung des Steifigkeitswider— 
ftandes der Seile theilt der „Ingenieur“ Seite 365 mit. Nah Morin ſſiehe dei: 
jen Lecons de Mecanique pratique) it, wenn n die Anzahl ver Seilfäven be: 
zeichnet, und ver Roellenhalbmeſſer a in Gentimetern ausgedrückt wird, für unge: 
theerte Seile: 


d=YV 0,1338 n (Sentimeter und 


h n — — 
= (0,0297 + 0,0245 n + 0,0563 Q) Kilear. 
( 


2 
= = (0,1110 + 0,6813 d2 + 0,1357 Q@) Kilogr., 
{ 


umd tur qetbeerte: 


d—= V 0,186 n Gentimeter, und 
‚ * re A \ s 
S== 5 (0,1575 + 0,0346 n | 0,418 Q) Kilegr. 
PA f 
d? 


= (0,3018 + 0,5001 d?2 + 0,1124 Q) Kilcar. 


Trüdt man aber d und «a in Zellen und S und Q in Neupfunvden aus, fe 
jtellt fich für ungetheerte Zeile: 


12 
S- m (0,580 4 24,47 d2 4 0,3548 Q) 
und für getheerte Seile: 
2 
N 2,019 + 17,59 d? + 0,2939 &) 
d 


heraus. 3. 2. it bei einem ungerbeerten Zeile, für d—=, Zell, a, Zell 
und Q == 350 fund; 
2 ) 147 x + 0,354 “) 
S— — [0,5% 2. Er — 35418 . 95 
Te EEE: 
9 
= (0,580 4 13,77 + 124,180) = 31,2 Pfund. 


Die Prony'ſche Formel aab im legten Beiſpiele S —= 28,6 Pfunt. 


$. 198 Versuche über die Steifigkeit starker Seile. Der Verfaſſer hat 
ſich bei feinen Verſuchen über die Steifigkeit der Seile eines in Fig. 300 
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abgebildeten Apparates bedient. Die Scheibe oder Kolleß DE, auf welche ſich das 
zu ımterfuchende Seil AB DEF auflegte, war mit einem Paar eiferner Räder, 
Kia. 300. wie CLM, auf einer Welle C befeftigt, 
und diefes Räderpaar jtand auf einer 
horizontalen Schienenbahn HR. Nach— 
dem man das eine Seilende F duch ein 
angehängtes Gewicht F geipannt hatte, 
hing man an das Kreuz X, welches am 
anderen Zeilende A befejtigt war, jo viel 
Gewichte, bis das Käderpaar ſammt der 
Scheibe und ihren- Gewichten langjam 
fortzurollen anfing. Um ſich von den 
Unvollfommenheiten des Apparates mög— 
lichft unabhängig zu machen, wurde nad)- 
her auf der Seite bei F fo viel Gewicht 
zugelegt, bis auch das Fortrollen des ar: 
mirten Näderpaares nad) der entgegen- 
gelegten Richtung eintrat. Das arith- 
metische Mittel von den Zulagen gab 
nun, nachdem man hiervon noch die 
wälzende Reibung abgezogen hatte, die 
Kraft zur Ueberwindung der Seiliteifigfeit. 
Den Goefficienten der in Abzug zu bringenden vollenden Reibung ermit- 
telte man auf diefelbe Weiſe, inden man ftatt des Seiles einen jchwachen 
Bindfaden, deſſen Steifigfeitswiderftand vernachläſſigt werden konnte, auflegte. 
Der mittlere Werth dieſes Coefficienten iſt oben, $. 192, mitgetheilt worden. 
Der Steifigfeitswiderftand beiteht nad) des Verfaſſers Anficht went- 
ger aus der Steifigfeit, als aus der Neibung der einzelnen Fäden oder Drähte, 
die natürlich beim Auflegen auf die Nolte ihre gegenfeitige Yage ändern 
müſſen. Der erſte Theil diefes Widerftandes füllt beim Umlegen eines 
Drahtieifes um eine Leitrolle ganz aus, weil diefes Seil vermöge jeiner 
Elafticität beim Abwicdeln zum Wiẽdergeradeſtrecken genau jo viel Arbeit 
ausgiebt, als e8 beim Aufwideln zum Krümmen in Anſpruch genommen hat, 
Hier befteht alſo der Steifigkeitswiderftand lediglich) in der Neibung der ein- 
jelnen Drähte umter einander, und daß dem fo fer, zeigen aud) die Verſuche 
des Verfaſſers, durch) welche fid) ergeben hat, daß diefer Widerftand bei eingeölten 
oder friſch getheerten Drahtfeilen um 40 Procent fleiner ift als bei trodenen, 
Ber Hanffeilen ift das Verhältniß ein anderes, denn da diefe, zumal nad) 
längerem Gebrauche, faft gar feine lafticität befigen, jo erforder die einzel: 
nen Fäden und Ligen derjelben nicht allein Kraft zum Krümmen, jondern 
auch Kraft zum Wiedergeradeftreden. 
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$. 199 Neue Formel für den Steifigkeitswiderstand. Da die Steifig- 
feit eines Geiles nicht allein von der Seilftärfe, fondern auch von der 
Stärke der Drehung umd von der Zuſammenfetzungsweiſe deilelben abhängt, 
jo hält es der Verfaſſer fiir angemefien, dieſelbe durch die einfachere Formel 
— K-+-vdY 
a 
auszudrüden und die Konftanten A und v für jede Seilart bejonders zu be: 
jtimmen. Auch hat ſich aus den Berfuchen des Verfaſſers ergeben, daß ſich, 


— ne e 
zumal für die Drahtfeile, angemeſſener jtatt — bloß , und demnach 
{ 


S—=K+H = jegen läßt. 


1. Für ein getheertes Hanfjeil von 1,6 Zoll Stärke, gelegt um 
Scyeiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab jid) dev Steifigfeitswiderftand: 
hd 
da 
wobei der Rollenhalbmeſſer 4 in Metern auszudrücken it, oder 


S — 1,5 + 0,00565 — Kilogramm, 


S— 30 + 0,216 x Pfund, 


wo a in Sollen gegeben fein muß. 

2. Für ein neues ungetheertes Hanfjeil von */, Zoll Stärfe und 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmefier ergab ſich: 

S = 0,086 + 0,00164 S Kilogrm. — 0,17 + 0,0625 x Pfund, 

3. Fir ein Drahtfeil von 8 Yinien Die, welches aus 16 Drähten 
von je 11, Pinien Dide bejtand, und wovon jeder laufende Fuß 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 

ER: | 
S = 0,49 + 0,00238 rn Ktilogrm. — 0,98 + 0,0910 L Pfund 
⸗ Ad 
gefunden. 

4. Fr ein friſch getheertes Drahtjeil mit Hanfjeelen im den 
Litzen und im Seile, von 7 Yinien Dide, beftehend aus 4. 4 — 16 Dräh— 
ten von je 1'/, Pinien Dide, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, jtellte ſich 
bei einer Nolle von 21 Zoll Durchmeſſer, 


S = 0,57 + 0,000694 = Kilogrm. — 114 + 0,00264 Bm 
( J 
heraus. 


Anmerkung. Gine ausführliche Beſchreibung der Verſuche des Verfaſſers fin- 
det man in der Zeitſchrift für das geſammte Ingenieurweſen (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brückmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanfjeile unter 1. wurden in Freiberg zum Fördern durch Wauflergöpel an— 
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gewendet, find aber im den neueren Zeiten durch die Drabtjeile unter 3. und 4. 
erjept werden. Beiverlei Zeile haben bei jechsfacher Sicherheit eine Tragfraft von 
circa 30 Gentnern. Ga it aus dem Vorſtehenden zu erfeben, daß bei gleicher Trag— 
kraft der Steifigfeitswideritand bei Drabtieilen viel kleiner iſt als bei Hanfleilen. 
Nimmt man 3. B. die Seilivannung Q = 2000 Pfund und den Rellenhalbmeſſer 
a — 40 Zell an, fe erhält man den Steifigfeitswideritand für ein Hanfleil: 
S= 3,0 + 0,216 . 200%, = 138 Pfund, 
und dagegen für ein Drahtieil: 
SsS=0R + 0,0010 . 20/ , = 535 Print. 


Theorie der Leitrolle. enden wir nun die int Vorjtehenden mitge— 
theilten Formeln fir den Steifigkeitswiderjtand der Seile auf die Theorie der 
jeften Rollen an. Es fer AUB, Fig. 301 oder Fig. 302, die Rolle, a 


Fig. 301. fig. 302, 





() P 





der Halbmeſſer OA — CH, r der Zapfenhalbmeiier und G das Gewicht der 
jelben, ferner +7 die Seilitärke, & die an eimem Seilende angehängte Laſt, S 
der Steifigfeitsrwiderftand, F' die auf den Nollenumfang reducirte Zapfen- 
rebung, und folglih @ + FF + S die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seiles äußert ſich dadurd), daß das Stil beim Auf: 
wideln nicht plöglic) die Krümmung des Nollenumfanges annimmt und fid) 
ebenio beim Abwickeln nicht plöglid) gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachiender Krümmung ſich auf die Rolle auflegt, und ſich in einem 
Bogen mit abnehmender Krümmung von derjelben wieder abwidelt. Zwi— 
ihen den elaftiichen Drahtjeilen und den unelaſtiſchen Hanfſeilen findet der 
Unterschied ftatt, daß fich jene beim Abwickeln etwas cher, und dieje etwas 
ipäter von dem Nollenumfange ablöjen, folglid) der Hebelarm U D der 
Kraft im erjten Falle (Fig. 301) etwas größer, und im zweiten Falle 
(Fig. 302) etwas Kleiner als der Halbmeifer (A — a der Rolle ift, wo: 
gegen der Yaltarmı CE in beiden Fällen den Rollenhalbmeſſer a übertrifft. 
Wenn man von der Zapfenreibung F abfieht, alfio P— Q + S jegt, jo 
hat man 

—9).0CD=9.CH 
daher den Steifigkeitswiderſtand 


$. 200 
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0E—- OD; CE 
r 2 CD e 5 1)® 


und das Hebelarmverhältniß : 

CE 

EN: 79 5; 
was ſich nun durch Einjegen eines der oben angegebenen Werthe für S Leicht 
berechnen läßt. 

Wir fünnen übrigens auch) ohne weitere Berückſichtigung diefes Hebelarm- 
verhältnifies die Kraft P — @ — S —- F bejtinmen, wenn wir in diejem 
Ausdrude für Schwache Hanfleile nach Prony 

dr 





N (X + v ); 
dagegen fir Drabt- — ſtarke Haufſeile nach dem Verfaſſer 
—— 
d 


und die auf den Kollenumfang reducirte Zapfenreibung 
— (9-4 G@ 4 7’) oder annähernd — (2 9 +) jegen. 


Es folgt jo im erſten alle: 
In 
P-QR+-—(K+rQ)+9-@0-4 0), 
umd im zweiten: 


P=Q+K+ ıgplag+o. 

Ber einer Radwelle ift natlirlich noch eine Neduction der Kraft vom Wel— 
lenumfange auf den Radumfang nöthig (ſ. 8. 165). 

Beifpiel. Wenn ſich ein Drabiieil ven ungefäbe 5 Linien Dide um eine 
Yeitrolle von 5 Fuß Hohe, 3 Zell Zapfenſtärke und 1500 Pfund Gewicht legt, und 
die Spannung des Seiles 1209) Prund beträgt, ſo bat man bei dem Reibungsécoef— 
ficienten @ == 0,075, die nöthige Kraft: 

P = 1200 + 0,95 + 0,091 . 1200 + 0,075 . Yo (2400 + 1500) 
— 1200 + 0,95 + 3,64 + 14,62 = 1219 Pfund; 
es gebt alie durch das Umlegen um dieſe Yeitrolle 1%, — 1,6 Procent an Kraft 
‚verloren. 

Wenn ttatt des Drabtieiles ein Hanfſeil von 1,5 Zell Stärfe in Anwendung ge: 
fommen wäre, je hätte man: 

P= 1230 + 30 + 0,216 . 12%),, + 14,62 = 1226,3 Pfund 
und daher ven Kraftverluft: 


26, a 
— = — 2,3 Procent. 


Vierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statif auf die Elajticität und 
Feſtigkeit der Körper. 


Erftes Capitel. 
Die Zuge, Drud: und Schub: Slafticität und Feſtigkeit. 


Elastieität. Die Moleküle oder Theile eines feſten oder ftarren Körpers $. 201 
hängen mit einer gewiflen Kraft, der fogenannten Cohäſion (franz. coh6- 
sion; engl. cohesion), unter einander zujammen, welche zu itberwinden ift, 
wenn Körper im ihrer Geftalt und Größe verändert oder gar zertheilt 
werden. Die erjte Wirfung, welche Kräfte in einem Körper hervorbringen, 
ift eine Veränderung in der Yage feiner Theile gegen einander und eine 
daraus erwachjende Form- und Volumenveränderung des Körpers. Leber- 
ichreiten die auf einen Körper wirkenden Kräfte eine gewiſſe Grenze, fo tritt 
endlich eine Trennung der Theile und nad) Befinden eine Zertheilung des 
ganzen Körpers ein. Die Fähigkeit der Körper, die durch Einwirkung von 
Kräften erlittene Formveränderung nad) Wegnahme diejer Kräfte vollftändig 
wieder aufzuheben, heißt Elafticität (franz. élasticité; engl. elasticity) 
im weiteren Sinne des Wortes. Die Clafticität eines jeden Körpers hat eine 
gewiſſe Grenze; überjchreitet die Sejtalts- oder VBolumenveränderung ein ges 
wiſſes Ma, jo bleibt im Körper noch eine joldhe räumliche Veränderung zu— 
rüd, wenn auch die Kräfte, welche jene Veränderung hervorgebradjt haben, 
zu wirfen aufhören. Die Elaftieitätsgrenze tft bei verſchiedenen Körpern 
jehr verjchieden. Körper, welche eine große Formveränderung zulaſſen, che 
dieſe Grenze eintritt, nennt man vollfommen elaftijche, Körper aber, bei 
weldhen kaum bemerfbare Formveränderungen der Klafticitätsgrenze voraus— 
gehen, heißen unelaftijche, wiewohl es in Wirklichkeit Körper diefer Art 
gar nicht giebt. 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 22 
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Es ift eine wichtige Hegel der Architektur und des Maſchinenweſens, die 
zum Bau zu verwendenden Körper nicht fo ftarf zu belaften, daß die her- 
vorgebrachten Formveränderungen die Clafticitätsgrenze erreichen oder gar 
überjchreiten. 


Elastieität und Festigkeit. Verſchiedene Körper bieten verjchiedene 
Erjcheinungen dar, wenn fie itber die Elafticitätsgrenze hinaus in ihrer Form 
verändert werden. Iſt ein Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), 
jo zerfpringt er in Stüde, wenn man feine Form über die Clajticttätsgrenze 
hinaus verändert; ift er aber gefchmeidig (franz. und engl. ductile), wie 
3.B. viele Metalle, jo läßt er nod) bedeutende Veränderungen der form außer— 
halb der Elafticitätsgrenze zu, ohne eine Trennung feiner Theile zu erleiden. 
Manche Körper find Hart (franz. dur; engl. hard), andere weich (franz. mou; 
engl. soft); während jene der Trennung einzelner Theile einen großen Wider- 
ftand entgegenfegen, iſt bei diefen eine Trennung der — Theile ſehr 
leicht ausführbar. 

Unter Elafticität im engeren Sinne des Wortes verſtehen wir den Wi— 
derftand, mit welchem ein Körper der Formveränderung entgegenwirkt, dage- 
gen unter Feſtigkeit (franz. resistance; engl. strength) den Widerftand, 
welchen ein Körper der Zertheilung defjelben entgegenjegt. Mit Beiden wer- 
den wir und im Folgenden bejchäftigen. 

Nach der Art und Weife, wie äußere Kräfte auf Körper wirken und die- 
felben in räumlichen Beziehungen verändern, läßt ſich die Elafticität und 
Feſtigkeit der Körper eintheilen: 

I. in einfache und 
Il. in zufammengejegte; 
erftere aber twieder 
1) in die abfolute oder Zuge, und 
2) indierüdwirfende oder Drud-Elafticität und Feſtigkeit, ſowie 
3) in die relative oder Biegungs-, 
4) in die Schub- oder Scheer-, und 
5) in die Torſions- oder Drehungs-Elaftieität und Feftigkeit. 

Wirken zwei äußere Kräfte P, — P durd) Zug (franz. traction; engl. 

extension) in der Aremrichtung eines Körpers AB, Fig. 303, jo wider: 
Fig. 303. jteht derjelbe durd) feine 

— Zug- oder abſolute 

Elaſticität und Feſtig— 
keit (franz. élasticité et 
resistance de traction; engl. elasticity and strength of extension) dem 
Ausdehnen und Zerreißen; wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drückend 
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in der Arenrichtung eines Körpers AB, Fig. 304, fo daß diefer zufammen- 

Fig. 304. gedrüct und endlich, zermalmt oder zer- 
— drückt wird, fo hat man die Druck— 
oder rückwirkende Elaſticität und 
Feſtigkeit (franz. élasticité et resistance de compression; engl. ela- 
stieity and strength of compression) zu iiberwinden. 

Wenn ferner drei ſich das Gleichgewicht Haltende Kräfte P, Q, R ver: 
ſchiedene Punkte A, B, C in der Are eines Körper AB, ig. 305, ergrei- 
fen und rechtwinfelig gegen diefe Are wirken, fo wird diefer Körper gebogen 
md nad) Befinden zerbrochen, und es ift die Biegungs= oder relative 
Elafticität und Feſtigkeit (franz. Elasticitö et resistance de flexion; 
engl. elasticity and strength of flexure) des Körpers, welche bei dieſem 
Umbiegen und Abbrechen überwinden wird. 

Viegen im leteren Falle die Angriffspunfte A und C der Kräfte P und 
R iehr nahe an einander, wie Fig. 305 darftellt, fo tritt in dem Querſchnitt 


— — 








Fig. 305. Fig. 306. 





DD zwiſchen beiden Punkten A und C eine Verſchiebung, und bei hin— 
teichender Größe von P eine Zertrennung des Körpers in zwei Theile ein, 
md man hat es dann mit der Elafticität und Feftigkeit des Abjchee- 
rend (franz. elasticit& et resistance par glissement cisaillement ou 
tranchant; engl. elasticity and strength of shearing) zu thun. 

Wirken endlich zwei fic) das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), 
(9, — @) To auf einen Körper CD, Fig. 306, daß deren Ebenen recht— 
winfelig auf der Are diefes Körpers ftehen, fo erleidet der Körper eine Dre- 
hung, welche zulegt in ein Abwiürgen übergehen kann, und es ift hierbei 
die fogenannte Drehungselafticität umd Feſtigkeit (franz. elastieite 
et resistance de torsion; engl. elasticity and strength of torsion) zu 
überwinden. 

Wirken mehrere der hier aufgezählten Kräfte auf einen Körper zugleich), 
jo tritt die zufammengejegte Elafticität und Feſtigkeit oder eine 
Vereinigung von zwei oder mehreren einfachen Elafticitäten und Feſtigkeiten 
in Wirkſamkeit. 


22° 
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.203 Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfadhjiten all der 
Elafticität und Feſtigkeit bietet die Ausdehnung und Zufammendritdung pris- 
matifcher Körper dar, wenn diefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Richtungen in die Are diefer Körper fallen. Cs ift natürlid) hierbei nicht 

Fig. 307. Fig. 308. nöthig, daß beide Kräfte 
eines ſolchen Körpers be- 
wegend find, die Wirkung 
bleibt diejelbe, wenn der 
Körper an einem Ende feit- 
gehalten oder unterſtützt und 
am anderen Ende von einer 
Zug: oder Drudfraft er— 
griffen wird. Man ruft 
aljo auch diefen Fall her— 
vor, wenn man entweder ein 
verticalhängendes Prisma 
ABCD, fig. 307, durd) 
ein angehängtes Gewicht P oder ein von unten unterftügtes Prisma ABCD 
Fig. 308, durch ein aufliegendes Gewicht P belaftet. Im erfteren Falle 
wird der Körper um eine gewiffe Größe CC, = DD, — A ausgedehnt, 
und im zweiten Falle um eine foldhe Größe zufammengedrüdt; ift aljo an- 
fangs die Yänge AD — BC des Körpers — 7, fo wird diefelbe im erfte- 
ren alle auf 

AD =Bn =4D + DD =1 +4 
gefteigert, und im zweiten alle auf 
AD, =BCG =AD-—-DD=-1-—\4 

herabgezogen. 

Die Ausdehnung oder Zufammendrüdung A wächit mit der Größe P der 
Zug- oder Drudfraft, ift aljo eine Function derjelben. Diefe Function oder 
der algebraiſche Zuſammenhang zwiſchen P und A läßt ſich nicht a priori 
beftimmen; es hängt derjelbe von der phyfiichen Bejchaffenheit der Körper ab, 
und ift bei verjchiedenen Materien verjchieden. Wenn man P und A als 
die Coordinaten einer Curve anfieht, und diefe Kurve aus einer durch Ver— 
ſuche ermittelten Reihe von zujammengehörigen Werthen der Größen P und 
A conftruirt, jo erhält man dadurd) nicht nur ein anfchaulicyes Bild von dem 
Geſetze, nad) welchem Körper durd) äußere Kräfte ausgedehnt und zuſammen— 
gedrückt werden, jondern aud) ein Mittel zur Ausmittelung der Eigenthüm- 
lichkeiten dieſes Geſetzes. 

Trägt man vom Anfangspunkte A aus auf der pojitiven Seite der Are 
XX, Fig. 309, die Spannungen oder Ausdehnungsträfte eines Körpers 
als Abſeiſſen AB, AM u. |. w. und in den Endpunften derfelben die 
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entfprechenden Ausdehnungen als zur Are Y Y parallel laufende Ordinaten 
BD, MO u. ſ. w. auf, fo erhält man eine Curve ADO W, welde das 


fig. 309. 





Sejeg der Ausdehnung dieſes Körpers repräfentirt ; fchneidet man umgekehrt, 
von A aus, auf der negativen Seite der Are X X die Preflungen oder 
Zufammendrücdungsfräfte als Abfeiffen A B,, AM, u. ſ. w. ab, ımd trägt 
an denfelben die entjprechenden Zufammendrüdungen als Ordinaten B, Di, 
MO, u. ſ. w. auf, jo ergiebt ſich eine Curve AD, O0, Wi, durch welche 
das Geſetz der Zuſammendrückung des Körpers graphiich dargeftellt wird. 
Vielfahen Verſuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander über, ha- 
ben folglich in A eine gemeinfchaftlice Tangente @ A G,, und find alfo 
eigentlich nur Zweige einer und derfelben frummen Linie WODAD, O, W\. 
Wenn auch diefe Curve in ihrer ganzen Erjtredung bedeutend von einer 
geraden Yinie abweicht, jo wird fie doch in der Nähe des Anfangspunftes A 
mit der Tangente &C A G, nahe zufammenfallen, und da nun für diefe die 
Ordinaten den Abſeiſſen proportional find, fo ift folglich auch anzunehmen, 
daß die durdy Fleine Zug- oder Drudfräfte AB, AB, u. f. w. be- 
wirkten Ausdehnungen und Zujammendrüdungen BD, BD, 
u. |. w. diefen Kräften proportional jind (Hooke's Geſetz). 

Die durdy eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be- 
jteht aus zwei Theilen, nämlid; aus der permanenten Ausdehnung 
MQ, weldye im Körper zurüdbleibt, wenn die Spannfraft zu wirken auf- 
gehört hat, und aus der elaftiihen Ausdehnung Q O, welde mit der 
Spannkraft zugleich wieder verſchwindet. Ganz daffelbe Verhältniß findet 


204 


342 Vierter Abjchnitt. Grftes Gapitel. [$. 204. 


auch bei dem Zufammendritden ftatt; auch die totale Zufammendrüdung 
M, 0, ift die Summe M, Qı + Qı O, aus der permanenten Zufam- 
mendrüädung M, Q, und der elaftifchen Q, O,. Bei fleineren Kräften 
find die permanenten Veränderungen in Hinficht auf die totale jo Hein, daß 
fie als gar nicht vorhanden angenommen und folglicd) die totalen Ausdehnun® 
gen und Zufammendriüdungen nur als elaftiiche angejehen werden können. 
Nur dann, wenn die Kraft einen gewiflen Werth AB (A B}), die fogenannte 
Elafticitätsgrenze, üderfchreitet, wenn fie 5. B. in AM (A M,) über: 
geht, macht die permanente Yängenveränderung MQ (M, Q,) einen bead)- 
tungswerthen Theil der ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrüdung 
M, 0, aus. Hat die Zug: oder Drudfraft einen gewillen Werth A U oder 
AD, erreicht, jo find die Ausdehnungen UR, UW oder Zufammendrüdun- 
gen U, R,, U, W, bei ihren Grenzen angelangt, wobei die innere oder Co— 
häfionstraft des Körpers der Äußeren Zug- oder Drudfraft nicht mehr das 
Gleichgewicht zu halten vermag, und daher der Körper in dem einen alle 
zerriffen umd im anderen Falle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchftens bis zur Klafticitäts- 
grenze geipannten Körpers diefen Körper durd) eine Hleinere Kraft von neuem 
fpannt, fo erleidet er dadurch feine weitere Stredung oder permanente 
Längenveränderung; es findet alfo dann nur noch eine elaftische Ausdehnung 
oder Zufammendridung ftatt. 


Grundgesetz der Elasticität. Elastieitätsmodul. Die durch eine 
Zugkraft P bewirkte Verlängerung oder Ausdehnung A eines prismatifchen 
Körpers ift erſtens der Yänge 7 des Körpers proportional, da jid) annehmen 
Täßt, daß fich gleich lange Stücke um gleid) viel ausdehnen, und fie ſteht zwei— 
tens im umgekehrten VBerhältniffe zum Querſchnitte F des Körpers, da fich 

Big. 310. vorausfegen läßt, daß fich die ganze Spannkraft auf 
den Duerjchnitt des Körpers gleichmäßig vertheilt. 
Wird daher ein Körper AB, Fig. 310, von der 
Fänge — Eins und vom Querſchnitte — Eins, durd) 
eine Kraft P um 6 ausgedehnt, jo ift daher für einen 
anderen Körper FG aus gleihem Stoffe, defien 
Yänge — 1 und Querſchnitt — F ift, die durch die: 
jelbe Kraft bewirkte Ausdehnung: 

„se 

= 
Die Ausdehnung 6 ift natürlich bloß von der Zug: 
fraft P abhängig und für Prismen von verjchiede- 
nen Materien verjchieden; jedoch läßt fich dem Obi- 
gen ($. 203) zufolge annehmen, daß bei kleinen, die 
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Elaſticitätsgrenze nicht überſchreitenden Zugfräften die Ausdehnungen den 
6 


entiprechenden Zugkräften proportional wachſen, daß alfo der Quotient B 


eine conftante Zahl ift. 
Repräfentirt nun AB, Fig. 311, die Spannung P eines Prismas von 
der Fänge — Eins und dem Querſchnitte — Eins innerhalb der Elaſtiei— 
a Ag. 311. 
y 








tätögrenze und BD bie entiprechende Ausdehnung 6, und bezeichnet man den 
Tangentemwinfel @ AU— DAB der Ausdehnungscurve für den Anfangs: 
punft A durch «, jo hat man aud): 


Ö 
lang. — = gi und daher: 
6 — P tang. «, woraus num 
Pltang.« 
1) A = ——_ folat. 
I folg 


Die Größe fang. c iſt von den phyſiſchen Eigenſchaften des Körpers ab— 

hängig, und jedenfalls nur durch Verſuche zu ermitteln. Nimmt man 
i= 1,fFf-1wWwP=1l, 

jo erhält man kang. — A; es ift aljo hiernad) die Erfahrungsgröße 
tang. a die Ausdehnung, weldhe ein Prisma von der Yänge Eins 
und vom Querfchnitte Eins durch die Spannfraft Eins erleidet 
(fiehe Combes: Traits de l’exploitation des mines, tome J.) Nimmt 
man in der Formel (1) F= Eins und A—= 1! an, fo erhält man den 
Ausdrud: 


1 
1 — P tang. a, oder — cuang — P:. 
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1 
fang. & 
Prisma vom Querfhnitte Eins (1 Quadratzoll) um feine eigene 
Länge ausdehnen würde, infofern dies ohne Ueberjchreitung der 
Elafticitätsgrenze möglich wäre. 





Es ift alfo hiernad) diejenige Spaunkraft P, welde ein 


Diefe Hypothetifche Erfahrungsgröße az — cotang. « wird der Ela: 


fticitätsmodul (franz. coefficient d’&lasticite; engl. modul of elasticity) 
des Körpers oder der Materie defjelben genannt und in der Folge durch den 
Buchſtaben E bezeichnet. Es ift alfo hiernad): 


PI 
= 
oder die relative Ausdehnung, d. h. ihr Verhältniß zur ganzen Yänge des Körpers: 
3) - = — 
I FE’ 


alfo umgekehrt, die der Ausdehnung A entfprechende Kraft: 
4) P= a FE. 


Diefelben Formeln gelten natürlich auch für die Zufammendrüdung A 
durch eine Drudfraft P, und es ift in diefem alle ſogar aud) der Elaftı- 
citätsmodul E — cotang. & derjelbe wie bei der Ausdehnung, jo lange die 
Elafticitätögrenze nicht überſchritten wird, obgleich er hier diejenige Drud- 
kraft bezeichnet, welche ein Prisma vom Duerjchnitte Eins um feine ganze 
Fänge, alfo bi8 auf eine unendlich dünne Platte zufammendrüct, unter der 
Vorausfegung, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der lafticität zu 
überfchreiten. 


Anmerfung 1. Man fann auch den Glafticitätsmodul F gleichfegen dem Ge 
wichte eines Prismas, weldes mit dem Körper, auf den E wirft, aus einerlei 
Materie beiteht, und denfelben Querfchnitt Gins hat. Iſt a die Länge dieſes Kor: 
pers und y die Dichtigfeit oder das Gewicht von 1 Gubifzell der Materie defielben. 
jo hat man: 


E = ay, und daher umgefehrt a — =. 


Diefe Länge gebraucht Tredgold (nah Doung) als Maß ver Glafticität (ſ. T. 
Tredgold, über die Stärfe des Gußeiſens und anderer Metalle). Iſt z. 2. für 
Stahl E = 30’000000 Pfund und y —= 0,3 Pfund, fo hat man: 
’ 
— 0 = 100000000 Zell, 
dv. i. eine Stahlitange von 100 Millionen Zoll Länge würde einen Stahlitab von 
demjelben Querſchnitt um feine eigene Länge ausdehnen, wenn das oben angegebene 
Ausdehnungsgefeg ohne Einſchränkung richtig wäre. 
Anmerfung 2. Bei der Ausdehnung oder Zufammendrüfung eines Körpers 
findet zugleich eine Ouerfhnittsverminderung ftatt, die nah Wertheim (f. Compt. 
rend. T. 26) 2, ver Längenausdehnung oder Zufammendrüdung beträgt. Sit I 
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die anfängliche Fänge, F' ver anfängliche Querſchnitt und V das anfängliche Vo: 
lumen FI ves Körpers, 7, und F, aber Länge und Querſchnitt bei Ginwirfung 
ver Zugkraft P, je hat man das entiprechende Volumen: 
Y,,=-Fh=Fli+rF(l—D-—-(F— F)l, alfe: 
Vi — vr — D— (F—- F)l, 
und die velafive Bolumenveränderung: 
y,- vv __4h—!I F—-F, 
u ee SE 


F—-F I 
F 1 4 (24), daher folgt: 
h —1I 








Nun iſt aber 





— 


d. i. die — deine der Langenausdehnung. 
Nach Poiſſon's Theorie iſt ſogar —— =), ce — 


Beiſpiele. 1) Wenn der a des — 1’3500000 
Pfund beträgt, welche Kraft it nöthig, um einen Draht von 10 Fuß Länge und 
2 Linien Die 1 Linie länger zu ziehen? Ges ift: 


i=10.12 = 120 Zoll, 4 = Y,, Bell, folglich 3 — Yo; 


2 
tm F = * — 0,7854 (2/4)? = 0,0218 Quadratzoll, 
demnach die gefuchte Kraft: 

P—= Yım - 0,0218 . 173500000 — 204 Pfund. 

2) Jit der Glaftieitätsmehul von Gifendraht 30000000 Pfund, und fpannt man 
eine eiferne Meffette von 60 Fuß Länge und 0,2 Zell Dicke mit 150 Pfund Kraft 
an, fo nimmt diefelbe um vie Länge 
— 150 60.12 3600 


0,7854 . (0,2)2 ° 30000000 — 31416 — 0,115 Zoll — 1,38 Linien zu. 








Tragvermögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- $. 205 
modul. Die Zugkraft AB, Fig. 312, weld)e einen prismatifchen Körper 
Fig. 312. 
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vom Querſchnitte Eins bis zur Clafticitätsgrenze ausdehnt, heit dev Trag— 
modul des Körpers in Hinficht auf Ausdehnung, und foll- in der 
Folge durch 7 bezeichnet werden, wogegen die Drudfraft A B,, weldje den: 
jelben bis zur Grenze der Elafticität zufammendrüdt, der Tragmodul des 
Körpers in Hinfiht auf Zuſammendrückung zu nennen und im Fol— 
genden durch 77 zu bezeichnen ift. Aus den Tragmodul T und 7, laſſen 
fich mit Hilfe des Elaſticitätsmoduls E aud) leicht die Ausdehnung 6 und 
Zufammendrüdung 0, bei der Elafticitätsgrenze berechnen; denn es ift 

6 T 6 7 


— 
— — 
—— —— 


1 E F E 

St F der Querfchnitt eines prismatifchen Körpers, welchem diefe Trag- 

model Z und 7, zufommen, fo hat man das Tragvermögen deflelben : 
) MR aa DEFT 
und das für Drud. A=FT.. 

Bei Bauausführungen follen die Körper nie über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus belaftet werden, aljo die Belaftungen felbft die gefundenen Tragver— 
mögen nicht überjchreiten. Deshalb find denn. aud) den Hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Querſchnitte zu geben, welche durd) die Formeln 


/ 
az 


2) 


FR= = beftimmt werben. 
1 


Wegen der zufälligen Ueberlaftungen und Erjchütterungen, welchen die 
Bau- und Mafchinenwerfe noch ausgefegt fein Fünnen, fowie wegen der Ber: 
änderungen, welchen die zu denfelben verwendeten Körper im Laufe der Zeit 
durch die Einwirkungen der Luft, des Waſſers u. f. w. ausgejett find, giebt 
man diefen Gonftructionen infofern nod) eine größere Sicherheit, daß man in 
den vorftehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur die Hälfte oder ein Drit- 
tel derjelben einführt, alfo die Querjchnitte zweis bis dreimal jo groß nimmt 
als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine mfache Sicherheit zu erhal: 


> 
ten, find folglich) in den Formeln F -- oder Fı = * ‚ ftatt T oder TI, 
1 


— — 
oder z einzufegen. 





die Sicherheitsmodel 


Die Zugkraft A U (fig. 313), bei weldyer der prismatifche Körper dom 
Querſchnitt Eins zerreißt, heißt der Feftigkeitsmodul des Körpers in 
Hinfict auf das Zerreigen und wird gewöhnlich mit dem Buchſtaben X 
bezeichnet, und ebenfo nennt man die Drudkraft A U), bei welcher das Zer- 
drüden oder Zermalmen des Körpers eintritt, den Feftigkeitsmodul des 
Körpers in Hinficht auf das Zerdrücken und bezeichnet ihn durch den 
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Buchſtaben K,. Hat der prismatifche Körper den Querſchnitt Ff, jo ift 
natürlid) : 


Sig. 313. 
Y 





3) | — FK die Kraft zum Zerreißen, und 
P,= FK, bie Kraft zum Zerdrüden diefes Körpers. 
Noch oft beftimmt man auch die Querfchnitte der Körper mit Hilfe der 
Bruch oder Feftigfeitsmodul, indem man in die Formeln 


> 
\F — = und 


4) 
— 


— J 
ſtatt X und X, fogenannte Sicherheitsmodul, d. i. Heine Theile = oder 


— „.B. Viertel, Sechstel, Zehntel u. ſ. w. dieſer Erfahrungszahlen ein— 


ſetzt. Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und derſelbe Theil des 


7* 4 B 1 
Feſtigleitsmodul, wären alſo die Verhältniſſe — — und —— — 3 


Au E AU: 
beſtimmte Zahlen, jo wiirde die Beſtimmung des Querfchnittes mittels der 
Sicherheitsmodel auf Daifelbe führen wie die mitteld der Tragmodel; da 
aber diefe Verhältniſſe bei verjchiedenartigen Körpern verfcjieden find, jo ift 
nur diefe Beſtimmung mittel® der Tragmodel 7’ und 7, oder vielmehr mit: 


ö — —— 
tels der Sicherheitstragmodel und = die allgemein richtige und 
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— — K K 
angemeljenere und nur dann mitteld der Sicherheitsbrudmodel — und — 
n n 


zu vechnen, wenn die Tragmodel nicht befannt find. 
dt der Duerfchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmeſſer d, jo 


12 
hat man —- = F, daher P = —— T = 0,7854 d?T und 


d= — — — 1,128 VF —= 1,128 Vz zu fegen, 


und es läßt ſich — aus der Belaſtung oder Spannung P eines Körpers 
und dem Tragmodul 7 feiner Materie die Stärke finden, bei welcher der 
Körper nicht iiber die Elaſticitätsgrenze hinaus. angejpannt wird. 


Beifpiele 1) Welche Laft fann eine Hängeläule aus Fichtenholz aufnehmen, 
wenn diejelbe 5 Zell breit und 4 Zoll vi it? Den Tragmodul zu 3000 Pfund 
und den Querſchnitt F—= 5.4 — 20 Quadratzoll angenommen, erhält man 
P= FT = 20.3000 — 60000 Pfund als Tragfraft diefer Säule. Wird aber 
der Keitigfeitsmordul K — 10000 Pfund zu Grunde gelegt und eine vierfache 
Sicherheit angenommen, fo erbält man P= FK = %0.10%) — 50000 Pfd. 
um auf lange Zeit Sicherheit zu haben, nimmt man aber für X den zebnien 
Theil an, und erbält jo P—= 20.1000 — 20000 Pfund. 

2) Gine fchmieveeiferne und rund abzudrehende Zugftange foll eine Laft von 
4500 Pfund aushalten; welchen Durchmeiler muß dieſelbe erhalten? Hier if 
T — 18000 Pfund, daher d = 1,1: 28 \/ 40 — — 1,128.) Yo — 0,535 Zell. 
Der Reftigfeitsmedul des Schmiedeeifens ift für eine Mittelgattung = 56000 Pfund; 
nimmt man aber fünffache Sicherheit, fo befommt man K = 11200 Pfund und 








500 
— 1,128 \ — — 0,715 Zell als die geſuchte Stangendicke. 


Arbeitsmodul. Wenn man einen prismatifchen Körper durch eine 
nad) und nad) von O bis — AM — NO (ig. 314) wachſende Kraft 
anfpannt umd dadurd von Null bi8 A —= MO — AN verlängert, fo wird 
dabei eine gewiſſe mechanische Arbeit verrichtet, weld)e, wie (aus $. 72) be- 
kannt, das Product aus dem Wege oder der ganzen Ausdehnung AN und 
aus dem Mittel der von O bis P—= NO ftetig wachſenden Spannfräften 
ift, und fich daher auch durch die Fläche AN O ausdrüden läßt, welche der 
Ausdehnung AN — 4 als Abjciffe, und der Spannfraft N=AM=P 
als Ordinate, zukommt. Ueberſchreitet diefe Ausdehnung nicht die Elaſtici— 
tätsgrenze, fo ift die Fläche AN O als ein rechtwinfeliges Dreieck anzufehen, 
defien Katheten A und P find, und es ift daher die entipredjende mechaniſche 


Arbeit: 
L M 
Setzt man hierin: 
— wPr=FT 
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jo erhält man die Arbeit zum Ausdehnen 0 bis zur Elafticitäts- 
grenze: 


L=1,0.PT= ST. = AV, 
ig. 314. 





wenn J das Volumen Fl des Körpers und A eine Grfahrungszahl, den 
jogenannten Arbeitsmodul der Elafticitätsgrenze für die Ausdeh- 
nung bezeichnet, welcher aud) durch den Ausdrud 


A=1,AC.CD=1Y,0T= 1 = 1/,0?2E 


beſtimmt werden kann. 
Ebenſo iſt natürlich auch für die Compreſſion bis zur aa! 
grenze die erforderliche mehanifche Arbeit 
Dbh=7VAa 
zu fegen, wobei A, den Arbeitsmodul 


T | 
1A C . C D, = Ua 61 T, = le = — F 6 E 


4 





der Elaſticitätsgrenze für die Zufammendritdung bezeichnet. 

Für die mechanische Arbeit zum Zerreißen und zum Zerdrücken des pris— 
matiſchen Körpers Lafien ſich gleichgeformte Ausdrücke anwenden; es ift die- 
jelbe fir den erften Fall: 

Ka='VD, 
und für den zweiten: 
L, — VB, 
wenn B — Flähe AUW, den Arbeitsmodul des Zerreißens, und 
= Fläche AU, W,, den Arbeitsmodul des Zerdrückens bedeutet. 
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Man erfieht aus dem Vorftehenden, daß fowohl die mechaniſche Arbeit, 
welche einen prismatiichen Körper bis zur Elaſticitätsgrenze ausdehnt und 
comprimirt, als aud) diejenige, welche das Zerreißen und Zerdrücken defjelben 
herbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenjionen, jondern nur vom 
Bolumen V des Körpers abhängt, daß aljo z. B. zwei Prismen aus dem: 
jelben Material denjelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine doppelt jo lang als das andere ift und dagegen fein Querſchnitt 
nur die Hälfte vom Uuerjchnitt des anderen ausmacht. 


Beifpiel. Wenn ver Glaftieitätsmodul des Schmiedeeifens E — 27’000000 


Pfund und die Ausdehnung deſſelben bei der Glafticitätsgrenze, oe — Sen if, 
fo beträgt ver Tragmodul deſſelben, da o — z iſt: 

— 27000000 

T=cE Zn” — 18000 Pfund, 
und folglich der Arbeitsmodul der Glafticitätsgrenze für Ausdehnung: 

T2 18000 185000 
zo, Ba a u VRSRRNNE I > —— e 
va 35 > 462 3.1500" 7m 6 Zollpfund. 


Um alfo einen prismatifchen Körper aus Schmiedeeifen, deſſen Bolumen — F 
iſt, bis zur Glafticitätsgränge auszudehnen, ift die mechanifche Arbeit 
L = AV = 60V 3ollpfund 
nöthig. 
Wäre 3. B. der Inhalt viefes Körpers 9 — 20 Eubifzoll, je würde dieie 


r 20 z 
Arbeit = 6,0.20 — 120 Zollpfund — > — 10,0 Fußpfund betragen. 


07) Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Hat ein prismatifcher 
Körper AB, Fig. 315, eine bedeutende Yänge 7, fo erleidet er durch 
fein Gewidht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beftunmen 
ift. Bezeichnet F den Duerfchnitt diefes Körpers, Y feine Dichtigfeit oder 
das Gewicht eines ubifzolles feiner Materie, und x die veränderliche Länge 
eines Stückes defielben, jo befteht die Spannung eines Elementes MN diefes 

Fig. 315. Körpers aus dem Gewichte des darunter befindlichen Körper: 
jtüdee BM = yFe, und e8 ift folglidy [nach $. 204, (2)] 
die entjprecjende Ausdehnung der Yänge MN — Cr dieſes 
Elementes: 


M — Fæ, 
\= — 0 — zdx 
c FE 6x E war. 
Durch Integration ergiebt ji) num die Ausdehnung des 


ganzen Stüdes BM: 


— 7 
= Lt (20 - 35’ 


pP und folglid) die des ganzen Körpers AB: 
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_ye _yEe_h6 
98E 2FE FE 

wobei @ — YFI, das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 

Wäre diefes Gewicht nicht auf den Körper gleichmäßig vertheilt, fondern 
am Ende B deflelben wirkſam, jo wiirde die Ausdehnung 





, 


betragen. 

Es iſt alſo die Ausdehnung des Körpers in Folge feines Gewichtes, 
4 — A. nur halb fo groß als die, welche ein gleich, großes Gewicht 
am Ende des Körpers hervorbringt. 

Daſſelbe Gefeß gilt natürlich aud) für die Compreſſion A eines Körpers 
durch fein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen Falle an einem Ende des Körpers 
noch eine befondere Zug- oder Drudfraft P, fo hat man die entjprechende 
Ausdehnung oder 
— „@EmGl 
mtl FE 
wobei das obere a zu nehmen ift, wenn die Kraft P mit dem Ge— 
wichte G in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie dem Gewichte ent- 
gegengefegt wirkt. Im legteren Falle fällt natürlich die Ausdehnung Heiner 
aus, als wenn P die alleinige Zug- oder Drudkraft wäre. Es iſt hier fogar 
die Geſammtausdehnung oder Zufammendrüdung — Null, wenn 

a„G=P, wer G=yFl=2P, alſo 
— 2P 
yYF 
beträgt. 

Die Kraft P am Ende eines Körpers dehnt denjelben an allen Stellen 

> 


gleichviel, nämlich im Berhältniffe J — * aus, wogegen das Gewicht G 
im veränderlichen Verhältniſſe _ = 55 ausjpannt oder comprimirt. Es 


iſt folglich) das totale en an einer Stelle, welde um die 
Yänge x vom —— * Kraft P abjteht: 


h_ - (4 + 
Eu er r2) 5 E 
Wirkt die Kraft P mit G in gleidyer Nichtung, fo ift natürlich das Aus- 
dehnungs« oder —— am größten fir z — 1, und zwar: 


——— 
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dagegen am Heinften, und zwar: 
u pP 

1 FE 
fir & — 0, d. i. an der Stelle B, wo P angreift. 

Wirken P und @ in entgegengefjegten Richtungen, fo hat man zu unter 
jcheiden, ob 7 < — oder — alſo <P dr @ > P iſt. 

Ber Fy 

Im eriteren alle hi das Ausdehnungs- oder Gomprefjionsverhältnig 


r 
— *6 275 ein Maximum fir x — 0, und zwar — 75und 


2 
ein Minimum für 2 —1, und zwar — (5 — 9— — Im letzteren Falle 





iſt e8 für x — 0 ein poſitives Maximum Er und für z—1 ein nega- 
pP\ı pP 

ives © EEE, end ' — —. 

tives Maximum ( 5) 7 und es fällt dagegen für x Fr 


Null aus. 
Damit der Körper nur bis zur Elafticitätsgrenze gedehnt oder gepreft 
werde, darf das Marimum von dem Ausdehnungs- oder Compreffionsver- 


F P 
hältniſſe (5 * v2) höchſtens —= 6 — - oder einfacher, das Mari- 


pP 
mum von (= * yz) — T fein. Nun ift aber in dem Falle, wenn P 
mit @ einerlei Richtung hat, diefes Marimum 


Bern _P+6G 
u a Se a: 
P l 
daher ift aud) dann - 7 — — T, oder P—= F(T— pl) und folglich 


der entjprechende Querſchnitt 
vw .B_. 
T—yl 
wirken hingegen P und G ch est, jo hat man diefes Marimum 
entweder = — = oder — (v1 — F) 
und daher * entſprechenden Querſchnitt gleich dem größeren der u 
P P 
=7 und F = — — 
Setzt man in dieſen Formeln K ftatt 7, fo erhält man die Bedingungen 
des Zerreißens und Zerbrechens, alfo im erften Falle: 
P=F(K— pl) und im zweiten: 
entweder P= FK br P=F(pl—R). 





$. 208.] Die Zug, Drud- u. Schub-Elafticität u. — 353 
Für P — 0 hat man natürlich entweder: 


yi—T=0, all — oder: 
yi—K=0, de = 


je nachdem es bloß auf eine Spannung bi8 zur Clafticitätögrenze oder auf 

eine Trennung durch Zerreigen oder Zerdrüden des Körpers ankommt. 
Anmerkung. Das mechaniſche Arbeitsvermögen, weldes ein prismatifcher 

Körper in jih aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgedehnt oder zu— 


fammengedrüdt wird, ift auf folgende Weife zu ermitteln. Das Glement MN, 
ig. 316, deſſen Länge dr ift, wird durch das Gewicht YF'x des Körperjtüdes 


#ig. 316. BM nad und nad von O auf dA — Zn ausgedehnt, und es it 
daher die hierzu nöthige Arbeit: 
EN PEN ER a in Er 


MWenn man daher diefen Ausdrud — fo erhält man das 
M Arbeitsquantum für alle Stangenelemente von B bis M: 


2 F 2 F'x3 
L=y4 ne ey. 





und ei das jr ” ganze Stange: 





B an G?1 
— — — — 
A? * = a en =hzpE 56h 
4 wobei (nad $. 207) A = 1% FB die ganze Ausdehnung der Stange 


bezeichnet. 


Beifpiel. Wenn ein Bleidraht, deilen Feftigfeitsmodul K — 3000 Pfund, 
und Dichtigkeit, auf den Gubifzoll bezogen, y — 0,406 Pfund ift, vertical auf: 
gehangen ift, fo zerreißt derfelbe bei der Länge 

K 3000 
i= 7 Ye 73% Zell — 615 Fuß 


dur fein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmodul deflelben 7 —= 1500 Pfund, 
jo erreicht feine Ausdehnung die Glafticitätsgrenge bei einer Länge 

— T __ 1500 

1 7, 9,406 — 3694 Zoll — 308 Fuß, 
und iſt der Glafticitätsmodul diefes Drahtes, — 960000 Pfund, fo hat man die 
entiprechende Ausdehnung deflelben : 


T 1500 5.77 
i= — = — — — 0,57 ß 
E I, 96000 - 308 ET 0,0481 Buß 0,576 Zell 


Körper von gleichem Widerstande. Wird der Zug oder Drud $. 208 
P eines verticalen prismatifchen Körpers noch durd) das Gewicht E 
deſſelben anjehnlich vergrößert, fo hat man natitrlic) 

P+G=FT, vep=FT— G=F(T—1y) 

Weiebach' s Lehrbuch der Mechanik. I. 23 
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zu fegen, und hiernach den Querfchnitt F diefes Körpers durch den Ausdrud 
P 

F= 


zu beftimmen (vergl. $. 207). 

Hft diefer Körper, wie z. B. AB, Fig. 317, aus prismatifchen Theilen 
zufammenzufegen, jo fan man, um Material zu erfparen, jedem diejer Theile 

Sig. 317. einen nad) diefer Formel zu berechnenden Querſchnitt geben. 
Haben diefe Körperftücden die Yängen 7,, Ta, 7; u. f. w. umd 
fteigert fic) die Paft P durch die Gewichte F1 1,y, Fly, 
F3 1; y u. ſ. w. der Stücfe nad) und nad) auf P,, Ps, P; u.|.w., 
fo ift hiernach der erforderliche Querſchnitt des erften: 

P 


T—Iy 





ferner der des zweiten: 
En P, _ MAT 
Wer: Foo 
der des dritten: 
F3 = P Fr x u. I. w. 


T—hy T-hy 
Sind alle Stüde glei lang, ift alſo I — . —= I, x. —=1, fo hat 
man einfacher: 


a nr) 
IT T-, TT\T- 1)’ 


F Senn.) 
’ 7 T-y (T-hy T\T- 1)’ 
— — J T ) 
li —— T—Iy * 
alſo allgemein, den Querſchnitt des nten Stückes: 
pP T " 
. iv) 


3: 

Sollten alle Stüde einerlei Querſchnitt erhalten, fo wiirde derjelbe die 
Größe 
Tr == a (m) erhalten müſſen. 
Während in diefem Falle das Volumen des ganzen Körpers 

nPl 
T — nly 
ift, beftimmt fich dafjelbe in dem Falle, wo jedes Stüd feinen angemeffenen 
Querſchnitt Hat, durch die geometrifche Reihe: 


F= 


V=hfl= 
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=(FR FB 4 FH)l 


tt) | 


Nun ift aber (ſ. „Ingenieur“ Seite 82) die Summe der geometrifchen 
Reihe in der Parenthefe: 


Daher folgt: m): 


V = 5) - ı| = Mm F)T 
yıız—iy Y 
und das Gewicht des ganzen Körpers: 
G=(,— F)P. 
It die Pänge 7 eines Stückes fehr Hein, umd dagegen die Anzahl n der 
Stüde fehr groß, ſo kann man, wenn man nod) die ganze Yänge m! durd) 
a bezeichnet, genau wie in $. 194 fchließend, 


ml HN me _ 27) — 5* 
—— (7 er (1 Vor — 


ſetzen, wobei e — 2,71828..., die Grundzahl der natitrlichen Logarithmen 
bezeichnet, und es iſt hiernach: 


_P([ Tvw_ pP P%_„? 
r=7 (7) = u 
Te 
wobei F, —= 5. die Größe des anfänglichen Querſchnittes B bezeichnet. 
Annähernd ift aud): 


Mn = Bern ri], 


und dagegen: 
— ay ay ]: 
F=7|1+ (7) 


Das Volumen des aus vielen — Stüdfen zuſammengeſetzten Körpers 
ergiebt fic auf dem angezeigten Wege: 


=) 


annähernd: 


-7 +, +1&)] 


23* 
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wogegen das Volumen des Körpers mit gleihem Querſchnitt annähernd 


rl 


Die Formeln 


— PF und F„ — z — ) 
T 4 

gelten natürlich auch für jeden Körper wie AB, Fig. 318, und AB, 
ig. 319, mit ſich jtetig änderndem Querſchnitte. Um mit Hitlfe derjelben 
Fig. 318. Fig. 319. den Querſchnitt Fn für eine Stelle M und das von 
demjelben abgejchnittene Körpervolumen zu finden, 
hat man nur in diefen Formeln für a den Abjtand 
BM der gegebenen Stelle vom Angriffepunfte B 
der Zug- oder Drudfraft einzufegen. Die hierdurd) 
beitimmten Körper haben an jeder Stelle den der 
beftimmten Tragkraft entfprechenden Querjchnitt, und 
heigen deshalb Körper von gleihem Wider- 
jftande (franz. solides d’egale resistance; engl. 
bodies of uniform strength). Dieje Körper haben 
unter übrigens gleichen Verhältniffen das kleinſte 
Volumen, erfordern daher auc die Hleinfte Menge 
Material, und find deshalb im Allgemeinen die wohlfeiliten und vortheil- 
hafteften in der Anwendung. Bergleichen wir 3. B. einen folchen Körper 
mit einem prismatifchen, jo finden wir durch die obigen Näherungsformeln, 
daß derjelbe ein Bolumenerjparnig von 


; Pu — 7 ı zur 
m — _ — 
— A 5 — 64 


gewährt 








Anmerkung. Da die relative Ausdehnung oder Pe eines 


Körpers von gleichen Widerftande überall diefelbe, nämlich ao — = it, fo ſtei— 


gert ſich folglich die Gefammtausdehnung defjelben auf A = sa—=— a, während 


7 
E 
fie bei dem prismatifchen Körper nur die Größe 
‚_P+4Na_P+4G,T 
FE P+G E 
hat. 
Beifpiel. Welchen Ouerfchnitt muß ein 1000 Fuß langes ſchmiedeeiſernes 


Schahtgeitinge erhalten, wenn daflelbe außer feinem eigenen Gewichte noch eine 
Lat ? = 75000 Pfund zu tragen bat? Nimmt man jtatt des Tragmoduls 
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T = 18000 Pfund einen Sicherheitsmodul = — %00 Pfund an und fegt man 
das Gewicht eines Gubifzolles Schmiebeeifen: 


7,70 .61,75 __ 
=327321”7 0,2752 Bfund, 
fo folgt der gefuchte Querfchnitt: 
75000 __. 75000 


u — we en a — 13,16 Duadratzoll 


T—.ay — 3000 — 12000.0,2752 5698 
und das Gewicht des Geftänges: 
G = F.ay = 13,16. 12000 .0,2752 —= 43460 Pfund. 
Könnte man diefem Geftänge die Form eines Körpers von gleihem Widerſtande 
geben, fo würde man zum Fleinften Querſchnitte: 


zum größten: 
F, = 8,33. eo @7.1208 — 8,33 ..c%0® — 12,03 Quadratzoll, 
und das Gewicht des Seftänges: 
G.=V,y=(F.— F)T = (12,03 — 8,33) .9000 —= 33300 Pfund 
erhalten. 
Iſt der Glaftieitätsmodul des Schmiedeeifens, — 27’000000 Pfund, fo hat 
man folglich die Verlängerung des Geftänges im lesteren Falle: 
T 18000 .1000 __ 18 





= 70= zoo a7 5 u Br, 

und dagegen im erjteren: 
P+1,G, __ 75000 + 21730 „ _%730.8 _ .. 
PrG *" 75000 + a5u00 °® * 953 Ill. 


Ausdehnungs- und Compressionsversuche,. lm das Kflaftici- 
tätsgeſetz eines Stoffes vollftändig fennen zu lernen, ift nöthig, dag man 
möglichft lange prismatifche Körper aus demfelben durch allmälig zu ver 
größernde Gewichte nicht allein nach und nad) und bis zum Zerreißen aus- 
dehne, jondern auch nad) und nad) bis zum Zerdrüden zufammenpreffe, und 
daß man hierbei die durch jedes Gewicht bewirkte Ausdehnung oder Zuſam— 
—— beobachte. Giebt man dem zu unterſuchenden Körper eine ver— 
ticale Lage, ſo können dieſe Gewichte unmittelbar an dieſe Körper angehangen 
oder auf dieſelben aufgelegt werden und ſie geben dann unmittelbar die Größe 
der Zug- oder Druckkraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten experimentiren zu müſſen, zieht man es vor, die Gewichte mittels 
ungleicharmiger Hebel auf den Körper wirken zu laſſen, wobei dieſelben im— 
mer an den längeren Arm (a) angehangen werden, während das eine Ende 
des Körpers vom fürzeren Arme (b) — wird. Durch Multiplication 


des Gewichtes Gr mit dem Armverhäftniffe — z ergiebt fi) dann leicht die ent- 


fprechende Zug= oder Drudfraft P = 5 @. Auch wendet man mit Vor— 
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teil, namentlich; zur Erzeugung bedeutender Zug- oder Drudkfräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte hydraulifche Prefien an. Um die Größe der Aus 
dehnung. oder Zufammendrüdung beobadhten zu können, verfieht man entweder 
den zu unterfuchenden Stab in der Nähe von jedem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, oder man befeftigt an diefen Stellen auf demfelben ein 
Paar, vielleicht gar al8 Verniere vorgerichteter Zeiger, und um nicht nur die 
elaftifche, fondern aud) die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Anflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, fondern aud) nad) 
erfolgter Abnahme deijelben, und läßt auch gern inzwifchen mehrere Minuten, 
oder nad) Befinden einige Stunden Zeit verfließen, weil, zumal bei ftärferen 
Spannungen, die Ausdehnung und Zufammendrüdung nicht momentan, fon 
dern erft nad) Verlauf einer längeren Zeit einen gewiffen Werth annehmen. 
Die Ausmeflung diefer Entfernung erfolgt entweder durd) einen Stangenzir: 
fel oder mittel8 einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Cintheilung ; aud) 
wendet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in der Haupt: 
jache in einem an einem verticalen Stabe aufs und niederjchiebbaren Luft- 
blafenniveau (j. „Ingenieur“ ©. 234) befteht. 

Um die Compreffion an längeren Stäben beobachten zu fünnen, muß man 
diefe Stäbe während des Verſuches in eine vöhrenförmige Yeitung ftellen; 
auch find diefelben von Zeit zu Zeit einzufchmieren, damit fie fid) ohne Hin- 
derniß in diefer Yeitung verfchieben fönnen. | 

Kommt e8 nur darauf an, den Feitigfeitsmodul eines Körpers zu ermit- 
teln, fo fann man fich zu den Verſuchen Fürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreißungsverfuden wendet man Körper mit ftarfen 

Fig. 320. Köpfen, A und B, Fig. 320, an, 
welche genau in der Are durd)- 
bohrt find. Jede Durchbohrung 
erhält in der Mitte eine vingför- 
mige Schneide, damit der Körper 
mittels eines durchgeftedten Bol: 
zend CD und durd) einen die Enden diejes Bolzens ergreifenden Hafen 
FF genau in der Are gezogen werde. Bei den 
Zerdrüdungsverjuchen giebt man dem 
Körper A, Fig. 321, zwei parallele Grundflächen, 
und bringt denfelben zwifchen zwei Eylinder Bund 
C mit ebenfalls eben abgefchliffenen Grund— 
flächen; während num der abgerundete Kopf H 
des einen Cylinders von der preflenden Kraft 
ergriffen wird, ftitgt fich der andere Cylinder 
gegen eine ftarfe Fußplatte D, und gleiten 
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beide in dem Inneren eines Cylinders EF. Der Drud P auf den Kopf 
H des Stempeld B bejteht entweder in der Kolbenfraft einer hydraulischen 
Preije oder in der Kraft eines in der Figur nur zum Theil angegebenen 
einarmigen Hebel® LO. 
Während das Zerreifen eines Körpers in dem kleinſten Querfchnitte def- 
jelben erfolgt und fic) daher der Körper nur in zwei Stücke zertheilt, geht 
das Zerdrüden in der Kegel in fchiefen Flächen vor ſich, wobei der Körper 
in mehrere Stüde zerfällt. Prismatifche Körper zertheilen ſich hierbei vor- 
züglich in zwei Pyramiden, welche die beiden Grundflächen des Körpers zur 
Baſis und den Mittelpunkt deffelben zur Spige haben, und nächftdem in 
andere pyramidenähnliche Körper, deren Grundflächen die Seitenflächen des 
Ganzen ausmachen und deren Spigen ebenfalls die Mitte des Körpers ein- 
nehmen. Körper, welche nad) verfciedenen Richtungen ein verſchiedenes 
Gefüge haben, verhalten ſich natürlich anders; fo wird 3. B. ein Holzſtück 
durch eine Kraft, welche in der Richtung der Faſern deffelben wirft, dadurd) | 
jerdrüdt, dag im Heinften Querfchnitte defjelben eine wulftförmige Ausbie- | 
gung entſteht. | 
Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über $. 210 
die Ausdehnung und Elafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerftner | 
zu verdanken. Derjelbe verwendete zu den hierbei zu Grunde gelegten Verſu— | 
hen Eifendraht von 0,2 bis 0,3 Linien Die und bediente fich des in Fig. 
322 abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Fuß langen Zeiger CD, einem | 


Fig. 322. 
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Gegengewichte G und einem Laufgewichte 9. Der ungefähr 4 Fuß lange 
Draht EF' wurde am Ende E feftgeflemmt und mit dem oberen Ende um 
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einen Wirbel F gewunden, welcher ſich mittel8 einer Schraube S ohne Ende 
umdrehen ließ, wodurch natitrlid) dem Drahte jede beliebige Spannung gege— 
ben werden konnte. Die dadurch bewirkte Ausdehnung des Drahtes gab die 
Zeigerfpige D an einem eingetheilten Stabe AB vervierumdfünfzigfacht 
aa. Die jchneidige Are C des Hebels fowie der Wirbel F, um melde das 
obere Ende des Drahtes gewunden war, und die Schraube ohne Ende S 
zum Umdrehen des Wirbels find in Fig. 323 in größeren Maßſtabe be- 
Fig. 323. fonders abgebildet. Durch diefe Ber: 
fuche weift Gerftner nad, daß jede 
Ausdehnung die Summe von zwei Aus: 
dehnungen ift, wovon die eine (die ela= 
ftifhe Ausdehnung) nad) Abnahme 
des Gewichts verfchwindet, und die an- 
| dere (die permanente Ausdehnung) 
zurückbleibt, und daß in Folge deilen die 
Ausdehnung A fogar innerhalb der Elafticitätsguenze nicht genau der ſpan— 
nenden Kraft P proportional, fondern daß es angemeffen ift, die Formel 


— FE[$. 204 (4)] 
durch die Reihe 
2 
P=7|ı F J 4 — 
worin & und 4 Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erſetzen. 
Später wurden von Tagerhjelm fowie auch von Brir ausgedehnte 
Verſuche über die Elaſticität und Feftigfeit des Schmiedeeifens und Eifen- 
drahtes zur Ausführung gebradit. Beide Erperimentatoren wendeten zu 


ihren Verſuchen einen Winfelhebel ACB, Fig. 324, an, deſſen län- 
gerer Arm CB von dem auf eine Wagjchale W aufgelegten Gewichte G 


Fig. 324. 
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abwärts gezogen wurde, wodurd; der am fürzeren Arme CA angefchlofiene 
Eifenftab oder Draht DE beliebig gejpannt werden konnte. Bei dem Ap— 


parate von Brix betrug das Hebelarmverhältniß Ge — 1/gp, und ed war 


hier das eine Drahtende D mittels Kluppe, Hafen und Bolzen an den Arm 
CA und das andere Ende E auf gleiche Weife an eine Schraube S befe- 
ftigt, welche durch eine Kurbel K und mittel® eines Näderwerfes in Umdre— 
hung gefetst werden fonnte. Zur Angabe der Yängenausdehnung dienten zwei 
Nonten d und e, weldye an den Enden auf den Draht aufgejchraubt wurrden 
und über zwei in Biertellinien eingetheilten Scalen fg hinliefen. Nachdem 
man den Draht in den Kluppen eingeflemmt hatte, wurde die Wagſchale nad) 
und nad) mit größeren Gewichten beladen, umd bei jedem einzelnen Berfuche 
durch Drehung der Kurbel K des Näderwerfes, der Draht jo gejpannt, daß 
ji der Hebel von feiner Unterftügung erhob, und fich jo die Spannung des 
Drahtes mit dem Gewichte GE ins Gleichgewicht feste. Die Verſuche wur- 
den mit Drähten von 1°/, bi8 1'/, Linien Stärke ausgeführt und gaben 
für diefelben, wenn fie ungeglüht waren, im Mittel den Feftigkeitsmodul 
K — 94000 Pfund, und dagegen nad) dem Glühen, K — 62000 
Pfund. Der Efafticitätsmodul wurde dagegen für geglühten und ungeglühr 
ten Draht im Mittel E — 28’000000 Pfund gefunden; ferner ergab ſich, 
daß die Grenze der Elafticität erreicht wurde, wenn die Spannung bei 
ungeglühtem Draht 0,5 K und bei geglühtem 0,6 K betrug. Bei ftärferen 
Spannungen traten bleibende Ausdehnungen (Stredungen) ein, und es 
betrug die ganze Ausdehnung im Augenblide des Zerreißens bei ungeglüh— 
tem Drahte 


1 
7 > 0,0034, und beim geglühten 7 — 0,0885, aljo 26mal fo viel. 


Bei dem Apparate von Yagerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durch eine hydraulische Prefje, deren Kolbenftange das Ende des Eifenjtabes 
ergriff. 

Zu diefen Verfuchen verwendete Pagerhjelm verfchiedene Eifenftäbe von 
36 Zoll Yänge mit freisrunden und quadratifchen Querſchnitten von !/, Zoll 
u. ſ. w. Seitenlänge. Denfelben zufolge ift im Mittel der Elafticitätsmobul 
des ſchwediſchen Schmiedeeiſens: 

E —= 44'000000 Pfund, 
der Feſtigkeitsmodul 

Rz = E — 88000 Pfund, 
und der Tragmodul 


1 ’ 


362 Vierter Abſchnitt. Erſtes Gapitel. 18. 210. 


Wertheim ließ bei feinen Berfuchen über die Elafticität und Cohäfion 
der Metalle die zu unterſuchenden Drähte frei herabhängen, und befeftigte an 
denfelben einen Gewichtskaſten, weldyer mittels Fußſchrauben auf dem Fuß— 
boden ruhen konnte. Um den Draht durd) die in den Kaſten gelegten Ge— 
wichte anzufpannen, wurden die Fußſchrauben fo weit herumgedreht, bis der 
Kaften zum Schweben kam. Zur Ausmittelung der Ausdehnungen des 
Drahtes diente ein Kathetometer. Dieſe Verſuche wurden unter jehr ver: 
ichiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eiſen, Stahl, 
Meſſing, Zinn, Blei, Zink, Silber u. f. w., angeftellt. Die Hauptergebnijle 
diefer Verfuche find in der folgenden Tafel ($. 212) enthalten. 

Der Apparat, womit Fairbairn feine Feſtigkeitsverſuche angejtellt hat, 
befteht in der Hauptfache im einem ftarken ſchmiedeeiſernen Hebel oder Wag- 
balfen AC D, Fig. 325, deſſen Stügpunft D von einem ſtarken Bolzen 
F feftgehalten wird , weldyer von unten mitteld einer Schraubenmutter höher 


Sig. 325. 





oder tiefer geftellt werden fan. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußſtück 
HH, durd) welches F' hindurd) ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterfuchende Eiſenſtück ZM war mittel® einer Kette an dem auf den Säu— 
len TT ruhenden Träger KK aufgehangen und durd Bolzen und Ringe 
mit der Scheerre C de8 Wagbalfens A CD verbunden. An dem langen 


$. 211.] Die Zug-, Drud- u. Schub>Glaftieität u. Feſtigkeit. 363 


Arme des legteren hing nicht bloß ein größeres conftantes Gewicht G, fon- 
dern auch eine Wagichale N zur Aufnahme Fleinerer Gewichte; zur Unter: 
jtügung des Hebeld von unten diente der Bolzen X und zum Aufheben 
dejielben ein Seil O P, weldjes oben über eine Yeitrolle lief und ſich unten 
auf die Welle W einer Winde U YZ wideln ließ. Nach dem Auflegen der 
Gewichte ließ man durd) langfames Umdrehen der Kurbel U das Hebelende 
E allmälig herab, bis endlich das zu prüfende Eifenftüf durd) @ und die 
Gewichte N allein gefpannt wurde. 


Anmerfung. Gerſtner's Verſuche über die Glaftieität der Gifenprähte 
u. ſ. w. find abgehandelt in Gerſtner's Medanif, Bd. I.; über die Verfuche von 
Lagerhjelm ift nachzuleſen die Pfaff'ſche Ueberjegung der Abhagdlung: Verſuche 
zur Beitimmung der Dichtigfeit, Gleichartigfeit, Elaſticität, Schmiedbarfeit und 
Stärfe des Stabeifens u. f. w. von Lagerbjelm (Nürnberg 1529), und über die 
Berfuche von Brir madt die nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung über die 
GSchäfions- und Glaftieitätsverhältniffe einiger bei Hängebrüden in Anwendung 
fommenden Gifendrähte (Berlin 1837). 

Die Verfuhe von Wertheim über die Glafticität und Gohäften der Metalle 
u. f. w., fowie auch über Glas und Holz werden in Boggendorff’s Annalen 
der Phnfif und Chemie, Ergänzungsband II., 1845, abgehandelt. Die Glafticitäts- 
model der genannten Körper find hier nicht allein durch Ausdehnungs:, fondern 
auch durch Biegungs: und Schwingungsverfuche beftimmt. Meber Fairbairn's 
Keftigfeitsverfuche it in deflen Useful Informations for Engineers nachzuleſen. 


Eisen und Holz. Die ausführlichjten Verfuche über die Efafticität und | 


Feſtigkeit des Guß- und Schmiedeeifens find in der neueften Zeit von Hodgkin— 
jon angeftellt worden; durch fie hat man erjt die Gefege der Ausdehnung 
und Zuſammendrückung diefer in der praftiichen Anwendung fo jehr wichti- 
gen Stoffe vollftändig kennen gelernt. Obgleid) hiernach das auf verjchiedene 
Weife erzengte Eifen ziemlich verfchiedene Elaſticitäts- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt hat, jo iſt e& doch möglich, das Verhalten diefes Körpers in Hinſicht 
auf Ausdehnung und Comprefjion durd) Curven auszudrüden. 

Diefen Berfuchen zufolge ift für Gußeiſen (franz. fonte; engl. cast- 
iron) im Mittel, und zwar fowohl für Ausdehnung als auch für Compref- 
jion, der Elaſticitätsmodul 
E — 1,000000 Kilogramm, bezogen auf den Querjchnitt von 1 Quadrat— 

centimeter, und folglich 
E — 13,68 . 17000000 = 13’680000 Pfund, bezogen auf 1 Quadrat: 
zoll Querſchnitt. 

Ferner ift die Ausdehnung bei der Elaſticitätsgrenze: 

ER 
1 1500 
Diefer Ausdehnung entfpricht der Tragmodul 
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1000000 — 
——— 866⸗ Kilogramm oder 
13’680000 
— 750 — 9120 Pfund. 
Die Compreffion bei der Elafticitätsgrenze ift dagegen : 
— 
750 
daher der Tragmodul des Zerdrückens: 
1000000 13’680000 
= = — — = P 
T, 760 1383 Kilogramm 750 18240 Pfund 


Der Feſtigkeitsmodul fiir das Zerreißen ift durch diefe Verfuche gefunden 
worden: 

K = 1300 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen der fir das Zerdrücken: 

Kı = 7200 Kilogramm — 98500 Pfund. 
Es ift alfo beim Gußeiſen die Feftigfeit de8 Zerdrüdens über 5"/,; Mal fo 
groß ald die des Zerreißens. 

Fir das Schmiedeeifen (franz. fer; engl. wrought-iron) ift ferner 

ſowohl bei Ausdehnung als bei Zufammendrüdung im Mittel 

E — 2’000000 Kilogramm — 27'400000 Pfund, 


und die Clafticitätsgrenze ungefähr bei 6 — —E En ‚ daher ber 
Tragmodul 
’ 
= a — 1333 Kilogramm — 18235 Pfund. 


Endlich hat ſich der Feitigfeitsmodul fiir das Zerreigen des Schmiedeeifens 
K = 4000 Kilogramm — 54700 Pfund, 
und für das Zerdrücken 
K = 3000 Kilogramm — 41000 Pfund ergeben. 

Es ift alfo der Klafticitätsmodul de8 Schmiedeeifend ungefähr dop- 
pelt fo groß als für das Gußeiſen, und während fir das Zerreißen der 
Teftigfeitsmodul des Gußeifens ungefähr nur ein Drittel von dem des 
Schmiedeeiſens ift, beträgt dagegen für das Zerdrüden der Feſtigkeitsmodul 
des Gußeifens ungefähr zwei umd ein halb Mal fo viel als der des Schmiede» 
eifens. Dieſe Elafticitäte- und Feftigfeitsverhältniffe des Guß- und Schmiede: 
eifens find durch die graphiſche Darftellung in Fig. 326 vollftändig vor 
Augen geführt. Dom Anfangspunfte A aus find auf der rechten Seite der 
Abſciſſenare X X die Ausdehnungs- und auf der linken die Compreſſions— 
fräfte in Taufendpfunden, und zwar pr. Duadratzoll Querſchnitt, angegeben, 


während die obere Hälfte der Drdinatenare V Ybdıe entjprechenden Ausdeh—⸗ 
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nungen und die untere die Zufammendrüdungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß die Curve des Gußeifens auf der Seite der Comprefjion 
und die des Schmiedeeifens auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er- 
ftredung hat; aud) bemerft man, daß diefe Curven in der Nähe des Anfangs- 
punftes A nahe gerade Pinien bilden. 
fig. 326. 
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Da nächſt dem Eifen vorzüglich noch das Holz (franz. bois; engl. wood) 
am häufigften in Anwendung kommt, jo find in der Figur noch die Elafti- 
citätsverhältniffe des Tannen-, Buchen- und Eichenholzes u. ſ. w. durch eine 
Curve graphifch dargeftellt. Es ift für diefe Holzarten im Mittel der Elafti- 
citätsmodul: 

E — 110000 Kilogramm — 1’500000 Pfund; 
ferner die Elafticitätögrenze bei 6 — a der Länge, daher der entſprechende 
Tragmodul: 
110000 


— oo > 180 Kilogramm — 2500 Pfund. 
Endlich, ift der Feftigkfeitsmodul für die Ausoehnung: 
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K — 650 Kilogramm — 8900 Pfund, 

und dagegen fir die Compreſſion: 
K,= 450 Rilogramm — 6200 Pfund. 

Das Verhältnig der Klafticitätsmodel 150 : 1368 : 2740, annähernd 
—1:9:19, zwifchen dem Holze, Guß- und Schmiedeeifen ift im der 
Figur durd) die Subtangenten ab, ac und ad ausgedrüdt. 

Fig. 327. 
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Die Arbeitsmodul A — Y,0T für die Elafticitätsgrenze drücken die 
Dreiefe Aab, Aa,c, und Aa, d, aus, welde die Inhalte der Heinen 


J > BEREE. Z ei 
Ausdehnungsverhältniffe 6 — Aa — 500 und 6 —= Aa, — 1500 
(annähernd) zur Grundlinie haben. Es ift dem Obigen zufolge, für Holz 

seht .. 180 — 0,15 Silogrammcentimeter 


1 
— 1— — — 
— 1/2 2500 = 2,08 Zollpfund, 


für Öußeifen: 
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Am!» 7 — 9 607 = 0,222 Kilogrammcentimeter — 3,04 Zollpfund, 
und fiir Schmiedeeifen: 
— — 0,444 Kilogrammcentimeter — 6,08 Zollpfund. 
> 


Um die Arbeitsmodel für das Zerreißen und fir das Zerdrücken beftim: 
men zu können, ift eigentlich eine vollftändige Keihe von Ausdehnungs- und 
Compreſſionsverſuchen nöthig, da diefe Model durch die Quadraturen (ſiehe 
Artikel 29 der analyt. Hilfslehren) der vollitändigen Gurvenzweige ſowohl 
auf der einen als aud) auf der anderen Seite der Ordinatenare ausgedrückt 
werden; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiede- 
eifens und bei der Compreſſion des Gußeifens, da den Veränderungen diejer 
Körper Curven zufommen, die von geraden Linien bedeutend abweichen. 


Beim Holze ift die Ausdehnung und Compreſſion im Augenblicke des 
Zerreißens und Zerdrückens zu wenig befannt, als daß ſich für daſſelbe mit 
einiger Sicherheit die Arbeitsmodel deijelben fiir das Zerreißen und Zer— 
drücken angeben ließen. Behandelt man die entiprechenden Curven als gerade 
Linien, jo erhält man den Arbeitsmodul des Zerreißens: 


B=! — — —— rammeentimet —36,1 Zollpfd 

7 Tom og centimeter ‚I Zollpfd. 

und dagegen den des Zerdrüdeng: 

B, =! — — N. : timeter — 12,7 Zollpfd 
=bz='"h good grammcentimeter — 12,7 Zollpfd. 


Für das Zerreißen des Gußeifens fann man die Ausdehnung 9, 
— 0,0016 und die mittlere Kraft 560 Kilogranım annehmen, fo daß für 
dafjelbe der Arbeitsmodul des Zerreißens: 

B = 0,0016 . 650 — 1,04 Silogrammcentimeter — 14,2 Zollpfund 
zu jegen ift. 

Für das Zerdrüden des Gußeifens möchte dagegen die größte Zufammen- 
drückung 6, — 0,008, und die mittlere Comprefjionsfraft — 3600 Kilo- 
gramm zu jegen fein, jo daß der entiprechende Arbeitsmodul des Zer- 
drüdens 

B, = 0,008.3600 — 29 Kilogrammcentimeter — 397 Zollpfund 
folgt. 

Für dag Zerreißen des Schmiedeeifens läßt fih im Mittel 6, 
— 0,008 umd die mittlere Kraft 3000 Kilogramm, folglich der entfprechende 
Arbeitsmodul 

B = 0,008.3000 — 24 Silogrammcentimeter — 328 Zollpfund 
ſetzen. 

Für das Zerdrücken deſſelben ift dagegen 6, nur — 0,0018 und das 
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Kraftmittel — 1309 Kilogramm anzunehmen, daher der zugehörige Arbeits- 
modul: 
Bi = 0,0018.1300 — 2,34 Kilogrammcentimeter — 32 Zollpfund. 


$. 212 Erfahrungszahlen. In folgenden Tabellen I. und II. find die mitt- 
(even Werthe der Elafticitäts-, Trag- und Feftigfeitsmodel fir die im Bau— 
weſen am häufigften angewendeten Stoffe aufgeführt. Die erfte Tabelle 
bezieht fi) auf Zug- und die zweite auf Druckkräfte. 
Die in der zweiten Verticalcolumne diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


relativen Ausdehnung 0 — ; bei der Elaſticitätsgrenze drüden auch das 


Verhältniß zwiſchen den in der vierten und dritten Columne aufge— 
führten Werthen von 7 und E aus. In der praktiſchen Anwendung belaſtet 
man die Körper entweder nur mit — T, z. 2. 1, T bis !/, T, oder man 


beftimmt die Querſchnitte F derjelben, indem man in der Formel 
P 


K 
ftatt X, für Metalle den Sicherheitsmodul — K= 1/, K, fir Hol; 


und Stein denſelben — !/ıo K, und für Mauerwerk nur — !/go K, da- 
gegen fiir Seile 1/,; K bis 1/, K einjegt. 


Die oberen Zahlen in einer Parentheje ' ' geben die Model in Kilo- 


grammen an, und jegen einen Querjchnitt von 1 Duadratcentimeter voraus; 
die unteren Zahlen drüden die Model in Zoll- oder Neupfund aus, und 
beziehen diejelben auf den Querſchnitt von 1 Duadratzoll. 


Anmerfung. Die in diefer Tabelle angegebenen Model für Metalle beziehen 
fih auf unausgeglühte Metalle. Bei ausgeglühbten Metallen (franz. met. 
cuits; engl. annealed met.) ift zwar in der Regel der Glafticitätsmodul der: 
felbe wie bei den nicht ausgeglühten Metallen, dagegen ift der Keftigfeitscoefftcient 
des Zerreifens ausgeglühter Metalle meiſt um 30 bis 40 Procent Feiner ale 
der unausgeglühter Metalle. Der gehärtete und angelafjene Stahl (franz, 
acier tremp& et recuit; engl. tempered and annealed steel) hat zwar eben: 
falls denfelben Glaftieitätsmodul als der ungehärtete Stahl, dagegen iſt fein Trag— 
modul oft um 20 bis 30 Procent größer als beim gehärteten Stahl. Da wo es nicht 
befonders erwähnt wird, find die angegebenen Movel für Metalle an Drähten beſtimmt 
worden, die durch das Ziehen eine härtere Kruite erhalten als gehämmerte oder gar 
gegofiene Metallitäbe. Bei einigen Stoffen, wie bei dem Holze, dem Eifen und 
den Steinen, find die Elaſticitäts- und Feftigfeitsmodel fo verfchieden, daß fie aud 
in befonderen Fällen 25 Procent größer oder Feiner fein können als bier ange: 
geben wird, 
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zcbeile 5 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug. 
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Elaſtieitäts⸗ 
modul EM. 


Ausdehnung 
Namen 1 
der — — 
Körper. bei ver Glaiticitäte- 
grenze. 





Sußeifen 


Schmiedeeiien, 
in Stäben 


—— — 0,000667 


—— — 0,000667 


$ 13'680000 
t 17000000 
$ 27'000000 
! 17970000 


( 30'000000 | i 


— GE. 
Arbeitsmodul 


A—! 
bei ver Ela 


Tragmodul 


2 




















in Dräbten . . - Im” 0,001000 ; 2'190000| 2190 

in Blechen 1360 — 0,000800 sense me. 
Deutiher Stahl, ge | 1 — 0.001198 $ 28’000000 | 33600 

bärtet u.angelaflen | 835 ’ ! 2’050000 | 2460 
Seiner Gußftahl . | = 0,002222 |} pe je 
Kupfer, gehämmert . 0 — 0,000250 H a nn 
Kupferbleh . - - — — 0,000274 en Be 
Kupfertrabt . . - - _ — 0,001000 (ao ES 
inf, geſchmolzen . - n. — (0,000241 H on nn 
fin Tao = 000758 |; "aoooo| 185 
Meſſingdraht 25 — (0,001350 ' nn. eo 
en | 1a = 0000020 "non en 
Bei... 1a = 0,00210 | an a 
Bleidraht . — 0,000667 h ae = 


Werebach 8 Lebrbuß der Medamif 1 


470 | 


oT 
Acitäte- 
grenze. 


3,04 
0,222 
6,08 
0,44 
15,0 
1,10 


0,47 
0,034 
0,56 
0,041 
8,25 
0,605 
0,377 
0,029 
2,53 
0,184 
12,3 
0,90 
1,88 
0,136 
15,10 
1,10 
2,13 
0,16 


24 





N 
| 


Feſtigkeitsmodul X, 
des Zerreißens. 







17800) 
1300 
56000) 
4090| 
85000 ) 
62105 
45000, 
3290| 
112006) 
8190f 
140000 , 
10230\ 
32500) 
2380| 
29000) 
2140$ 
58000) 
4240| 
7200) 
5261 
17000 ) 
1242| 
50000; 
3654 
35000 } 
25608 
1780) 
1301 
3000, 
220f 


370 










Namen 
der 
Körper. 


Buchen:, Eichen-⸗, Fich: 
ten, Kiefernz, Tanz 
nenholg, in der Nich- 
tung der Kafern . 


Diefelben Helzarten 
in radialer Richtung 
zu den Jahresringen 

Diefelben Holzarten 


parallel zu ven Jah: 
resringen 2...“ 


Schwache Hanffeile . 
Starke Hanfieile . - 
Drabtfeile. ». - +» 


Rettentaue 2... 


Lederriemen(von Kuh⸗ 
leder) 


Ginfach genietetes Ei⸗ 
jenbleb . ».. 


Vierter Abfchnitt. 


bei der Glaiticitäte: 


grenze. 





Erſtes Capitel. 
Die Model der Elafticität und Dal beim Zug (Fortiegung.) 
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S 
L-) 
I 
= 


E 
— 
ke} 
E 
2 
3 
2* 
* 


6100 
440 
15150 
1100 
18000 
1300 
36500 
2700 


2500 
1800 







2,10 
0,15 
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Feitigfeitsmodul K 
des Zerreißens. 





4800, 
350| 


200 
37000) 

27005 
46500) 

3400) 
27300) 
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Tabelle I. 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Drud. ⸗ 








5 Ausdehnung — 488 a, E 
Namen 2 2: = 
u — Glaſtieitats- 3 > — Fi 
u 
Körver. beider Glafticitätg, | Modul E | 7 N 212%» E * 
2581234 — 
grenze. NZ 2 
2 2 
—1 13’500000 | 18000 12,0 100000 
Gußeiſen. 2... — — 0,001333 
ußeiſen Talea I 990000 | 1320| 0,88 » 73108 
— I _ $ 27’000000 | 18000 | 6,0 30000) 
Sqwirberifen . . | 1505 = 0000667 | | 11970000 | ıs20| oe& | 22008 
_ 1 $ 15'000000 | 3750 0,47 56000) 
PERF RER ——  0,000250 j 
Kupfer ET 09 ' 17100000 | 275] 0,089 | 4100) 
x 10000 
Nein 22... — I — * 
eſſing | 231, 
Be — — = za Ban 
t 510) 
Holy, in der Rich— | = 
tung der Faſern .. — — — = | 130) 
>17 ( — * zu — has 
afal t 1970$ 
j x _ — — — |g soo 
Gneiß und Granit 
J.— — — — we Dr 
Kalkſtein ke I 3655 
4000 
Sanditein. » ... DE == — — 
Sandſtein | { 202% 
800) 
Ziegelftein ... . — * F — 598 
500 
Sekl ». 2... — = ——— — 
örtel | ı 378 


Beifpiel 1. Welden Querſchnitt foll ein 1500 Fuß langes fchmiedeeifernes 
Geitänge erhalten, welches durch eine Lait von 60000 Pfund gefpannt wird? Ohne 
Nüdfiht auf das Gejtänggewicht wäre, wenn man eine Spannung von = 
= %00 Pfund pro Duadratzoll zuläßt, der nöthige Duerfchnitt A’ 8 
= 6,67 Quadratzoll; mit Rückſicht auf das Geſtänggewicht aber wäre, da 1 Cu— 
bifzell Schmiedeeifen das Gewicht y — 0,275 Pfund hat, 


91? 


s. 213 
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60000 60000 6000 
F 9000 — 1500.12.0275 — 9000 — 4950 = 705 — 14,8 Duadratzoll. 
Das Gewicht diefes Geftänges it @ = Fly — 4950.14,8 — 732360 Pfund, 
und die Verlängerung deſſelben durch die Zugfräfte P — 60000 Pfund umd 
G — 73260 Pfund, 
„_ (PH _ _96630.18000 _ 173934 
= FE 5 14,8. 27400000 40552 
Beiſpiel 2. Wie ſtark ſind die Grundmauern eines außen 60 Fuß langen und 
40 Fuß breiten und 35 Millionen Pfund ſchweren Gebäudes aufzuführen, wenn 
man hierzu gut bearbeitete Gneißſtücke verwendet. Setzen wir die geſuchte Mauer— 
dicke x Fuß, fo fönnen wir die mittlere Länge der Mauer 60 — x und die mittlere 
Breite derfelben 40— x, alfo den mittleren Umfang 
2.60 — ce +0 — zz) = 20 — Ar 
und folglich die Grundfläche des ganzen Mauerwerfes 
(200 — 4 2) x Duadratfuß = 144. (200 — 4 x) x = 576 (50 — x) x Quadratzoll 
annehmen, 
Der Feitigfeitsmodul für das Zerbrüden des Gneißes ift nach der Tabelle 
8000 Pfund, nimmt man daher für die Mauer aus demfelben 20fahe Sicher: 


heit an, ſetzt man alfo den zuläffigen Drud auf den Ouadratzoll — 400 Pfund, 


ſo iſt daher zu ſetzen: 
400. 576 (50 — x) x — 35'000000, 


- 4,29 Zell. 


woraus nun 
Br — 22 — 1519, 
und fchlieglich die gefuchte Mauerdicke 


2 
2 = meter — 3,04 + = — 3,22 Ruß folgt. 


Schubfestigkeit. Die Schubfejtigfeit oder der Widerftand des Ab- 
drüdens oder Abſcheerens (franz. resistance par glissement ou cisaille- 
ment; engl. strenght of shearing), wobei die Trennungsfläde in die Rich— 
tung der Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfeftigfeit zu beurteilen. Man 
hat e8 hier mit der Zuſammenwirkung dreier Paraflelfräfte P, Q und AR, 
Fig. 328, zu thun, wobei die Angriffspunfte A und C von zwei derjelben 
(P und R) einander jo nahe Liegen, daß eine Biegung des zwiichenliegenden 
Stüdes A C nicht möglich ift, und daher eine Trennung zwiſchen A und €, 
und zwar in einer Fläche DD rvechtwinfelig zur Are des Körpers, erfolgt. 


Fig. 322. Fig. 329. 


R 
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Der Widerftand des Abfchiebens ift, wie der des Zerreißens und der des 
Zerdrüdens, dem Querſchnitte des Körpers oder vielmehr der Größe der 
Trennungsfläche F' proportional, und läßt ſich beim Schmiedeeifen fogar 
annähernd dem des Zerreißens gleichjegen, fo daß alfo der Modul K ber 
Zugfeftigfeit auch als Feftigfeitsmodul für das Abfchieben gelten, und folglich) 
die Kraft zum Abfchieben bei dem Querſchnitte F 


P= FE 
gejegt werden kann. Allgemein ift aber 
P= FA, 


wobei K, den durd) Verſuche zu ermittelnden Widerſtand des Abſchiebens oder 
Abſcheerens pro Flächeneinheit bezeichnet. 


Die Elaſticitätsformel P — : FE=6FE für Zug: und Druckkräfte 
läßt ſich auch auf die Schubfraft P, Fig. 329, anwenden, nur bedeutet hier 
-22 der Berfchiebung CA zur Länge oder dem Abftande 


CB der Kraftrichtungen AP und ER von einander; jedoch it für Z eine 
durch befondere Verſuche zu ermittelnde Erfahrungszahl C einzufegen. 

Folgende Tabelle III. enthält die bis jegt befannten Elaſticitäts- und 
Feitigfeitsmodel (C und K,) entfprechend den Formeln P= ı FC und 
P, = FK, für die Schub- oder Scheer-Elafticität und Yeltigfeit. 


6 das Verhältnig ı — 


Sabeille OL 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Schub (des Abjcheerens). 


— — — u nn gg un nn EEE nn 





Feſtigkeitsmodul K’. 





Namen der Körper. Elaſticitätsmodul C. 





Gußellen . >22 * — 2 | 
ESchmieteeiien - > > 2. H an —* 
Feinet Sußftahl » » - => 2m. N on "65008 
RP 0 ' on ( I 

> EEE Toon I m 

— 00 nt 
ROM 24.4 0 H — 


Gewohnlich nimmt man C = '„Eun K,—=K an. 
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Die Formel P-FM/, findet vorzüglich ihre Anwendung bei Beſtimmung 
der Stärke d der Bolzen und Nieten, wodurch Bleche und andere plattenförmige 

Fig. 330. Fig. 831. Körper mit einander verbunden wer- 
den. Es finden bei diefer Berbin- 
dung der Hauptjache nach zwei Fälle 
ftatt; entweder werden die zu ver: 
bindenden Vlechenden AB und CD, 
Fig. 330, über einander geplattet, 
und durd; Nieten oder Bolzen NN 
und? OO, zufammengehalten , oder 
es werden, wie Fig. 331 vor Augen 
führt, die Blechenden AB und AC 
ftumpf zufammengeftogen, mit ge 
lochten Pafchen DD und EE bededt, 
und durdy Nieten NN und OO feſt mit einander verbunden. Bei der erfte: 
ven Berbindungsweife geht die Zugkraft in dem einen Bleche vermittels eines 
Kräftepaares auf das andere Blech iiber, wodurd) beide Bleche außer der 
Dehnung auch noch eine Biegung erleiden, und folglidy an ihrem Tragver— 
mögen verlieren; es ift daher die zweite Verbindungsart, wo dieſes Kräftepaar 
nicht hervor= und folglich auch feine Biegung eintritt, die beffere. 

Da die verbundenen Blechenden und Blechlaſchen durch die Nieten- oder 
Bolzenföpfe mit einer nicht umbedeutenden Kraft auf einander drüden, fo 
wird durch die daraus entipringende Reibung der Zufammenhalt der Kör- 
per noch anſehnlich verftärkt. Der Sicherheit wegen läßt man jedod) diefe 
Wirkung bei der Beftimmung der Nietenftärfe außer Acht. Auf der anderen 
Seite wird aber die Tragkraft der Bleche durch die Lochung für die Nieten 
oder Bolzen vermindert, und es ift daher dafiir zu forgen, daß dieſe Kraft 
nicht von der Tragkraft der Nieten übertroffen werde. 

ft d die Stärke einer Niete und v die Anzahl der Nieten bei einer Blech— 
verbindung wie Fig. 331, jo hat man die Trag- oder Zugkraft derfelben: 





ift dagegen 5 die Breite und s die Dice der zu verbindenden Blechftüde, fo- 
wie v, die Anzahl der Nieten neben einander, jo hat man den die Kraft P 
ze Querſchnitt des Bleches: 


— 6 — vd) s, und daher u) P= (b — vd) s 5. 


wo K den Feſtigkeitsmodul des Eiſenbleches bezeichnet, ſo daß demnach 
2 
ne. K: = (b — vd) sK, oder 


4 
— ud 
. — — ————— — zu ſetzen iſt. 
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Beim Pochen der Bleche ift jedenfalls auc, der Widerftand des Ab— 
jhiebens zu überwinden, nur hat man es hier nicht mit einer ebenen, fon- 
dern mit einer cylindrifchen Trennungsflähe zu thun. ft s die Blechſtärke 
und d der Durchmefjer des Loches in dem Bleche, fo hat man den Inhalt 
der Trennungefläce: 

F=nds, 
und folglich die Kraft zum Durchlochen: 

P=FK,= zdsä. 
(Vergl. den „Givilingenieur“, Band I., 1854, und zwar John Jones’ 
Verſuche über den Kraftbedarf zum Lochen von Eiſenblechen, von G. Bor- 
nemann.) 





Beiipiele. 1) Eine eiferne Niete von 14, ZU Stärfe trägt mit Sicherheit, 
wenn A, — N, .4800 — 300 zum angenommen wird, die Yajt 
12 | IWW: j 
PP = ——K R,= =7T (> * 800 — * — 1414 Pfund, 
und das ER des hierzu nöthigen Eoches macht, wenn das Gifenbleh Y, Zul 
dick iſt, die Kraft 


Mas. er 


nothig. 

2) Sind zwei Blechſtücke durch eine Meibe von Nieten mit einander zu verbin⸗ 
den, fo iſt bei der Stärfe s des Blcches für die nothige Breite db deſſelben auf je 
einen Bolzen: 





:450) — 36V) an — 11310 Pfund 


. 
* 


wc 
10] — 


(b—d)s = zu feßen, felglich 


I a(ı 4 D 
z. B. — an ne ” N 


rind 194 mir b\=. Bu * *5 Ku m 5 7 ſoee 19 


rrırl 


— — — — 


Zweites Capitel. 


Die Biegungs-Elaftieität und Feftigfeit. 


Biegung. Der einfachſte Fall der Viegung eines Körpers ABC, dige 


332 (a. f. S.) tritt daun ein, ‚wenn, dieſer Körper ‚von, einer Kraft ALP 
ergriffen wird, deren Richtung. noxmal zur Are A B,deflelben ſteht, während 
es in zwei Punkten 2 ud GC feitgehalten wird, Sud; 2,918 7, die Entfernungen 


Rn ” 
Ne 4 
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CA und CB der Angriffspunfte A und B von dem mittleren Stutz- oder 
Angriffspuntte C, jo hat man dann die Kraft in B: 
Pl 
Q — A 
1 
und folglich die Mittelfraft: 
I 
R=P+ = t I u)? 
Fig. 332, i 


Fig 333. 





Will man die Biegung der einen Hälfte des Körpers verhindern, ſo muß 
man zwiſchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einſchalten, oder 
den Körper längs BC feftflemmen oder einmauern, wie Fig. 333 vor 
Augen führt, und es bleibt dann nur noch die Biegung des freien Stückes 
A C des Körpers zu unterfuchen übrig. 

Segen wir zumächft einen prismatifchen Körper voraus, und nehmen wir 
an, daß derfelbe aus über- und nebeneinanderliegenden Längenfaſern zuſam— 
mengejegt fei, die während der Biegung weder ihren Parallelismus verlieren, 
noch fid) an einander verjchieben. 

Bei diefer Biegung werden diejenigen Faſern, welche ſich auf der converen 
Seite des Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche der concaven 
Seite defjelben näher liegen, zuſammengedrückt, während eine gewiſſe mittlere 
Safernichicht, die fogenannte neutrale Axenſchicht (franz. couche des 
fibres invariables; engl. neutral surface of a deflected beam), weder eine 
Ausdehnung noch cine Zuſammendrückung erleidet. Die Ausdehnungen und 
Zufammendricdungen der verfchiedenen Faſern über und unter der neutra- 
len Axenſchicht jind den Abftänden von diefer Schicht proportional; es 
nimmt folglih von diefer Are oder Arenfchicht aus die Ausdehnung der 
Faſern nach der einen Seite und die Zuſammendrückung derjelben nad) der 
anderen hin allmälig zu, jo daß alfo die von diefer Schicht am meiſten ab: 
jtehenden Faſern einerſeits die größte Ausdehnung und andererfeits die größte 
Zufammendrüdung erleiden. Ein vor der Biegung von den Querſchnitten 
KL und NO begrenztes Stüd des Körpers AKB, Fig. 334, nimmt 
durch die Biegung die Form KLO,N, an, wobei der Querſchnitt NO in 
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N, O, übergeht, nämlich feine parallele Yage zu KL verläßt und ſich wie 
KL rechtwinkelig auf die neutrale Are RS ftellt. Die Fafernlänge K N 
Fig. 334. geht Folglich Hierbei im 

' KN\,, die Faſernlänge Z O 

in Z O, über; e8 wird alfo 
die erftere um N N, ver- 
längert und die lettere um 
5 00, verfürzt, während die 
Ss Fafer RS in der neutra- 
len Are ihre Pänge unver— 
ändert behält. Zwiſchen— 
liegende Faſern wie TU, 
VW u. ſ. w. gehen in 
TU, und VW, über, 
wobei fie fic um die Grö— 
gen UV, WW u. ſ. w. 
ausdehnen und comprimi= 
ren, welche durch die Pro- 








portionen 
UV, _SU 
NN  SN 
WW Eh, 
00, 5.72% 


beſtimmt find. 
Nehmen wir die Pänge 
der Faſern 
M — (ins (1) 
an und bezeichnen wir die Ausdehnung oder Comprefjion derjenigen Faſern, 
welhe um Eins (1) von der neutralen Are abftehen, durd) 6, fo haben wir 
folglich, für eine Faſer, welche um ST oder SW — z von diefer Are ent- 
fernt ift, die Ausdehnung oder Compreffion 
UU, oder WW, = 62. 

St der Körper nur wenig gebogen, jo daß hierbei die Elafticitätsgrenze 
nirgends überfchritten wird, fo kann man die ſpannenden Kräfte der verfchie- 
denen Faſern ihren Ausdehnungen u. ſ. w. proportional ſetzen, und folglicd) 
auch annehmen, daß diefe Kräfte proportional ihren Abftänden von der neu- 
tralen Are wachen, wie auch i in der Figur durch Pfeile angedeutet wird. 

Wenn der Querſchnitt einer Faſer — Eins iſt, ſo haben wir folglich all— 
gemein die Spannungskraft ie (j. $. 204): 

= 6:;E; 


RD 
Si 


378 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. 18. 215. 


hat ferner eine Fafer den Querſchnitt = F, fo beträgt ihre Zug- oder 
Drudfraft: 
S=6z2FE=6E.Fe, 

und es iſt ihr Moment in Hinficht auf den Arenpunft S: 

M=e:.6‘:FE=0:°"FE=0E.F?%: 

Biegungsmoment. Die ſämmtlichen Zug und Drudfräfte in einem 
Querſchnitte N, O, halten der Biegungsfraft P am Ende A des Körpers 
AB das Gleichgewicht; es laſſen ſich daher auf dieje Kräfte die befannten 
Geſetze des Gleihgewichtes anwenden. Denft man fid) in S nod) zwei Kräfte 
+ P und — P wirkſam, weldye nicht nur der gegebenen Biegungskraft 
P gleid), jondern auch mit derjelben gleichgerichtet find, jo erhält man 

1) ein Kräftepaar (?, — P), weldyes die Biegung oder Drehung um 
S hervorbringt und 

2) eine einfache Schubfraft SP=P, welche das Körperftüd AS in der 
Richtung von SP oder AP von dem Übrigen Körper abzuſchieben fucht. 
Die legtere Kraft läßt ſich noch in zwei Seitenfräfte P, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Querſchnittes N, O, und in die neu: 
trale Are SR fallen. Iſt @ der Winkel, um welchen der Querjchnitt N, O, 


von der Richtung AP der Biegungsfraft abweicht, jo hat man: 


P, = Pcos. « und 
P, = P sin. c. 
In den gewöhnlichen Fällen d der Anwendung iſt die Biegung der Körper 
und alſo auch « jo klein, daß man sin. — 0 und cos. « — 1, folglich 
die Seitenkraft P,, welche das Stück A S in N, O, abzureißen ſucht, ganz 
vernachläfjigen, und dagegen die Kraft P,, welche das Stück AS in N, O, 
abzujcheeren jucht, der Biegungsfraft P gleichjegen kann. Bezeichnet F' den 
Inhalt des Querjchnittes N, O, und K, den Modul der Schubfeftigfeit, jo 
ift die Kraft zum Abjchieben durch das Product F'A, (f. $. 213) beftimmt. 
Hat man es mit längeren prismatifchen Körpern zu thun, fo ift meiftens P 
ein jo Heiner Theil von FK,, daß ein olches Abſchieben durch P felten 
eintreten fan, weshalb wir e8 daher aud) im Folgenden nur in bejonderen 
Fällen in Unterfuchung ziehen. (S. das folgende Gapitel.) i 
- Da einem Kräftepaare (P, — P) nur durd) ein anderes Kräftepaar das 
Sleichgewicht gehalten werden kann, fo folgt, daß die Ausdehnungskräfte 
auf der einen Seite von S mit den Zufammendrüdungsfräften auf der an- 
deren Seite ein anderes Kräftepaar (Q, — Q) bilden ‚und daß die Mo— 
mente beider Paare einander gleich fein müſſen. Sind Fi, F,, Ft jo w. 
Elemente oder unendlid) Heine Theile von der ganzen Fläche F dee Quer⸗ 
ſchnittes NO — N, O1, uind bezeichnet man die Abſtände diefer Theile‘ von 
der neutralen Are oder S durch er; 2,8 fortan die Spann⸗ 
fräfte derjelben: 
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oE.F, 21; 0E.F,2,, 6E.F3 2 u. J w. 
und ihre Momente: 
6E.Fıe!, 0E.Fyz), 0E.Fy2} u. f. w. 
Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (9, — Q) bilden, jo muß ihre Summe 
oE(Fh"23 + FR + F,2 + +) und folglid aud) 
Fız + Fe, + F,2, — Null fein. 

Fig. 334 a. Diefe Summe ift aber 
nur dann Null, wenn der 
Axpunkt S mit dem Schwer: 
punkte der Fläche F=F, 
+A+B ++. m 
fammenfällt; es geht folg- 
{ih die neutrale Are 
des gebogenen Körpers 
durd den Schwerpuntt 
S feines Querſchnittes 
F. Das Moment des 
Kräfiepaares (Q, — Q) 

GE (Fıe? + Piz} 
+ Kat.) 
ift natürlich dem Momente 
p des Kräftepaares (P, — P) 
- glei) zu jeßen. Bezeichnen 
wir nun den Abftand SH des 
Schwer: oder Arpunftes S 
von der Richtung AP der 
Biegungskraft durd) x, fo 
haben wir das Moment 
des letteren Paares = Pax, 
und daher 
Px=06E(Fe} 
M + Fy2} + +++) zu ſetzen. 
Endlich haben wir nody fitr den Krimmungshalbmeiferr MR= MS 
der neutralen Faſerſchicht die Proportion 





MR _SU 
RBS UU’ 
oder, wenn man MR—=r, RS—=1,SU=1umd UD, — 6 einfekt, 
AR. 
1-7 


Es ift folglich ro = 1, oder 6 — 3 demnach das Kraftmoment: 


8. 216 


380 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [s. 216. 


Se f 
Pr (Katrate) 

und endlich der Krümmuugshalbmeſſer an der Stelle S: 

E > 5) 

Pe (F\, &, B= Fr z; — .. .)- 

Der Ausdrud Fi 2? + Fre} + - +» hängt nur von der Form umd 

Größe des Querſchnittes ab, und läßt fich daher auf dem Wege der Geome- 
trie ermitteln. Wir werden ihn im der Folge durch W bezeichnen und die 
ihm entiprechende Größe das Maß des Biegungsmomentes, fowie WE 
das Biegungsmoment (franz. moment de flexion ; engl. momentum of 
flexion) jelbjt nennen. Hiernach ift der Krimmmungshalbmeiler 





— 


= Sn und zu behaupten: 
der Krümmungshalbmeffer der neutralen Are eines gebo: 
genen Körpers wächſt mit dem Maße W des Biegungs 
momentes und dem Elaſticitätsmodul ZH direct und dagegen 
mit dem Kraftmomente Pr umgefehrt proportional. 
Die Krümmung jelbft ift dem Kriimmungshalbmefjer umgekehrt propor- 
tional, und wächft daher wie das Kraftmoment Px und umgekehrt wie das 
Diegungsmoment WE. 





Elastische Linie. Hat man fir die Querſchnitte der gewöhnlich in 
der Praris vorfommenden Körper die Biegungsmomente W E beftimmt, fo 
kann man durch diefelben auch die Krümmung und hieraus wieder die Ge 
ftalt der neutralen Are oder der fogenannten elaftifchen Yinie ermitteln. 
Die Gleichung 

Pır= WEoer = le 
Pr 
fagt uns, daß bei einem prismatifchen Körper das Product aus Krümmung: 
halbmefler und Kraftmoment für alle Punkte der elaftiichen Pinie AB, 
Fig. 335, eins und dafjelbe ift, daß folglich r um fo größer oder Heiner 
ausfällt, je Kleiner oder größer der Hebelarm x der Kraft ift, oder je näher 
oder entfernter der in Betrachtung zu ziehende Punkt S dem Ende A der 
neutralen Are liegt. In A ift = — 0, und folglich der Krümmungs— 
halbmefjer unendlich groß, im feiten Punkte B ift dagegen x am größten 
und daher der Krlmmungshalbmeſſer am kleinſten; e8 nimmt alfo derfelbe, wenn 
man vom feften Punkte 3 allmälig nad) dem Endpunkte A zu fortichreitet, von 
einem gewiſſen endlichen Werthe an, nad) und nach bis ins Unendliche zu. 

Theilt man ein Stüd A S der elaftifchen Linie, deſſen Länge — s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End- und Theilpunften A, 
Si, 8, Ss u. |. mw. Perpendifel auf die Curve, fo fchneiden ſich diefelben in 
den Mlittelpunften Mg, Mı, M, der Krümmungskreiſe, und es jind folglich 
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die Abjchnitte M, A — M, S,, Mı S; —=M, S,, M, , — M, S, u. ſ. w. 

Big. 355. die geſuchten Krümmungs- 
halbmeſſer (f. analyt. Hülfs— 
fehren Art. 33) r,,r3, 73 u. ſ. w. 
der elaftifchen Linie. tn die 
Anzahl der Theile diefer Pinie, 
jo hat man die Größe eines 


EEE 5 
Iheiles, — — und bezeichnet 


man die Bogenmaße (flir den 
Radius — 1) der Krüm— 
mungswinfel AM,S, — ö, 
s MS — ob, 8. M,. 5 
— 6, u.f.w. durch Ö,, d,, Ö, 
u. ſ. w. ſchlechtweg, jo läßt ſich 





8 

-—hı nn = n—br; 

n 171 2'232 373 

u. ſ. w. ſetzen, wonach ſich nun 
8 ſ 8 

Ö, = —, ı = —, 
nr, "rg 


8 
Me Ö; — ſ. w. beſtimmt. 
4 


Wenn wir noch vorausſetzen, daß die elaſtiſche Linie nur wenig gebogen 
iſt, ſo können wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwinkelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abſciſſenaxe A X dieſen Bogentheilen gleich, alſo 
AK=HS — MM. — M,. A, u. |. w. ſetzen, jo daß nun die Hebel— 
arme der Kraft Pin Hinſicht auf die Punkte Sj, 5, S; u. ſ. w. 

H, 2 = =; 
n 
8 


H, S;, — H, Ss, 4 S, La — 3 — — 


H. S, — H, S. 4 8, I — 3 — u. ſ. w. 


md folglich die entfprechenden Kraftinomente oder Werthe für Px folgende find: 
Ps 2Ps 3P:3 


; u. ſ. w. 
* n. 


* RER ed E_ 
Set man endlich diefe Werthe in die obige Formel r — sen fir den 


Krümmungshalbmeſſer, jtatt Px nad) und nad) ein, fo erhält man folgende 
Reihe für die Krümmungshalbmeſſer: 


— 
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WE n WE 


n WE 


mi Pu Tui BE Tee 


und daher fitr die entfprechenden Krümmungsmaß 
EUER DET. 2. u. IR: 
Ian mMWE ' "nn 
2 
6, = 3 > u. ſ. w. 


nr MWE 


— 


e: 


"n?WE’ 


Durch Summation diefer Winkelmaße ergiebt. ſich num fir den Kritme 
mungswinfel AO S — 9 des ganzen Bogens AS—=s — x: 


9 = +. ++... +, 
=(1+2+43+ 49) 


oder, da, wie befant, H2 +3 +... + 


n? Ps? Ps? 


—— |. — 
nem. 


Ps? 
n? WE’ 


n? i 
=-— u ſetzen ift, 


wofitr unter der gemachten Vorausfegung natürlich auch 


Px? 
P=z5Wwp gejegt werden kann. 


Diefer Bogen oder Winkel drüdt, da der Winfel zwifchen zwei Pinien 
gleich ift dem Winkel zwifchen den Normalen zu diefen, Linien, auch den- 
Winkel STU aus, um welden die durch A und S gelegten Berührungs- 


Sig. 336. 





finien AT und ST von 
einander abweichen, oder 
um welchen die Curve in 
A mehr gegen die Abfcijien- 
are geneigt ift als in S. 
Sehen wir von einem 
unbeftimmten Bunfte S auf 
den fejten Endpunft B 
über, jo haben wir ftatt s 
die ganze Länge J von 
ASB, oder annähernd, die 
Projection A C derſelben 
in der Abfciffenare einzu— 
jegen, und es geht dann, 
unter der Vorausſetzung, 
daß in B die Curve redht- 
winfelig zur Kraftrichtung, 
alfo mit der Abfcijjenare pa- 
rallel fäuft, der Winkel p in 
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pi: 
PAR ZIgR 
dagegen aber der Neigungs- oder Tangentenwinfel TSAT— STX, in 
_ _ PR Ps  PMm—s) PR—e)) 
= 9=wWE WET aWE — awE 


Wäre die Curve im feſten Punfte 3 nicht genau rechtwinkelig auf der 
Kraftrichtung, fondern hätte fie am diefer Stelle einen feinen Neigungs- 
winkel o,, jo würde fein: 


B= um + —— 5 —* 7 und daher: 
— 20——* 2). 
— 

Gleichung der elastischen Linie. Mit Hilfe der letzten Formel 8. 217 
kann man num auch die Gleichung der elaftifchen Yinie "entwideln. Die 
Ordinate KS — y diefer Curve läßt ſich aus unendlich vielen (n) Stüden, 
wie 3. B. KA Sı, Ir Se, L;S; u. f. w. zufammenfegen, welde ſich durd) 
Multiplication eines Bogenelementes 


As. — 518, — s, 8 ꝛc. = — 


mit den Sinus der entſprechenden Tangentenwinkel 8.A Kı, S, Sı I», 
8. S, L, u. ſ. w. beftimmen laſſen. Es ijt 
KS— Kı S, L La S; un Ls S,; + „os, oder 


y=— (sin. 9, AK + sin. 59, In + sin. S. Sa In +), 


alfo, wenn man die Abfciffe AX — x ftatt des Bogens AS— s einführt, 
und die legten Sinus durch nad) der Formel 
P(l? — x?) 


@* = 75A7 
2x 


zu berechnende Bögen erfegt, indem man fiir x nad) und nad) = —, 


n 





= u. ſ. w. einführt. 
x P | 5 3 2\? 
v2. |r- =) +r - 4 — * —— 


n 2WE 
2 
2 [— . 
Me] 
Nun läßt ſich br HR Hr. Hrn und 


re BT 


— (1? +22? 4 3? +... +0?) (=) -" (2) 
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fegen (f. „Ingenieur“, Seite 88); es folgt daher: 


y= 2 £ & — * (2) | oder 
— n 2WEL_. 3 \n } 


— Px(? — 1,2?) 
2WE j 
die gejuchte Gleichung der elaftifhen Yinie, unter der Vorausjegung, 
daß diejelbe nur wenig gekrümmt ift. 
Sest man im diefer Sleihung x — !, fo erhält man ftatt x die Bo- 
genhöhe 
PP 
3WE 
Während aljo der Tangentenwinfel « wie die Kraft und wie das 
Quadrat der Fänge wächft, nimmt die Bogenhöhe oder Einbiegung a 
wie die Kraft und wie der Cubus der Yänge des gebogenen Körpers zu. 
Die mechaniſche Arbeit Z, welde zum Biegen des Körpers aufzus 
wenden iſt, beftimmt ſich, da die Kraft 


BC=a= 








De 3 = a 
mit ihrem Wege gleichmäßig wächft, ſich alſo im Mittel 
Ä W ka — 
aP=3h fegen läßt, durch) den Ausdrud: 


73 
| W ka? P? 13 
— 1/,,Pa — I; — — 1, ——» 
» u Ed Sr t WE 
Wird ein Balfen ABA, Fig. 337, von der Yänge AA — 1, in ben 
Enden unterftügt und in der Mitte B von einer Kraft P, ergriffen, jo bie- 





gen ſich die Enden deſſelben genau in derjelben Kurve wie in dem joeben 
behandelten und in Fig. 333 abgebildeten Falle, nur hat man hier die Kraft 
in A, — !/a P,, und die Bogenlänge AB = 1, AA —= 1, zu fegen. 
Es ift folglidy Hier für die Coordinaten AK =r ud KS—y die 
Gleichung 
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—_ Bs(A4® — 1x) _ Pıx(3l? — 42°) 


— — — 


J 4 VF J 48 W 
fo daß fi für — AC—= — die Bogenhöhe 


— 3 3 

ya Br ER —= Yes 5 

d. i. ein Sechszehntel von der Bogenhöhe des durch ein gleiches Gewicht 
am Ende belaſteten Balkens (Fig. 333), ergiebt. 

Wenn für den erſten Fall die elaſtiſche Linie A B, Fig. 336, im feſten Punkte 
B ſchon eine Heine Neigung «, hat, jo ift zum obigen Ausdrude fiir y nod) 
die Berticalprojection eines Tangentenftüdes z, d. i. @,x zu addiren, jo daß 
ih dann die Ordinate 





Pl — 1, x?) 
vlt En 


jowie die Bogenhöhe 


pl? ) 
— — 1 
a= (m + Wr 
herausſtellt. 


Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Cine ſchärfere ($. 218 
Öleihung der von der neutralen Are eines gebogenen Balfens gebildeten 
elaftiichen Linie ASB, Fig. 338, läßt fich durch den höheren Galcul auf 

Fig. 338. folgende Weife finden. Seen wir in der 
allgemeinen Gleichung des $.216, WE 
— Pxr für den Krümmungshalbmeſſer 
(aus Art. 33 der analytiſchen Hülfs— 
lehren) den Werth 

08°. 
0x? O (lang. «) 
ein, und hierin wieder, nad) Art. 32: 
6s— V1+ (tang. a + (tang. a)?. Oz, 
jo erhalten wir: 
Pzxöx [1 + (tang. «)?]’% 
Otang. a 

Bei einer mäßigen Biegung des Balkens ift aber der Winkel «, welchen 
die Berührungslinie mit der Abfciffenare einfchließt, nur Hein, und es läßt 
ſich daher 

[1 + (fang. «)?]% annähernd — 1 + °', (tang. a)? 
fegen, weshalb nun 

Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. 1 25 


vr — 





WE= — 
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Px[1 + ?/, (tang. «)?] 0x 


wi=— > (lang. «) , oder ungefehrt, 
Pxzöx d tang. «& r 
nn — — — [1 — 9%, (tang. &)?] 0 (fang. 
WE 3 lang.aji [1 /s (tang. &)?] © (tang. «) 
folgt. 
Hiernach ergiebt ſich: 

m. — — / d (tang.«) + 3/. AL (tang. «)? 9 (tang. «), 
d. i. nad) Art. 18 der analyt. Hülfslehren: 

Px? 

— — Lan 1/, 3 Y 

SWE tang.& + 1/, (tang. «) F Con. 


Nun iſt faber in dem Scheitel B die Curve parallel zur Al ſeiſſenaxe, 
alſo « — 0; ſetzen wir daher die Projection CA der elaftiichen Yinie in 
der Abfciffenare — — b, fo erhalten wir: 

Pb2 
2WE 
umd daher durch Subtraction diefer Gleichungen: 
P (b? — x?) 
2WE 
und umgekehrt, fir den Tangentemwinfel STN = ae: 
tung. — A), + 1/, (tang. «)® 
BER: | ten. x?) P3(b? — x2)® 
2WE_ swwE 





— — tang.0 + !/, (tang. 0)® + Con.—=0 + Con., 


— tung. — a (tang. a)?; 


+ ’% 


P(b? — 2?) P:(b? — ey) 


1) tanq. = — EEE 
Au WE 8 We RR 


Nun tft ferner fang. « — — daher folgt: 


p — — a)? ) Pi — 2)02 nn 


wol, Feen 
y + Gmm 2WE 


P i P2 — 
y= WE (fe — x?) or 4 njw — ")r02) 
PpTI 
— — 2 —/.: 
| f} 0% fr: 
+ mr) - Sbtaroa+ [ B0rat0 7 
8 W?: E? . € TOR — % x 


pP 3b?r25 zT 
u u 
[ur — tag lin + 7) 
+ Con. 
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Da mit x = 0 aud) y = 0 ift, jo hat man aud) Con. — 0, und 
)y= lo — vn (var +3 nr )]. 
Y‚TaWwE 3 "smE " 7 
- Im Scheitel ift x — b und y die Bogenhöhe CB — a, daher folgt: 

P pP! 
— ee 
“7 OWwE (% "+ wm Yu), 
d. i.: 
pP?) 
— (1 + Yo won) 
Aus ds — VI + (tang. a)?. er — — 1/, (tang. «)?]O x ergiebt 


P(# — 
fi, wenn man tang. a — - -- = )ſubſtituirt: 


—ãA 
= /(1+%. — 5— 0x 


— [?= u — WÄKKE — —D—— — 


2b?23 —05 
= 24 za Be - 5 
d. i. die Bogenlänge: 
P? x 
— — (ip —23222 — 
»Sli I RT s)|* 
Nimmt man x — b an, fo ergiebt fi) die ganze Länge des Balfens: 
P?b a? 
— — 8 — 
6) = (1 r5 imp)® = (14 1-5) 
Umgefehrt erhält man: 








— pr 
5 rer a 15 wem)" 
15 W? E 
und daher: 
opus ps y( „ p 5 
eye nme) tt) MR 
pn 3 p14 ( pas 
=z3wel5 mE) 14 Mast jya — 


pi⸗ pr 
N — — as. m)" 


Vernachläſſigen wir alle Glieder mit den Potenzen von vr jo erhal 


ten wir, wie in dem vorigen Paragraphen: 
25* 
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Pl: — 2?) Pe... Ä 
tang. « — — und yz= awEl — ls <?), daher 
Pi? pl 
= ZZ 7⸗⸗ —b=]1I (1 — — 
fir 720, tang.« SWwE’ und fir -—=b , yAa—gp 


919 Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Endpunkte B feit 
eingeffenimter Balken AA, B., Fig. 339, J. u. II, von zwei Kräften P und 


Fig. 339. P, gebogen, deren Angriffepunfte A 
und A, von einander um 7 abitehen, 
I. . während der Angriffspunft A, der Kraft 


BSP, um A,B—1, von dem feiten 
Punkte B entfernt ift, jo fällt das Bie— 
gungsmoment in einem Punkte S des 
Stüdes AA:: 
M— 2, 

und dagegen das in einem Punkte Sı 
des Stüdes A, B: 

M=Pltzn)+Pa 
aus, wobei x und x, die Abſciſſen AA 
und A, Kı bezeichnen. 

Um ein anfchauliches Bild von der 

G, Peränderlichkeit diefer Momente zu fin 
den, kann man die verjchiedenen Werthe 
derfelben in den entiprechenden Punkten 

als Ordinaten, we M=y— KLM —=y — KL, uf.w. in II, 
auftragen, und die Endpimfte Z, Z, u. f. w. derjelben durch einen Zug 
ALHL, @, verbinden, welder dann die ſämmtlichen Werthe von M und 
M, über der ganzen Balfenlänge AB begrenzt. Wäre der Balfen mir 
durch die Kraft P geipannt, fo wiirde der Zug, weldyer die ſämmtlichen 
Werthe von M oder y — Px begrenzt, in einer geraden Yinie AG be 
ftehen, deren Endpunkt @ die Ordinate BE — P.AB—= P(l + 1) ift. 
Durch den Hinzutritt der Kraft Pr wird aber das Stüd HG diefer geraden 
Linie in die Gerade 77G, umgeändert, deren Endpunfte 7 und G, durd) 
die Coordinaten A Aı — I und Aı H — P!, ſowie AB—I-+ I, md 
BG =BG +GG —=P(l +71) + Pl, beftimmt find. 

Iſt die Kraft P, negativ, fo bleibt zwar das Moment eines Punktes K 
innerhalb A A, — 1, M — y= Pr, dagegen geht da8 Moment eines Punktes 
K, innerhalb Bun mM — y = P(l + x) — Pı x über, und es 
fällt das Moment der Biegung im feften Punkte ZB, = P(l + I) 
— P, I, und zwar pofitiv oder negativ aus, je nachdem P(! + 7,) größer 





1 
1 
L 
l 
j 
1 
’ 
1 
J 
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oder Heiner als >, /, ift. In beiden Fällen nimmt das Biegungsmoment 
von A, aus allmälig ab, bleibt im erjten Falle, Fig. 340, immer pofitiv, 


Fig. 340, Fig. 341. 





fällt dagegen im zweiten Falle, Fig. 341, in einem Punkte O, welcher um 

3 
B, z p von A, abſteht, Null aus, nimmt dann für größere 
Werthe das negative Zeichen an, und ift im feften Punkte 2, 

—— [Ah — Pl +1)] 
Im erjteren Falle zieht ſich die gerade Yinie 4 G,, Fig. 340, II., welche das 
Biegungsmoment in einem Punkte X, zwifchen A und B darftellt, unter 
der Grumdlinie AB hin, und endigt fi) im Punkte @,, deilen Ordinate 
BG, — P(l+1) — Pl, ift; im zweiten Falle fteigt dagegen dieſe 
Gerade HG,, fig. 341, II., vom Punkte O aus iiber AB, wobei die 
Ordinatn Kı L = yı = — [Pin — Pl + %)], und BG, = a 
— — [Pl — P(l + 1,)] ausfallen. 
WE 
M 
folglich die Krümmung jelbt direct wie das Biegungsmoment M wädjt, fo 
geben die graphiichen Darftellungen in II. der Figuren 339, 340 und 341 
auch zugleich ein Bild von der Beränderlichfeit der Krümmung des Balfens an, 
Es nimmt alfo hiernach in dem alle Fig. 339, wo P, und P eine gleiche 
Richtung haben, die Krümmmmg des Balfens, von A nad) B gegangen, 
allmälig zu, nimmt dagegen in den Fällen, wo P und P, entgegengejegt 
gerichtet find, von A, an allmälig wieder ab. Iſt hierbei A, < Pl +), 
wie in Fig. 340, fo wird der Balken nur nad) einer "Seite hin gebogen; ift 


A, 0 = I = 





Da der Krümmungshalbmeiler r — des Balfens umgefehrt und 
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dagegen PA, > P(l +1), fo fällt die Biegung nicht allein in A, ſondern 
auch im Punkte O, wo ein ſogenannter Wendepunkt (ſihe analytiſche 
Hülfslehren, Art. 14) entſteht, Null aus, und es nimmt der Balken zwiſchen 
O und B eine allmälig wachjende Biegung in entgegengejegter Richtung an. 


Fig. 342. Fig. 3483, 





Sind im zweiten Falle, Fig. 342, die Kräfte P, und P der Größe nad) 
einander gleich, fo fällt fiir die Punkte X, zwifchen A, und 2, 
M=P(l+2) — Pı =Pl, 
alfo conftant aus; dann ift alfo auch die Krümmung des Balfenftiides A, B 
überall diejelbe, d. i. die eines Kreiſes. 
Der Krümmungshalbmefjer des Stüdes A A, beftimmt fi in allen drei 
Fällen mittel8 der bekannten Formel: 
WE 
Pa’ . 
und der des Stitdes A, B, im erften Falle nach der Formel: 
— WE 
_ Pll+2)+Pm’ 
dagegen im zweiten und dritten Falle nach der Formel: 
— WE 
 Pl+n)—Pa 





r| 


1 





Wenn im zweiten Falle P, — P ift, fo fällt r, — Lug alſo conjtant 


aus, und im dritten falle, wo PT, > P(l-+-7,) ift, wird im Punkte O, 
deſſen Abfciffe ©, den Werth B = DB hat, rı — » (unendlicd) groß), wo- 
y 
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gegen im Punkte A,,r = En ‚und im Punfte 2, 


Pl 
n=— WE. — if. 
Ph —P(l+h) 
Ze nachdem PI größer oder Heiner als Pu — Pl+h) di PZP; 
ift, fällt im fegteren Faller Sr, aljo die Krummung in A, größer oder 
Heiner aus als in B. 


Die elastische Linie für zwei Kräfte. Die Gleichungen der $. 22 
elaftiichen Linie, welche von der Are des von zwei Kräften P und Pı 
ergriffenen Balkens gebildet wird, laſſen ſich aus den bereit8 in den Para- 
graphen 216 und 217 gefundenen Formeln leicht zufanmenjegen. 

Bezeichnet @, den Neigungswinfel der 
elaftifchen Pinie in Ar, fo hat man zu— 
nächſt fr das Bogenſtück A Aı, Fig. 
344, J., den Bogen, welcher die Neigung 
deffelben in S mißt: 

P(? — x?) 
— 
und die der Abſciſſe AXK—=r at 
iprechende Ordinate XS: 


(2 y=aı „ze Ih) 


2WE 

(vergl. $. 217). 

In (1) fir z = 0 gelegt, folgt der 
Neigungswintel in A: 
E 
2WE' 
dagegen in (2) für 21 angenommen, 
die Ordinate in Ar: 
pi 
| 3WE 

Air einen Punkt des zweiten Balkenſtückes A, B ift das Biegungsmoment 
P(l!+2)+ Pzr =Pl+(P-+ P)xr aus zwei Theilen, Pl und 
(P+ P,) x, zufammengefegt, wovon das eine wegen feiner Unveränderlich— 


feit das Balfenftüd nad) einem Kreisbogen vom Halbmeſſer — 4 


Fig. 344, 


“u, = ct, -+ 





A, # — d — al 4 


krümmt, deſſen Neigungswinkel in einem Punkte Sp, welcher um 418 —=2%ı 
von A und um BS. — I — x von B abfteht, 
_1-:_PG—a) ,, 
= = IR mie 
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In Folge der Biegung durd) das Moment (P + P,)xı ift dagegen die Nei- 


Fig. 344 a. gung des Balfenftiides in S: 
R AR + P,) — —— 2), 
— 2 WE ’ 


* demfelben Punkte S: 
P Gi - 2) 
3 Zr 
)B=hbt+h= 
23 (P+P) (’ — 2) , 
2WE 
In Folge der Krlimmung um B, nad 
dem Kreiſe wäre die Bogenhöhe von B S,, 
nad) der befannten Kreisgleichung 
BS? (hm)? Pl 
Ss = —_ U — 
6, En 2r 2WE ’ 
daher die vom ganzen Stüde BA:: 


Pill? 
BC, = Sp und die Höhe des Punktes S, über A;: 


2>WE 
K\Sı=BG—N gar we — PIC, 2) 














2WE — 2WE 
Dem Krümmungswinkel B, — — ae entipricht dagegen 


nad) dem Obigen ($. 217) die Bogenhöhe K, S, — PrP)e 4 2 — Ust ). 
es ift daher die vollftändige Bogenhöhe: 
DES en -d+P+ DAR hd, 
2WE 


Setzt man in (3), ©; — 0, fo erhält man in B den oben als gegeben 
angenommenen Reigungswintel, und zwar: 


— 2Piıh +(P+P)l 
= 2WE —— 
und führt man in (4) ©, 1, cin, fo ergiebt ſich dadurch die Bogenhöhe: 
— BU LIEHZN 
WE 
Endlich folgt die Bogenhöhe des ganzen Balkens: 


r PB 3Pu?12(P+ pP) 
BD: a — AR anal VE ker Te nF 
F 6WE 
TEN 
6WE_ 
— a 2 Z@R+Sp +2) +2 DI} 
6WE 
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Wenn der Balfen AB bei B mit einer gewiflen Neigung 5, aus der Mauer 
hervortritt, fo ift in (3) zu A noch d, und in (4) zu z, nod) d,.r, zu addiren- 

Wirkt die Kraft P, der Kraft P entgegengejegt, jo hat man im den 
Orundformeln (3) und (4), ftatt P+ P,, P— P, einzufegen. 


tv 
— 
—⸗ 


Einseitig aufliegender Balken. Die Formeln des vorſtehenden $. 2: 
Paragraphen finden in mehreren Fällen der Praris ihre Amvendung. Sit 
Fig. 345. 3. B. ein Balfen AB, 
Fig 345, in einem End— 
punfte B horizontal einge: 
mauert, und im anderen 
Endpunkte A einfach) unter- 
ſtützt, fo entjteht die frage: 
welches ift die Biegungs= 
fraft in A oder welchen 
Drud P hat die Stüße in 
A auszuhalten, während 
der Balken in einem Zwiſchenpunkte A, von einer Yajt P, niedergezogen 
wird ? 
Es ift hier P negativ, BP, — 0, und, da A und B in einerlei Niveau 
liegen, die Summe von den Bogenhöhen 
CA, =amd O,B= a, = Nul, 





alfo: 
PD Li, Pl? 4 1/, #y — P,) Ir 
u nenne me ((} 
(a razwn)'*t WE ” 
PIh +1ı,(P—P 1? 
oder, da a = Ah tue ift, 


pe +1, (P— P)l}1 + 1, PB + Yy,Pl? + 1), (P— P)1’—0. 
Hieraus folgt nun: 
P(23 4+ 6®n + 612 + 21) — P, (dl? + 21) 
und daher die geſuchte Stütz- oder Biegungsfraft in A: 
— (31 + 21) 17 Pı 
ELSE, ENTRY 
> 2. für 7 — 1, alfo in dem Falle, wenn P, in der Mitte liegt, 
P=94.P:. 
Hieraus folgt das Biegungsmoment in 41: 


5 : 
Pi TI Pı !, dagegen das in 2: 


3 6 
Pılı — 2Pi=,Pil=r Pl, 
aljo größer als das in A,. 
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Iſt zwar 7 = 1), liegen aber die Stützpunkte A und B nicht in einerlei 
Höhe, jondern liegt A um a, höher als B, jo muß man a + a = a, 
fegen. Nun ift aber dann 


& — (3P— P|) 12 

nos 2WE ’ 
= P3 (11P—3Pı) 1 

alt wu 
_BP+2(P—P)® _6P—2P)® 
— 6WE 2= 6WE 


daher hat man 
(16P—5P)» 
WE 

6W ka, 
P= em + pPi 
Sollen die Biegungsmomente in A, und B gleid) groß, jedoch einander 

entgegengefeßt fein, jo hat man 

Pl=2P,l— 2PI, oder 


BP R AL P= = zu ſetzen, wobei dann 


Zu ha u machen ift 
AT GWwE 1IwWE) a 


m 


— As, und e8 folgt 





Wenn man alfo das Balfenende um 0,0555 - 7; Höher legt als B, jo ift 


das Biegungsmoment in A und B, = + 2 ‚ aljo Eleiner al® wenn A 


und B in gleicher Höhe Liegen. 

Mit Hilfe des gefundenen Werthes für P laſſen ſich nun aud) die Krüm— 
mungshalbneffer, Tangentenwinkel u. j.w. der Gurvenftiide AA, und Aı B 
berechnen. 


222  Biegung eines an beiden Enden frei aufliegenden Balkens. 
Einen anderen Fall der Anwendung der Formeln des letzten Paragraphen 
bietet ein am beiden Enden A und B frei aufliegender Balfen AD, 

pP Fig. 346. Fig. 346, dar, wenn 
derjelbe von einer Kraft 
P, ergriffen wird, deren 
Angriffepunft A, von 
dem einen Stützpunkte 
A um ! und vom ans 
deren Gtiüßpunfte B 
um 7, abfteht. 
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Es ift hier das Moment 
P. BA — dem Momente P.. BA, 
d. i. 
Pli+1)=PRi, 
folglich der Drud im Stittpunfte A: 
Pl 
2-7 TEN 
und dagegen der Drud im Stütpunfte B: 
ar — 
ae mer 
Da wieder A und B in einer Horizontalen liegen, jo hat man auch 
a a = 0; 
es ift jedoch diefes Mal der Winfel 8 nicht — Null, fondern eine zu be— 
ftimmende negative Größe CB Th. 
Man hat hier 





2] 1 — 11? Pl 
u — * 
und auch 
1 2 1 — 3 
= Bu 4 aPU? +1, (P pP); 


WE ü 
daher die Summe: 
2 


BPÜ+M)— a, + ern +6 + 209) 


+ —— (31? + 219) = 0, 


6 EWR 
oder 
6ß(l+L) WE= P(21® + 6121, + 611? + 27) — P, (311? + 213) 
— [273 + 6121, + 677? + 217? — (877, + 212) (U + 1)] 2, 
jo dag num der Neigungswinfel in B: 
— PI@® +3 +1) _Pth @® +30 + 12) 
6 +1) WE 6( +1) WE 
und dagegen der Neigungswinkel in A: 
> 2 
Pt, (2 + 31, + EM) goigt 
6( +1) WE 
Iſt z. B. P, in der Mitte aufgehangen, fo hat man Z, — 1, fowie 
P=(0= 5 und daher 


o 
P=zwE” wa ll. $. 210). 
Mit Hülfe des beftimmten Winkels 4 Laffen ſich auch die ſämmtlichen 


& = 


ty 
IS 
= 
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Biegungsverhältniffe des Balkens durch die oben gefundenen Formeln be- 
ftimmen. 
Das Biegungsmoment diefes Balkens ift im Aufhängepunfte A, am 
größten und zwar F 
Pıllı P| T + 1,\? I —I 
2 IE = | 2 ) -(Z)| 
alfo am größten für 7—1,, d. i. wenn das Gewicht P, in der Mitte hängt, 
und zwar 
M— Pı (+ 1) __ 
4 
Gleichmässig belastete Balken. ‘it die ganze Pat gleihmäßig 
vertheift auf den Balken AB, Fig 347, und trägt jede Pängeneinheit deſſelben 
dig. 347. — q, alfo der ganze Balken von der Yänge /, 
| Q—1y, und ein Balkenſtück 48 — 8, 
die Laſt gs, ie hat man ftatt der Mo— 


—1 3 
mente — Ps = Ps, - — FL u. |. w. 


1), Pı J 


2 
die Momente lie q ey, nal ’ 





rule) u. ſ. w. einzufegen, weil 
bie Schwerpunkte der Yaften q (2 ),a (=>) g (*) u. ſ. w. in der Mitte 


s 2s 38 25 _, 38 
ee ———— ſ. w. liegen, alſo die Hebelarme !/, * Ua — er 
u. ſ. w. ſind Hiernach bekommen wir hier die —— der 
Bogenelemente: 


Ei BE De w. 
0 Yawe "Th awE = awE" —* 
und daher den — — von 48 — 8: 

= 1. 12 + 22 + 3? GEHE 
oo — /2° a + + +: .+n 9n3WE 3 

17.1988 ..q% 

= om annähernd — = er swE 


Wird x — geſetzt, jo folgt num der Tangentenwinfel TAU = UTB 
für den Endpunft A: 
B— q® gu 1? 
6 WE“ "6WE 
und daher der fir einen Punkt S, deffen Abſeiſſe AK iſt, 


Ba). 








= -9= ww; 
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Aus dem legten Winfelmaße en ein Ordinatenelement 


2 = (1? an 2°), 


nn 


und num ftatt 2° nach und nad) ( #), (2 =), 6 eingeführt, ergiebt 
fi die geſuchte Gleichung für die Ordinate XS — 











— 8 7 B — (= ) 13 93 — 3 
uns — a 2.5 
x x \? mt 
— _ 13 — d. 
m 6 iv LE J 69 Th b: 
— — 
77 4 - 7): 
Nehmen wir wieder x — ! an, jo befommen wir die Bogenhöhe 
> Ta qt* —— — — 
6WE SWE” SWE " 3WE 


d. i. 3/, mal fo groß, als wenn die Laſt Q am Ende de8 Balkens — 
Die Ordinate des Mittelpunktes der Balfenare ift: 


Bi ( = Lu 314 

*i 32/ 12.32 WE’ 

folglich die Tiefe diefes Punktes unter der Horizontalen durch B: 
17 q1% 

MT TI 90° 
und daher das Arbeitsquantum, weldes der Einbiegung a oder diefer Sen- 
fung (y) des Schwerpunftes der Yaft Q — entſpricht, infofern man 
nämlich Q allmälig — 

17 4210 17 Q215 


— A — ii — ee 
T=ehmm-hın eg Ha WE 43.WE 
Iſt der Balfen durch eine gleihmäßig vertheilte Yaft Q und durch eine 
Kraft P am Ende zugleich belaftet, fo hat man die ze 


opus Q15 #4 2 
=zwEtTgWwEn WE 


Wenn der Balfen A BA, ig. 348, an beiden Enden frei aufliegt, und 
nicht allein in der Mitte B eine Yaft P, fondern auch gleichmäßig vertheilt 
eine Yaft Q — trägt, fo findet man die Ein= oder Durchbiegung OB — a, 

4(e+0) Big. 348, 1(r+9) wenn man in dem Ausdrucke 


HE RN 
.=(5+2) WE 


für den Fall in Fig. 347 ftatt 
P, - Drud oder die Gegen- 


fraft - — g; 


in einem Ende 
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4, ftatt Q die gleichmäßig vertheilte Laſt — x einer Hälfte BA, und ftatt 
7, die halbe Fänge des Balfens, BA — 1); AA — Ygl einführt. 
Es folgt auf diefe Weiſe: 
— + Q 2 — 6 ——— 
rn ( O EwE 
— Q1 
Sir P— 0 ift alfo a — 5); - — Wenn alſo die ganze Laſt 
gleichmäßig auf den an beiden Enden unterſtützten Balken vertheilt iſt, ſo 
fällt die Bogenhöhe nur *» mal fo groß aus, als wenn dieſelbe im der 
Mitte des Balfens hinge. 
Das Gewicht @ des Balkens hat genau denfelben Einfluß auf die Bie- 
gung wie die gleichmäßig vertheilte Laft Q, und ift daher aud) genau wie dieſe 
in Rechnung zu bringen. 


Reduction der Biegungsmomente. Kennt man das Biegung® 
moment W, E eines Körpers AB CD, Fig. 349, in Beziehung auf eine 
Fig. 349. Are N, N, außerhalb des Scwerpunftes, fo 
läßt ſich leicht diefes Moment in Beziehung auf 
eine andere, durd) den Schwerpunkt S gehende 
Are NN finden, welche mit der erjteren pa- 
rallel läuft. ft der Abftand HH, = KK, 
zwifchen beiden Aren — d, und find die Ab- 
ftände der Flächenelemente Fi, Fr u. |. m. 
von der neutralen Are NN, —= 2, 2 u. |. w., 
fo hat man die Abjtände von der Are N, Ni, 
—=d+2z2,d+ 2 uf. w., und es ift num 
da8 Biegungsmoment: 
W; E=[FR (d+za)”+R(d+z)+---)E 
— [FR @+2da+z)+R(d“+2da tz} + JE 
= [d (FR +F +.)+2d(Fa+F% +.) 
+ (Fe?+ Pet) E. 





Nun iſt aber 
Art» 
als Summe aller Elemente — Querſchnitt F des ganzen Körpers, ferner 
Fatfha+'-- 
als Summe der ſtatiſchen Momente in Beziehung auf eine durch den Schwer- 
punft gehende Are — Null, und 
(Fe + Re}+--)E 
das Biegungsmoment WE in Beziehung auf die neutrale Are NN; es 
folgt daher: 
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WE=(W-+ Fd: E, 
oder: 

W=WH+-ra 
und umgefehrt : 

W=W, — Fd®. 

Es iſt aljo das Maß W des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Maße Wı des Biegungsmomen- 
tes in Beziehung auf eine zweite Parallelare minus das Pro— 
duct aus dem Querfchnitt Fund dem Quadrat (d?) des Abſtan— 
des beider Aren. Auch folgt hieraus, daß unter allen Biegungsniomenten 
das im Hinficht auf die neutrale Are am Eleinften ift. 

Bon vielen Körpern laſſen ſich die Biegungsmomente in Hinficht auf ir— 
gend eine Are leicht finden, man kann daher diefe dazu benutzen, um mittels 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Axe zu 
bejtimment. 


Sid CK=z mb CL=y, fig. 350, die Coordinaten eines $. 225 

Punktes F in Hinfidht auf ein vechtwinfeliges Axenkreuz XX, YY, find 

dig, 350. ebenſo CH=umd ON—=v 

Y v die Goordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinfeliges 
Arenkreuz UU, V V, und ift end» 
id CF = r der Abftand des 
gedachten Punktes F' von dem ge- 
meinjchaftlichen Nullpunfte CO bei- 
der Arenjyfteme, jo gelten, dem 
Pythagoreiſchen Lehrfage zufolge, 
die Gleichungen: 
et P=u+eu—r, 
und es ijt alſo aud) 
Fx?+- F=Fuw + FvuU= Fr:, 

Segen wir nun in bdiefen Gleichungen ftatt F nad) und nad) die Ele 
mente Fi, Fa, F3 u. ſ. w. des ganzen Querſchnittes ABD und ebenfo ftatt 
z, Y, u und v die entjprechenden Goordinaten x, 2,, 2; u. |. w., Yı, Ya, Ya 
u. |. w., fowie “1, ug... und 7, © ... ein, jo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 

Fı’+Rhr+---+FwW+ Fy} + a 
=FwW+FRu+-..-+FMvV+Rv+--: 

=Fır? +Fır? +---, 
oder, wenn wir 

Fx? + Rx? +---bud 2 (Fa), 
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ferner 


Fy? + Fy} +: -dud & (Fy?), 
jowie 
Fu + F,u? durch & (Fu?), 
F, v? + FRv +. durch & (Fe), 
und 
Fır?+ Fr? +---dudh & (Fr?) 
bezeichnen, 


E (Fr?) + E(FyY)—E (Fu) + (Fi) —=Z (Fri). 


Es ift hiernad) die Summe der Maße der Diegungsmomente, 
in Hinſicht auf beide Aren XX und YY eines Arenſyſtemes 
gleich der Summe der Maße der Biegungsmomente in Hinficht 
auf beide Aren eines anderen Arenfyftemes und gleid dem Maße 
des Biegungsmomentes in Hinſicht auf den Arpunft, d. i. gleid) 
der Summe der Broducte aus den Elementen des Querſchnittes 
und aus den Quadraten ihrer Entfernungen von der Are C. 

At der Querfchnitt A CC,, Fig. 351, eines gebogenen Körpers eine 
ſymmetriſche Figur, und tft die Are X X rechtwinkelig gegen die Biegunge- 

Fig. 351. ebene der Symmetrie- 
are derjelben, jo fin 
det noch eine Rela— 
tion zwijchen den 
Biegungsmomenten 
ftatt. Sind wieder 
SK=rıund KF 
— y die Coordina- 
ten eines Flächen: 
elementes F in Hin 
jiht auf das Aren- 
ſyſten X X und YY, 
und ift auch FN 
— vr der Abftand 
defielben Elementes 
F von einer anderen 
Are UT, weldye um 
den Winkel X SU — « von der erften Are X X abweicht, jo haben wir 
für denfelben 

v= MF—- MN=MF-KL 

— KF cos. KFM— SKsin. KSL — ycos.a — xsin.«, 
daher: 
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v? — 7? (sin.a@)? + y? (cos.a)? — 2 xy sin.« cos. «, ſowie aud) 
Fv: — (sin. a)? Fx? + (cos.«)? Fy? — sin. 2« Fxy, und 
& (Fv?) = (sin.a)? & (Fix?) + (cos. «)? & (Fy?) — sin.2« & (Frey). 
Da wegen der jymmetrifchen Geftalt der Figur jedem Elemente Fy, Fr... 
ein gleiches Öegenelement Fy, Fa... zufommt, bei welchem y und folglic) 
auc das ganze Product negativ ijt, fo fällt die Summe der entiprechenden 
Producte für je zwei folder Elemente, und folglid) aud) die ganze Summe 
2 (Fxy) — Wul aus, und es ift daher: 
& (Fo?) = (sin.a)? & (Fr?) + (cos.a)? & (Fy?), oder: 
W = (sin.«)? W, + (cos. «)? W,, 
wobei W das Maß des Biegungsmomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
UU, W, das im Hinficht auf die Symmetrieaxe XX und W, dasin Hin- 
ficht auf die rechtwinfelig zur Symmetrieare ftehende Are YY bezeichnen, und 
vorausgeſetzt wird, daß die Aren TU und YY fowie die Symmetrieare X X 
durch den Schwerpunkt S der Figur gehen. 
Mit Hülfe der beiden vorftehenden Kegeln kann man nicht jelten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewijje Are 
das Biegungsmoment deifelben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines g. 226 
Körpers von befanntem Uuerjchnitte AD, Fig. 352, L, in Hinficht auf eine 
Are X X zu finden, denken wir uns diefen Querſchnitt durch Perpendifel 
zu X X in lauter fchmale Streifen und jeden folchen Streifen, wie 3. B. CA, 
wieder in rectanguläre Elemente F\, Fa, Fs u. ſ. w. zerlegt. Sind dann 
21, 23, 25 u. ſ. w. die Abftände (CF) diefer Elemente von der Are XX, fo 
haben wir das Maß des Biegungsmomentes für einen folchen Streifen: 

F}+Rh2+FRhe+--- 
=-RFRaat+h,h23. + 3.3 +--- 

Ziehen wir num in ig. 352, II, AB redhtwinfelig auf und gleih CA, 
und verbinden wir B und C durd) eine gerade Linie, jo ſchneidet diefelbe von den 

Fig. 352. in den Abjtänden (CF) — ei, 
23, 23 u. |.w. auf CA errichte— 
ten Berpendifeln gleiche Stüde 
(FG)= zı, 2, 23 u. ſ. w. ab, 
und es laſſen ſich nun Fi 21, 
Fy 2, u. ſ. w. als die Inhalte 
von Prismen, fowie 
Fi &ı.2, Fr&ı.2 u. |. w. 
als die ftatifchen Momente 
derfelben im Hinficht auf die 
Are C anfehen. Die Prismen 
Weiebach's Lehrbud der Mechanik. I. 26 
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F, 21, Fr&, u. f. w. machen aber zufammen ein dreifeitiges Prisma aus, 
defien Grundfläche das Dreiet ABC und deſſen Höhe die Breite dei 
Streifens A C (I) ift; e8 ift daher auch die Summe der obigen ſtatiſchen 
Momente gleich) dem Momente des Prismas ABC in Hinficht auf die 


Are X X. Seten wir die Höhe CA — z und die Breite des Streifens 
— b, jo haben wir den Inhalt des gedachten dreifeitigen Prismas 
—= 1bei, 
und da der Abftand feines Schwerpunftes von C, 2/5 2 beträgt (ſ. 8. 109), 
fo ergiebt ſich das ftatifche Moment des Prismas und folglich aud) das Maß 
des Biegungsmonentes vom Streifen CA: 
W = \Ihber.2/,,g = 1,beR. 

Um nun das Biegungsmoment des ganzen Querfchnittes AD zu fin 
den, bedarf es natürlic) nur einer Addition der Viegungsmomente der Streifen 
wie CA, im welche fid) die ganze Fläche durch Perpendifel zur Are X X 
zerlegen läßt. 

Am einfachften ift die Beftimmung bei einem rectangulären Quer— 
ſchnitte ABCD, Fig. 353. Hier find die Streifen, in welche ſich die 
Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen daher zufanumen einen ein— 
zigen Streifen von der Breite AD — b des ganzen Nechtedes aus. Iſt 


Rig. 353. dann nod) die Höhe A B diefes Rechteckes — I. 
A fo hat man die Höhe eines Streifens: 
le ls h, 


daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
Hälfte diefer Fläche: 





— D 
t 43 
1 — — 
ab (5 ) = 24 ’ 
und endlic, diefes Maß vom ganzen Nechtede: 
B c bh3_ _ bA® 


Pre 0: 


Biegungsmoment eines parallelepipedischen Balkens. Es 

wächſt dem Vorſtehenden zufolge, bei einen parallelepipediſchen Ballen das 
3 

DBiegungsmoment WE — * E wie die Breite und wie dei 


Gubus der Höhe des Balkens. 


Segen wir diefen Werth fiir WE in die erfte Formel 
Pl: 
a= 5 des $. 217, 
jo erhalten wir die Bogenhöhe für den an einem Ende eingeflemmten 


Balken mit rectangulärem Querſchnitte: 
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EU EEE | 
2 bh’E’ 
jegen wir ihn aber in die zweite Formel defjelben Paragraphen, 
_ 1 pn 
"48 WE’ 
jo teilt fid) flir den an beiden Enden aufliegenden Balken, 
— 
4bh’E 
heraus. Umgekehrt folgt aus der Bogenhöhe a der Elafticitätsmodul 
$ en, fiir den einen, und 
i PT 


—— für den anderen Fall. 


Beiſpiele. 1) Gin hölzerner Balken von 10 Fuß = 120 Zoll Länge, 8 Zoll 
Breite und 10 Zoll Höhe fell an beiden Enden aufruhen und eine gleichmäßig ver: 
theilte Laſt ¶ — 10000 Pfund tragen; welche Biegung wird derjelbe erleiden? 

Es ift die Bogenhöhe: 


a, AP — s,,. 10000.120? _ 50000.12° _ 1350000 
— 8 4bRE {2 3.08.E — 32.8 E  A4ME 
Nun E = 17500000 Pfund eingefest, folgt a — a — 0,225 Zell. 


2) Wenn fih eine parallelepipediich geformte qufeiferne Stange von 2 Zoll 
Breite und Y, Zell Die durh ein in der Mitte aufliegendes Gewiht P — 18 
Pfund um Y, Zell gefenft hat, während die Entfernung 7 der Stüßen 5 Fuß be: 
trägt, jo ergiebt fid der Elaſticitätsmodul des Gußeiſens: 

PP 13.603 18.603 


u 777 Dealer We 7OC Fr 0A Bel 


4abh3 4.1.2.0) 





— 72.216000 = 15'552000 Pfund. 


Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipedifchen Balfen ABCD, $, 2 
Fig. 354, beftimmt fid) da8 Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 
Fig. 354. des volljtändigen Balfens das Moment der Höhlung 
abzieht. Sind AB —= b und BC — h die Äußere 
D C Breite und Höhe und A, B, = b, umdB, Cı — 
die innere Breite und Höhe, jo hat man die Maße 
der Biegungsmomente der Flächen AC und A, Cı: 
= — und — 
12 14 
und es folgt durch Subtraction das Biegungs- 
moment des hohlen Balkens: 
bhe — bh, 
— i 





26 
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Ganz auf gleiche Weiſe ergiebt ſich das Biegungsmoment des an den 
Fig. 355 Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, Fig. 
355. Sind AB—=b und BC—h Äußere Breite 
und Höhe, und it AB — A, B, = b,, jowie 
B, €, — h, die Summe der Breiten und die Höhe 
der beiden Höhlungen, jo erhält man wieder durd) 
Subtraction: 
w— bA3 — bihi 
12 








Ebenſo ergiebt fid) das Biegungsmoment des Körpers ABUD, ig. 

Fig. 356. 356, mit freuzförmigem Querſchnitte. Iſt hier AB 
— b und BC — h die Breite und Höhe des Mit- 
teljtüdes, und ift A, Bi — BEE bı und A, D, 
— h, die Summe der Breiten und die Höhe der 
Seitenſtücke, jo folgt durdy Addition das Biegungs— 
moment des Ganzen: 
vd + bh 

12 





Auf diefelbe Weife kann man die Biegungsmomente 
vieler anderen in der Praxis vorfommenden Körper finden. So ift 5.2. 
für den Körper mit Tförmigem Uuerfchnitte A, Bi CD, Fig. 357, bei den 
Dimenfionen 

Fe: DE 32 0 2 

sig. 357. AB — A, B,ı = AA, + BB, =b,, 

AD=-BC=-hwmw 
AD, =BCG=BC- (CC =h, 
das Maß des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die untere Kante A, B;: 
Moment des Rechtedes AB CD minus Moment 
der Rechtecke A, Dı und B, C,,d. i.: 





b (2 h)°? b, (2 h,)? 
V = 1 — — 1. 0 nen 
m ji 12 Ih 12 
— bh? — b, h? 
— 3 s 


wie ſich ergiebt, wenn man jedes diefer Rechtecke als die Hälfte von doppelt 
jo hohen Rechtecken mit der neutralen Are N, N, anfieht. Nun ift die Fläche 
AGD=F=bh — b, h,, und ihr ftatifches Moment: 

F.e — oh. b, h, 3 — 1/, (bh? — b, h?); 


es folgt daher der Hebeların 
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bh? — bh} 


Een um) 


das Product 
F.e; = 1, (b h? — b, h?)? : (b h— b, hı) 


und das Biequngsmoment des Körpers in Beziehung auf die durch den 
Schwerpunkt S gehende neutrale Are NN: 


bh? — bh) 
W = Wera a — 1, (bh? —b, h?)2:(bh— b, hı) 





_4(bh—bıh Y GhbH — b,h,) — 3 (bh? — b, 2): 
u 12 (bh — bh) 
_bM — bh) — Abhbıhı (h— hr)? 


12 (dh — bh) 


Es ift übrigens leicht einzufehen, daß die hohen, ausgehöhlten und ges 
fiederten Körper bei gleicher Maffe ein größeres Biegungsmoment haben, als 
die breiten, mafjiven Körper. Weil diefes Moment mit dem Querjchnitte F 
und dem Quadrate (2?) der Entfernung von der neutralen Are wächlt, jo 
hat eine und diefelbe Fafer um fo mehr Widerftand gegen die Biegung, je 
entfernter fie von der neutralen Are liegt. Iſt z. B. bei einem mafjiven pa- 
rallelepipedifchen Balten die Höhe A gleich der doppelten Breite b, jo fällt das 
Diegungsmoment entweder 

3 
ey = 2/, bi oder — 2. = 1, bt 
aus, je nachdem man diefen Balken mit der kleineren Breite b oder mit der 
größeren 2b auflegt; es ift alfo im erften Falle das Biegungsmoment vier- 
mal jo groß, als im zweiten alle. Wenn man ferner den mafjiven Bal- 
fen vom Duerfchnitte bh durch einen hohlen erſetzt, deſſen Höhlung bA 
gleich ift dem maffiven Theile vom Querſchnitte d, A, — bh, wenn alfo 
bh —bh—=bh,dbibhh — 2bh, oder db — b V2 amd 
h—hV2 ift, jo erhält man fitr den Ietteren das Biegungsmoment: 

bh? — om  dV2 (nV 2) — bus 


Ka — = 12 — — 8/1g bh®, 


d. i. dreimal fo groß als fiir den erjteren. 


LE 





Dreiseitige Balken. Das Maß des Biegungsmomentes eines prisma- $. 2 
tifchen Körpers mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, Fig. 358 (a.f.©.), 
wird mit Hilfe der legten Paragraphen wie folgt beftimmt. Für das Prisma 
mit rectangulärem Duerfchnitte ABCD ift, wenn man die Bezeichnungen 
des vorlegten Paragraphen beibehält, das Maß des Biegungsmomentes 
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— —3 — folglich das für feine Hälfte mit dem triangulären Querſchnitte 


AB r und zwar in Hinficht auf die Mittellinie NN: 


bh° __ bl 
12 24 

Nun fteht aber die Schwerlinie NN des 
Dreiedes um 1, AB = !/;, h von der 
Mittellinie oder Schwerlinie N, N, des 
Nechtede® ab, daher ift nad) $. 224, das 
Moment in Hinficht auf NN: 


3 
w=Ww-— (+) F— a b = 


OR - DR 
7, 
alfo das Biegungsmoment W des Balfens mit dreifeitigen Querſchnitte ift 
nur ein Drittel vom Biegungsmomente des parallelepipediichen, bei gleicher 
Grundlinie und Höhe des Querſchnittes. Da num aber der letztere Balken 
nur doppelt jo viel Volumen hat als der erftere, jo folgt, daß bei Übrigens 
gleichen Dimenfionen der trianguläre Balken nur 2, fo viel Biegungsmoment 
beſitzt als der rectanguläre Balken. 


—— 11 
M — Ua 





Für die Are Z, Z, durch die Bafis BC ift ferner diefes Moment: 
—— — bA® 
Y» =W + (2 .) fF= 0 

und für die Are ZZ durch die Scharfe Kante A = e8: 


e 2\?bh bh’ 4bh° bh3 
m +G 2736 Ta 


Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen rechtwinkelig triangulären 
Querſchnitt. Es gelten diefelben aud) Fiir jedes andere Dreiet ABC, 
Fig. 359, deſſen Bafis BC redjtwinkelig, gegen die Biegungsfraft P fteht; 

Fig. 359. denn es läßt jid) daſ— 

LA 11. jelbe in zwei rechtwinke— 
[ige Dreiede ABD und 

y A CD zerlegen, deren 


C — 
a x | ⸗ N Grundlinien — ——— 
— 668, und? DO — by, zuſam— 
Y men die Grundlinie 


BC=b de jdiefen 
Dreiedes ABC ausmachen, jo daß fid) daher für das legtere 
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3 
— * bh + Em un * bt+b)R— a 
beredynet. 

Uebrigens ift es natürlich ganz einerlei, ob die Grundlinie B C oben oder 
unten, alfo wie in I. oder in II. liegt. Es ift für beide Fälle das Biegungs— 
monient jelbjt 
bh’ 
36 
fo lange die Elafticitätsmodel (E) für Ausdehnung und Zufammendrüdung 
nicht von einander abweichen. 

Dieſelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem vhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 360, mit horizontaler Diagonale BD. Iſt 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC — h, fo hat man für Körper 
nit dieſem Querſchnitte: 

— —— 
12\2 48 4 12 
d. i. ein Viertel von dem Momente des Balfens mit vectangulärem Quer— 
Schnitte U FG 1 bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernach für ein 
Doppeltrape; ABED, dig. 361, von der Höhe AU= BD—h, 
äußeren Breite AB —= CD b und inneren Breite EF — b,, 
bh5 ® (3b + bı) h3 


v=7-0-b),= TE 


WE= E, 


Kia. 362. 





Polygonale Balken. Die vorjtehende Theorie fann auch auf Körper $. 230 


mit regelmäßig polygonalen Querfchnitten wie ACE, Fig. 362, ans 
gewendet werden, bei welchen die neutrale Are XX zugleich eine Symme— 
trieare ift. Da ſich eim folhes Polygon im lauter congruente Dreiede zer— 
fegen läßt, jo kommt es bei diefer Beſtimmung vorzüglid darauf an, das 


408 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [$. 230 


Biegungsmoment eines foldhen Dreiedes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
man die Seite AB—= BC — CD des Polygons oder die Grundlinie 
eines Ergänzungsdreiedes dejfelben, durch s, und die Höhe SK deffelben durch 
Fig. 362 a. h, fo bat man das Maß feines 
Biegungsmomentes in Hinfiht auf 
die Are X X: 
1 hs? hs? 


4 12 48’ 
Udagegen daſſelbe in Hinficht auf 
— 3 
die zweite Are VV: = an. 


und es ijt folglich die Summe beider 
Momente: 
sh? | ha — =) 
ar ale rg 
Diefe Summe gilt nun (nad) 
$. 225) auch für jedes der übrigen 
Ede, und es ift daher diefelbe fire das Polygon von n Seiten: 
. nsh s? F 
W, + W, = — (n ES =) = (" + 
wenn man den Inhalt deilelben: 
n- =, durch F ausdrütdt. 


Bezeichnen wir den Winfel ASX durch «, fo ift nad) $. 225 das Mo- 
ment in Hinficht auf die Are ASL: 
— W, (sin. «)? + W; (cos. @)?; 
dafjelbe ift aber auc) gleich dem Momente W, in Hinjiht auf SD oder 
XX, daher hat man: 
Wı = W, (sin. «)? + W%3 (cos. «)?, oder: 
W,[1 — (sin. «)?] = W; (cos. «)?, d. i.: 
W, (cos. «)? — W; (cos. @)?, und folglid): 
W, = W;. 
Für eine Are UT, welche um einen willfürlihen Winkel XSU— 
von der Are X X der Syinmetrie abweicht, ift ferner dag Moment: 
W= W, sin. ꝙ2 + W, 008.92 — W, (sin. pP? + cos. 9?) = W.. 
Wenn man folglich in der obigen Gleichung 


F s? 
m + mE (m4 8), w= mm 


einfegt, jo erhält man für jede beliebige Are des regulären Polygons das 
Maß des Biegungsmomentes: 





s? 
12/ 
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2 
w=W = m— (m En 2), 
oder, wenn man noch ar Halbmeffer des Polygons SA— SB= r, und 
hiernach Ah? — r? — — fest: 


2 82 
/ — — — En 
— r =) 


Cylindrische und elliptische Balken. fiir den Kreis als Po- $. 2: 
lygon von unendlich, vielen und unendlich Fleinen Seiten ift s — 0, daher 
tolgt das Maß des Biegungsmomentes eines Cylinders: 
F ar! 
= — r?’ — —— 454 
— 0,7854 rt, 
Für einen hohlen Cylinder oder eine Röhre mit dem äußeren Halb- 


meſſer r, und inneren Halbmeſſer r, folgt daher durch Subtraction: 


(rn —r!) — ar = a) Fr) __ _Fer+ rn) 
we — ze A Bd 7 — F 
4 4 4 





2 
—— 
wobei — an (7 — 57) den Inhalt des — en 


— +? ‚ den mittleren Halbmeffer, und b — °, die Wand» 


dide des — bezeichnen. 
Der horizontale Durchmeſſer AB theilt den Vollkreis DE, dig. 363, 
Fig. 363. in zwei Halbfreife ADB und AEB, und 
es iſt das Maß des Biegungsmomentes fir 


- | eine ſolche Hälfte in Hinficht auf den Durch— 
— — 


> \ art 
A——— 8 = 1, — —* 
C — 24 


— Nun ſteht aber der Schwerpunkt S des 
Halbkreifes um CS — = (f. 8. 113) von 





2 








‚14 
F . 


dem Mittelpunfte C des Kreifes ab, e8 ift daher flir — Are NN 
durch S: 
2 
W=W,-FC8=-M-—F. = 


= zrt (3 — Fr 


wogegen filr den Halbfreis mit verticalem Durchmefier 
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ar! ; 
W= —- = 0,3927 rt iſt. 

In Hinficht auf eine Are NN, welche um den Winkel NSX — « von 
dev Symmetrieaxe U D, Fig. 364, abweicht, ift das Moment des Halb— 
freifes: 

art —1 8 
Lbin. ca + ar (2 — I) os.ai 
5 sin.a® + ır Fr 5 cos. & 


Ä 


— (0,3927 sin.«? + 0,1098 cos. «?) rt. 
Rig. 364. Fig. 365 


—— — 
EX EN 
-N x 
— 
-Y — 
X 


Aus der Formel 





fiir das Biegungsmonent des Vollkreiſes läßt fi) aud) das fiir eine Ellipfe 
ABADBD, fig. 365, ableiten. In Folge der aus Art. 12 der analytifchen 
Hülfslehren befannten Bezichung der Ellipfe zum Kreiſe ift, wenn AB,AD, 
einen Kreis vorjtellt, deſſen Halbmeſſer UA der einen Halbare a der Ellipfe 
gleich ift, und wenn die andere Halbare CB der Ellipfe durch b bezeichnet 


r 


wird, das Verhältniß - z der Breite DE eines elliptifchen Elementes zur 
Breite D, E, eines gleichliegenden und gleihhohen Elementes vom Kreise 
,. BB __0B _»b 
m. CH - m 
Da num aber das Biegungsmomint eines folchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächſt, jo verhält fid) daher aud) das Moment eines 
Streifens DE der Ellipfe zu dem entfprechenden Streifen D, Eı des Kreifes 
wie b zu @, und es iſt folglic) aud) das Maß des Biegungsmontentes für den 


Körper mit elliptifchem Querſchnitte gleich z von dem mit freisförmigen 





Querſchnitle, d. i.: 
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Enthält diefer Körper noch eine elliptifche Höhlung mit den Halbareı 
ea, und b,, jo hat man fir denfelben: 


w—* (a3b — a)b,) 


[2 





Iſt ferner ein Körper mit rectangulärem Querſchnitte entweder um 
Fig. 366. jeine Are herum, oder, wie in Fig. 366, an den Seiten 
elliptifch ausgehöhlt, fo hat man für deilen Bie— 

B gungsmoment 

* | bh’ a,b, 

m Ya 

u: zu fegen, wobei b und A% die Breite AB und Höhe 

: AA— BB des rectangulären Querſchnittes ABBA, 

4 dagegen a, und db, die Halbaxen CE und CF der halb— 
elliptiſchen Ausschnitte D FE bezeichnen. 






Das Maß W des Biegungsmomentes von einem Cylinder oder einem $. 232 

Cylinderabſchnitte läßt ſich einfach cuc auf folgende Weife ermitteln, 
Man theile den Quadranten ADO des Eylinderquerfchnittes AOBN, Fig. 
367, in n gleiche Theile, führe durch die Theilpunfte verticale Schnitte, wie 

Fig. 367. DE, FG u. |. w. und beſtimme 
die Diegungsmomente der dadurd) 
erhaltenen, al8 gerade Parallele— 
pipede anzufchenden Blätter, 3. B. 
DEFGu..w. Die Summe 
der Biegungsmomente diefer Blät⸗ 
ter giebt das Biegungsmoment 
des halben Eylinders AOB, und 
durch Verdoppelung diefes Mo— 
mentes erhält man das Biegungs— 
moment des ganzen Gylinders, 
Bezeichnet r den Halbmeffer CA 
— CO des freisförmigen Quer— 
ſchuittes AOBN, fo ift ein Bogentheil DE — - . * —— nn und in 
Folge der Aehnlichleit dev Dreiecke DE H und CDK, für die Dide KL 
des Cylinderblattes DEFG —= 2.DGLK: 





; KD KD ır ıc — 
AL GV . r=—  — — —. 
CD =: CD 2u In KD. 


Run folgt nad) der befannten Formel in $. 226, das Maß des Biegunge: 
momentes von den DBlatte DEFG: 
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_KL.eKkD® _ 8 a 
== 12 Terasse KD*. 


Segen wir den veränderlichen Winkel ACD, welcher den —* Schnittes 
D E vom verticalen Durchmeſſer AB beftimmt, — p, fo erhalten wir für die 
Ordinate oder halbe Blatthöhe DA — r cos. p, und daher das legte Bie— 
art 3+4c0s.29 +c05.49 
nn — —, ba 
3n 8 


fich (cos. P)* — EUER it en, jegen läßt (jiehe „Ingenieur“ 


Seite 157). Um num das Maß des Biegungsmomentes des halben Cylin- 

ders zu finden, hat man im Factor 3 + 400.2 + cos. 4, für p nad) 
r PLA A 

di W — — — ⸗ 

und nad) die Werthe 1 In’ 2 re bisn * einzuſetzen, die er 


haltenen Ergebniſſe zu addiren, und zuletzt noch mit dem gemeinſchaftlichen 





ri 
gungsmoment — > (cos. p)! = 


4 
Factor 5 zu multipliciren. Nun giebt aber die Zahl 3, nmal zu ſich 
addirt, das Product 3n, ferner die Summe der Cofinufe von O bis =, 


— Null, weil die Cofinufe im zweiten Quadranten von # bis x gleich und 


entgegengefett find den Cofinufen im erften Quadranten von O bis 2. und 


ebenfo die Summe der Cofinufe von O bis 27, — Null, weil auch die 
Coſinuſe im dritten Ouadranten von x bis ?/, zr die im vierten Quadranten 
von 3/, m bi8 2 7 aufheben, daher bleibt fir das Maf des Biegungsmomentes 
von der Cylinderhälfte AO B: 


We : i 
ae De — und endlich fiir den ganzen Cylinder: 
4 
W— —: — 0,7854 rt, ober aud) 
nı dt 
ae 7 ou NT 
W 54 0,0 


wenn d — 2r, den Durchmeſſer des Cylinders bezeichnet. 
(Anmerkung). Im Gewande der Differenzial- und Integralrehnung tft, va dr 


ein Slement des Bogens 9 bezeichnet, das Glement DG = — ‚= rdp, und daher 
das Moment des blattformigen Flächenelementes DEFG, 


22 — 3+4co0s.2 08.4 


— (3 4008. cos. 49) P -56 2»p+4 008.2 Pd P+c0s.49)d p 
T 
12 


[399 +2c0s. 2932 9)-+ '/,cos.4yd(4 p)] 
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und endlich das Moment des Cylinderſtückes ABED: 


4 » 
W- (3 89 -+2/ 008.2 72(2 9) + Y,J cos. 4m )(4 n), d. i.: 
W- 5 (89-+2sin.2p-+ Y,sin.4g) (f. analyt. Hülfelehren, Art. 26, I.). 


füurg = 75. alſo Sin. 20 = sin.n = O, und sin.dp — sin.?n — 0, 


eingeſetzt und das Ganze verdoppelt, erhält man, wie oben, das Biegungsmoment 
des ganzen Gplinders, wieder 





rt In rt 
u Ge za 
Kür das Segment DO E it dagegen 
4 
W= 7 — (37 + 2sin.2p + Y, sin. 4) - 
— E 206 (? sin.2p-H Sin. 4 2)| Br 
8 12 


4 
= [(6(n —2F7) —Bsin.2 pP —sin.4yp] 23. 


Durch einfahe Subtraction läßt fich mittels der letzten Formel auch das Moment 
W für ein Brett DE FG von endlicher Dide KL beitimmen. 


Balken mit krummlinigen Querschnitten. Für Körper mit ($. 2353) 
gefegmäßig Frummlinigen Querſchnitten beftimmt fi) das Maß W 
des Biegungsmomentes am jicherften mit Hilfe der höheren Analyſis. Man 
zerlegt zu diefem Zwecke eine ſolche Fläche ANP, Fig. 368, durch Ordi- 
naten in ihre Elemente, und beftimmt num die Momente eines ſolchen Ele 


Fig. 368. mentes jowohl in Hinficht auf die Abjcifienare 
AX als aud) in Hinficht auf die Ordinatenare 
7 B AY. 


It = die Abſciſſe AN und y die Ordinate 
NP, fo hat man den Inhalt eines Elementes: 
oF=yoüx 
(. analyt. Hülfslehren, Art. 29) und daher das 
Maß feines Viegungsmomentes in Hinficht auf 
N x die Are AX: 
oeW, = !;y?. O =, 30* 
(. $. 226), und dagegen in Hinficht auf die Are AY: 
0 W; = a?yOx, 
da hier dag Element an allen Stellen um x von A Y abfteht. 
Durch Integration erhält man nun für die ganze Fläche ANP=F: 


M -t (wor 





und 
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— [yon 


Hat man nun (mach $. 115) den Schwerpunkt S der Fläche ANP er 
mittelt, aljo feine Coordinaten AK — u und KS — beſtimmt, fo fin- 
det man hiernad) die Maße der Biegungsmomente in Hinficht auf die durch 
den Schwerpunkt gehenden und den Coordinatenrichtungen parallel Laufenden 


Iren: 
= 1 
W, = 4 [wos — v? F, 


Ww = f 2?yox — u?F. 


3. B. für eine Parabelflähe ANP, deren Gleichung 4? — pr ift, 
hat man (nad) Art. 29 der analyt. Hitlfslehren) : 
F— ?/;29Y, und (nad) $. 115) 
u — 2 und » — 3; Y, 


: 3\? 3%. 2 3 

F= () Fy? = (3) A = 39 2 y° 
2 6 

— 2 ⸗ —— ET 

ef = (F)'rz GE et Te 


Da ferner aus y? — px, 2 — rn und dx — 


folgt, fo ift: 


1 ö 1 2yoy 2 2° 2 
— 3 — — 3. — — Ad; — —— — — 3r 
— 0x /y z 35) 79% 152 15 9 


und 


daher: 


und 





1 2 
— 53 x y.y? — — 





5 
und 
| ı 2° 2 2yt 2 
[von = [&? ⸗ oy_ y°eoy —— En = 
J»p? »p » 1»? 7 
3 2 5 _ 
— — x — —— Fx, 
u 7 


— ergiebt ſich: 


19 
V —1} — "u? — Fu — AS 
Fi (5) Fr G- at 


und 


3 3\? 12 
ne le ed 
W=7Fı (2) Fr? — 175 F'r?, 
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Für eine ſymmetriſche Parabelflähe ADB, Fig. 369, deren Sehne 
AB — s und Höhe OD — h ift, läßt ſich hiernach fegen: das Moment 





Fig. 369. in Hinficht auf die Symmetrieare X X: 
1: f8%3% 188 s’h 
Un =-F (3) = — — 
255*6 20 30 


wogegen das in Hinſicht auf die normale 
Are YY bleibt: 


Krummlinige Querschnitte. — 
Kommt esdaranf an, das Biegungsmoment 
eine® Körpers zu ermitteln, deilen Quer— 
Ichnitt eine zufammengefegte oder eine ungeſetzmäßige Figur bildet, 
Jo muß man entweder diefen Querſchnitt in Theile zerlegen, für welche das 
Maß 11” bereits befannt iſt, oder man muß denfelben durch verticale Yinien 
in Schmale Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmontente diefer Strei- 
fen (nad) $. 226) berechnen und zulett noch diefelben durd) Addition ver— 
einigen, wobei wieder mit Vortheil die Regel von Simpfon oder Cotes in 
Anwendung gebradjt werden kann. 

zB. ABEC, Fig. 370, eine ſolche Figur oder ein folder Theil 

Fig. 370, des Körperquerjchnittes, und foll das Biegungs- 
moment deſſelben in Hinficht auf die Are AX be- 
jtimmt werden, jo ermittelt man erſt das Maß 
W, für den Flächentheil ABGD, und dann 
das Maß W, für den Theil C ED; fjubtrahirt 
man dann das legtere vom erjteren, jo erhält man 
das gefuchte Moment: W—= Wı — W.. 

It die Grundlinie AD des erjten Theiles 
— x, und find die in gleichen Abftänden von ein— 
ander ftehenden Höhen deſſelben 29, 21, 22, 23, £u, 
jo hat man das entſprechende Maß des Biegungs⸗ 
momentes nad) der Simpfon’schen Kegel: 


m=3- 36 +4 +2. HI He 


Iſt dagegen die Breite C.D des abzuzichenden Stüded CODE — x, und 
jind die Höhen dejjelben Yo, Yı, Y2, Ya, Jo hat man nad) der Kegel von 
Cotes (f. analyt. ie Art. 38): 


W; —3. W + 39 + 34, + Y;). 








UN 


. 235 
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Geht A X nicht durd) den Schwerpunkt S des ganzen Querfchnittes, fo 
muß dann noch durch die befannte Regel ($. 224) eine Reduction auf die 
Are durch S vorgenommen werden. Auf diefe Weiſe find natürlich auch 
noch andere, vielleicht unter A X und neben A Y gelegene Theile des ganzen 
uerfchnittes zu behandeln. Den Schwerpunkt S fann man entweder nad) 
$. 124, oder auch empiriſch beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 
diinnem Blech oder Papier ausjchneidet, und auf eine fcharfe Schneide legt 
(j. $. 104). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien bejtimmt, jo 
erhält man im Durchichnitte derjelben den gefuchten Schwerpuntft. 

Beijpiel. In der Fig. 370 it ABG EC ein Theil von dem Duerfchnitte 
einer Eiſenbahnſchiene, welcher fich als die Differenz zweier Klähen ABGD und 
Ü ED aniechen läßt. Wenn nun die eritere eine Breite AD von #, und die 
leßtere eine Breite CU D von 1 Zoll bat, und wenn ferner die Hohen des eriteren 

2, — 2,85; &, — 2,82; 2, = 2,74; 23 = 2,60 und z, —= 2,30 
und die des leßteren 

Y = 0,20; y, = 1,50; Y = 1,80 und y, = 2,15 Zell 
betragen, jo it das Maf des Widerſtandsmomentes vom eriten Theile: 


W=3:3°75:1285° + 2,309 + 4. (2,82% + 2,609) + 2. 2,74] 


Lı.; 
57° (23,149 + 12,167 + 4.40,002 + 2.20,571) 


— 1.9947 = 8,7584, 





27 
und dagegen das vom zweiten Theile: 
„= re 1 2. [0,208 + 2,15% + 3 (1,50% + 1,809] 
_ 57: (0,0080 + 9,9384 + 27,6210) = —— = 1,5653, 


daher das gefuchte Maß für die ganze Fläche ABGEC: 
W= W, — W, = 8,7584 — 1,5653 — 7,1931. 
Anmerfung. Auch fann man jeßen: 


2 
W= 5 (2) G. o2. —04 4. 12. #+2.22.y+4.3°.y, +1.4%.y,) 


23 

= m (4yı + 8% + 364 + 16yY,), 
wenn Yo, Yı5 Ya Ya, Y, die in den Abftänden Ye, Y,z, M 2, 4,2, von 
AX. gemefjenen Breiten bezeichnen. 


Biegungsfestigkeit. Kennt man das Biegungsmoment eines an einem 
Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A von einer Kraft P geipannten 
Körpers AKOB, Fig. 371, fo fann man aud) die Spannungen in jedem 
Querſchnitte NO defjelben finden. Bezeichnet S die Spannung pro Qua— 
dratzoll in einer Entfernung SN — e von ber neutralen Are S, fo find 


die Spannungen in den Abjtänden 2, 22..., 9ı — = 8,8, = a: 


und bei den Querjchnitten Fi, Fy..., die Momente derfelben: 
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M=-hSa= Pan, M=Rsa=Rrtufn, 


und es folgt die Summe der Momente der jämmtlichen Spannungen im 
Querſchnitte N O: 


S 
M= M, m M, te=As+hs +) = 
Fig. 371. 


WS 
— 

Iſt nun x der Ab— 
ftand SH de8 Quer: 
ſchnittes NO vom An— 
griffspunft A der Kraft 
P, jo hat man aud) 
M= Pr, und «8 folgt 
daher 


1) Pr= NE, ober 


Pxze=W S, fowie die 
Spannung des Kör— 
pers in dem Abftande e 
von der neutralen Are, 


Diefelbe wächft mit x 
gleihmäßig und ift da- 
her fir 2—1, d. i. im 
Befeftigungspuntte B 
am größten. Ebenſo 
nimmt fie aud) mit e 
gleichmäßig zu, und ift 
daher an der Stelle am 
größten, welche von der 
neutralen Are am meir 
| ften abfteht. Damit der 
Körper an feiner Stelle iiber die Elafticitätsgrenze hinaus gejpannt werde, 
darf die Marimalfpannung S höchſtens den Tragmodul T erreichen, ift 
folglich 





M 


Bufe —, oder 
He 
e 
zu fegen, wonad) alſo die Tragkraft des Balfens AK OB: 


Belspahb’s Lebrbuch d. Mechanit. I, 27 





418 Vierter Abjchnitt. Zweites Gapitel. Is: 235. 





N —— folgt. 
Ebenſo erhält man and) die — zum Abbrechen des Körpers in 2: 
WK 
P, — —, 
le 


wobei man für A einen, allerdings durd) Zerbrechungsverſuche bejonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzufegen bat. Uebrigens läßt ich die 


rc 


S . j 
and) aus oben $. 215 gefundener Grundformel 





Srundformel Pr — 


WE 
Pı = =, wie folgt, unmittelbar ableiten. 


Wenn man die von dev Spannung S pervorgebradhte Ausdehnung NN, 
durch 6 bezeichnet, jo iſt auch S — 6 E, und wenn man in der Proportion 
h) p 





NN ERS D 
SY’ MR 
NN —=6,SN=eRS—=1,ıd MR—r, de Krümmungshalb— 
* —1 
meſſer einführt, alſo — — oder 6 — — ſebt, ſo folgt 


Ss E 
Ss - IE, oder er und daher aud) 
WE ws 


Pt — — — —. 
y . 


— 
"WE 


Arbeit zum Biegen des Körpers AKB, das Moment Pl — = und 


Setzen wir in der Formel L — _& 217) für die mechaniſche 


den Tragmodul 7’ — 6 ein, jo erhalten wir 
T: W° I | wi 


L = 'k————: 1/ 


— 1/,6?E . 
e? WE * 5 


Nun iſt aber (nad) $. 206) 1 0? E der Arbeitsmodul A der Elaſticität, 
daher folgt die mechanische Arbeit, durch weldye der Körper bis zur Elaſti— 
citätsgrenze gebogen wird, 


u:z=B* 











wi 
3e? 
Iſt b die größere Breite des Körpers, und denkt man ſich den ganzen 


2 1 * — — ⸗ — .e hd b 
Querſchnitt F' des Körpers in n gleicy breite Streifen von der Breite — 
n 

und den Höhen 21, 2 24 . . . zerlegt, jo kann man jegen: 


h 
!= S (ı +2. +2,+--. um 
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Ww _ pr (z) +2} + e}...) daher aud) 
w /— (A ts +2 +. -- \2. | 
\z rs ra+- | 
Jedenfalls läßt ih 1 — mr, — Wr, 5 = ir... feßen, to | 
bei &,, %,, 4; . .. von der Querfchnittsform abhängige Zahlen bezeichnen, 


daher hat man aud) 
m _ete ti nn Fl 
e? k+te+m +:-:)/12 | 
und daher die mn Arbeit 
—2(E ty ++: 5 | 
Kt ++: 
u +u/ tu 
u — lg + Us 
hängiger Goefficient %, und FI — V das Bolumen des Körpers, daher | 
hängt die mechanifche Arbeit Z — !/;; ® A V nicht von den einzelnen Di: 
menjionen, jondern nur von der Querſchnittsform und vom Volumen des 
gebogenen Körpers ab. Bei Körpern von gleicher materieller Beſchaffenheit | 
und ähnlichen Duerfchnitten ift aljo diefe Arbeit dem Volumen des | 
Körpers proportional. 
Für die Arbeit zum Abbrechen ift ebenio 


eg 


3e? 
zu jegen, wenn A den Arbeitsmodul des Abbredyens bezeichnet. 





Nun iſt aber ein bloß von der Form des Körpers ab— 


Festigkeitsformeln. Für einen maſſiven parallelepipebijhen g. 236 
Balken ACB, Fig. 372, von der Pänge !, Breite b und Höhe A ift 


bh: 
Fig. 372. e— Nah und, nad) $. 226, —— 
daher a und die Tragfraft 
v’ 
bh? 


deſſelben: P—= — Talſo das Trag- 


14 


moment: Pl—bh?- 2 





Auch folgt hiernach die mech aniſche Arbeit, um diefen Balfen bis zur 
Elaſticitätsgrenze zu biegen: 
AWI A bh? 2l i 
— — — — — — — — I »AbnhMI = ,4P. 
A re ar a al 
27° 
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Iſt der Balken Hohl, find aljo feine Duerjchnitte wie Fig. 373 und 
dig. 374 geformt, jo hat man 
W _bM—bh; bw — dh} 


7 We 7 — 
— 3 
pi bh®— bıh| T. 
hi 
wo bei b und A die äußere, fowie db, und A, die innere Breite umd Höhe 
Fig. 373. Fig. 374. Fig. 375. Rig. 376. 


E_A_F 








———— 4 


— 


des Querſchnittes bezeichnen. Beim Körper mit rhomboidalem Quer— 
Ihnitte, wie Fig. 375, ift 


W_ bh __bM — 
e — 48.1,h 24° 

bh? T bh? T 

— —. — 1 an 

— I 24 « — 


d. i. mal fo groß als beim parallelepipediſchen Balken von gleicher Höhe 
AC= hund Breite — 

Ferner beim Balken mit doppeltrapezförmigem Querjchnitt, wie 
Fig. 376, ift 


W _(@b+b)h®? (3b +b,)A? 
"7:76 7757 gg daher das Tragmoment 
—— (3b + b,) h? , EN 


4 6 
wobei b die obere, ſowie db, die mittlere Dicke und A die Höhe des Quer— 
ſchnittes bezeichnen, 

Fur einen Balken mit regelmäßig 2njeitiger Bafis, wie ADF, 
dig. 377,1. u. I., hat man, wenn r den äußeren Halbmeffer CA, s die 
Seitenlänge AB, h den inneren Halbmeffer CL, und F den Inhalt des 
ganzen Duerjchnittes bezeichnet, 

F (r? + 21?) 


F 
w=Ir- Zus +), 
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und je nachdem die neutrale Are NO, wie in Fig. 377, I., durch die gegen- 
itberliegende Ede, oder, wie in Fig. 377,11., durch die Mittelpunfte der 
gegenüberliegenden Seiten geht, 


entweder e—r dre—=h— Vr— (!/; 5)? zu jeßen. 


Big. 377. 





Daher folgt für den erften Fall: 


F(r? + 2h? 
Pil= Ar t2n T, und dagegen fir den zweiten: 
2 2 h? e 
Pi= ei 220 T, während in beiden Fällen: 


=iIunsh=nh Vr: — k—=l,ns Vr? — (1/2 9)? ift. 
Das Verhältniß 4 der Tragkräfte ift — . 


ft die Anzahl n der Seiten des polygonalen Querſchnittes ungerade, 
wie Fig. 377, IIL, jo hat man für e ſtets CA — r einzufegen, und daher 
nur die erftere Formel in Anwendung zu bringen, vorausgefegt, daß die 
Kraftrihtung Symmetrieare des ganzen Querſchnittes ift. 

Für den quadratiihen Querfchnitt ft s—2h=r Va, F=s, 
und daher da8 Tragmoment 


PlI= ——=-T=-T = 0,333 r? T, dagegen 
sV2 3 geg 


r? v2 


3 





3 
Pi=-1= T— 0471rT. 





ah 
Für den fehsfeitigen Querfchnitt hat man ser = v5’ 


3/3 
* 2 


F s? — 2,598 s?, und daher 
PlI= auE ®T= — >’ 7 = 0,541 r3 1, dagegen 


Pi= + T= I, rT= 0,625 vr? T. 
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Für den regelmäßig’ adhtfeitigen Querſchnitt ift: 


—— rV2- v3, h— >V2+ v2 und 
F=-4ıh= 3V2. = »V? 


— daher 
ö va 
pi aV2HtN) ; — T— 0,638 r® I, 
3/20 + 143 
und es 
ie) an — — ——— 
3Yırtıayg sYya+ya3 
Für einen maffiven Cylinder vom Halbmefjer » hat man 
W __ art ar! ar" d 
— Ar — aher x 


P= Zr T= 7ER N —",Fr.T ud 


3 ! 
u == 2. Teiln rt 1 AV 


St der Eylinder hohl, fo hat man dagegen 


1:F 
(rt — r}! km ;) Fr 
Pl— =) T= — — ER (vergl. 8.231), 
4 ri I b 
2r 
+ - * — 71 — 2 | 3 
wober », den äußeren, », den immeren jowie » — — —, den inittleren 


Halbmeffer, ferner F'— 7 (r} — r}?) den Querfchnitt nd br, — die 

Fig. 378. Ria. 379. Breite des ringförmigen Cy— 

linderquerſchnittes bezeichnen. 

3 Für den Balken mit ellip- 
E tifhem Querfchnitte, wie 
Fig. 378, deſſen Halbare UA 
— 0 =a die Richtung der Kraft 
hat, und Halbaxe CB—b in 
— der neutralen Are liegt, iſt .2 


2 f 
LT 
Endlich für den parallelepipedifchen Balken mit halbelliptiſchen 
Aushöhlungen an * Seiten, * Fig. 379, hat man, 


bh’ — b 3b4 — aba‘ 
ER us ja ı/,; 1 = Ip 
x Uyh — 6h % 













$. 237.) Tie BiegungssElartieität und Feſtigkeit. 423 


dagegen für einen foldhen mit parabolifhen Flankenhöhlungen: 
bh? — $/,,ba) 5bh? — 32b, a) 
Prz== EI re R vr 
Nah 4 30h T, 
wober b die Äußere Breite, 4 die Äußere Höhe, b, die Tiefe einer Höhlung 
und «u, die Höhe derjelben bezeichnen. 





Verschiedenheit der Tragmodel. Die formel 
WT 
er 5 
für die Tragfraft eines an einem Ende eingemanerten Balkens A, Fig. 350, 
Kia. 380. hat nur dann eine allgemeine Gültig— 
feit, wenn die Ausdehnung 6 und die 
Somprefjion 6, des Körpers bei der 
Elaftieitätögrenze einander gleich find, 
weil nur dann der Tragmodul 





T=6E 
e für die Ausdehnung dem Tragmodul 
TI =6E 


für die Compreſſion gleichzufegen ift. Bei dem Schmiedeeifen jcheint dieje 
Gleichheit jo ziemlich), und bei dem Holze wenigjtens annähernd vorzufom- 
men; ganz anders ift aber diefes Verhältniß bei dem Gußeiſen; daflelbe 
hat nicht allein einen viel größeren Modul der Feſtigkeit für das Zerdrücken 
ale für das Zerreißen, jondern es iſt auch bei der allerdings nur ungefähr 
anzugebenden Klafticitätsgrenze die Comprefjion 6, circa 2 mal jo groß als 
die Ausdehnung 5, und folglid) auch der Tragmodul 7, des Zerdrückens 
2 mal fo groß als der Tragmodıl 7 des Zerreißens. 

Um die Tragfraft des Gußeifens oder eines anderen Körpers zu finden, 
bei welchen eine anfehnliche Verfchiedenheit zwischen 6 und 6, oder 7’ und 


rn 


T, jtatt hat, muß man zuerjt unterfuchen, weldyer von den Quotienten = 


Zu 


1 = MaRR: GERN, 
und der kleinere iſt, und dieſen letzteren ſtatt — in die Formel 


r 
fe 
-} 


P= 





el 
einſetzen. 
ne u * T T \ 
Die andere Balfenhälfte, weldyer das größere Verhältniß ( — oder =) 
e 1 
entipricht, iſt natürlich dann nod) unter dev Elaſticitätsgrenze geipannt, und 
hat daher einen unnöthig großen Querſchnitt. Um diefen und folglich aud) 


den Querſchnitt des ganzen Körpers auf das Minimum zuridzuführen und 
daher jo viel wie möglich an Material zu erjparen, iſt nöthig, daß beide 


. 23 
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Balfenhälften gleichzeitig bis zu der KElafticitätsgrenze ausgedehnt und com- 
primirt werden. Deshalb foll man dem Duerjchnitt des Balfens eine folde 
Form und eine ſolche Lage geben, daß 
4 — T, N e __ F J— 
e a an a 
ausfällt, daß alfo das Verhältniß zwifchen den größten Abftänden e und e, 
der Faſern zu beiden Seiten der neutralen Are gleich) ift dem Verhältniſſe 
zwifchen den Tragmodeln 7 und 7, des Zerreißens und Zerdrüdens. 


— — 


Wenn alſo beim Gußeiſen m = a — 2ift (f. $ 211), fo müſſen 
wir hiernach den Querſchnitt eines gußeifernen Balfens fo geftalten und jo 
legen, daß Fr jo viel wie möglich — 2 ausfällt. Ein dreifeitiger Balken 


ans Gußeifen ift folglich fo zu legen, daß die Hälfte defjelben mit dem drei- 
jeitigen Querjchnitte comprimirt, und dagegen die mit dem trapezoidalen Quer— 
fchnitte ausgedehnt wird. Yegt man hierbei die eine Seitenfläche des Prismas 
horizontal oder rechtwinfelig gegen die Kraftrihtung, jo hat man - — —, 


während bei der umgefehrten Tage, - nur — — iſt. 
Bei einem gußeiſernen Träger, deſſen Querſchnitt beinahe die Form eines 
T hat, wie z. B. Fig. 381 vor Augen führt, läßt ſich unter gewiſſen Vor: 


ausjegungen das Verhältniß = — 2 ebenfall® volltommen herjtellen. 


Fig. 381. Es ſei die ganze Höhe diefes Balfens, AB=h, 
und die Breite feiner Kopfplatte, BB=2BC=b, 
——— ferner die Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
AD CHh un, 
und die Breite derſelben: 
256 — bi — uidb; 
endlich ſei die Höhe einer Fußplatte: 
HL= hr = Ush 
und die Ausladung derfelben zu beiden Seiten: 
2LN=b —nb. 
Dann ift der Abftand des Schwerpunftes S des ganzen Querſchnittes von 
der untersten Kante HH: 
—  . _1bM—bh?+b,h} 
a a ae er 
hl —wvm+tuv 


— 7 ) (ſ. $. 105 und $. 109). 





— 
AH 
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Setzt man num - — 2, fowiee-+e, —=h, fo erhält man e=!/,; und 


ec, —?/; h, und daher die Beftimmungsgleichung 
— h 1—u’vı ν 


2 1—urvı + Mova ' 
welche ſich in folgende umgeftalten läßt: 
uvı (d— 3m) — ur, (d— 30) —l. 

Mit Hilfe diefer Formel fann man aus drei der Dimenfionsverhältniffe 
ij. v7, ft; und v, das vierte berechnen. Nimmt man 4, — 0 an, jo hat man 
es mit einem Querprofile wie Fig. 382 zu thun, deffen Biegungsmoment con 
oben ($. 228) bejtimmt worden ift, und für welches wir 

u,v, (4 — 3u,) = 1 haben. 


Anmerfung. Die Herren Moll und Neuleaur (f. deren Schrift: „Die 
Feftigfeit der Materialien, Braunſchweig 1853") empfehlen zur Beitimmung zweds 
mäßiger Duerjchnittsformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalfen aus 
einer Tafel befteht, auf welche die in Blech ausgefchnittene Duerjchnittsform fo 


r . . € ‚ 
gelegt wird, daß ihre, durch das Verhältnif = = beftimmte neutrale Are genau 
1 


über die Drebungsfante der Wage zu liegen fommt. Wenn nun hierbei die Wage 
einpielt, jo hat diefe Schablone eine zweckentſprechende Form; außerdem iſt diefelbe 
durch Abſchneiden an den Klanfen fo lange umzugeitalten, bie das Ginfpielen bei 
der vorgefchriebenen Lage eintritt. 
Beifpiel 1. Wenn bei einem gußeifernen Balfen, deſſen Oruerfchnitt die Ge: 
ftalt Fig. 381 hat, die Höhenverhältnifie 
h 7 7 1 
„u=7)=-zmw=1l-7=7 
find, jo hat man für deſſen Breitenverhältniffe die Bedingung: 


7 2] —1 3 
3 (4 — *5 — —) va], d. 1: 
7m, — 39, = 64. 
Läßt man die Fußplatte ganz weg, jo iſt — 0, und daher: 
bi, __ 64 
„-=4=7=08, 
alfo die Dicke des eigentlichen Trägers, b — b, = 0,169 b. 


Nimmt man hingegen », — * an, ſo iſt (77 — =) v, — 64, folglid 
2 u v = 087 m», = =. 0,887 — 0,148. Kür 
h=8 Zell und b=51/, Zoll ift daher A, = 7 Zell, 
h, = 130ll, 6, =5 Zelt und db, — °/, Zoll; fo daß 
N die Die der Fuß- und Kopfplatte 1 Zoll, die des 
Mittelitüces aber nur Zoll beträgt. 
Beifpiel 2. Für den Balfen mit dem Tförmigen 
ae Fig. 382, ift ($. 228) 
N, ug N, _BM—b, h??—4bb,hh, (h—h,)? 
12 (bh—b, h,) 
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gefunden worden und 


„_ LbM®—bh; 


zu feßen, woraus für ven Fall, dag er an einem Ende feftgebalten und am anderen 


belaitet wird, 

_ (b — bh" —4bb,hh,(h—h,)? a 
bh?— b,h} 

Setzen wir nun hierin A, = u,h, ud b, =», b ein, jo — wir: 

aut nÜ— — 


PI folgt. 


Pi 
1 — ur v, #1; ’ 
daher, wenn der Balfen aus Gußeijen beftebt und u, —=#, und », —=7/, eingeführt wird: 
Pia BL RE us DIE 7 
Gr 6 I 70 6 1 


Wäre z.B Ah = 10 um b— 8 Zell, und folglid 
h, =.0=9%, = 81 ER h— h, = 1%, Zell, und 
b,=",.8=17, jwie b—b, =1 Zell, 
fo hätte man: 


13 8.100 „5% „ 
Pl= nn, Iı=7 2, 
Aubrt man nun noch a: — 185000 Bund ein, fo itellt fih das Trägmoment 
Pi= =. 18000 — 445700 Neupfund 


heraus, wofür zur Sicherheit — 150000 Neupfund zu fegen fein möchte. 
Hat vieler gufßeiferne Balken eine Fänge ven 100 Zoll, ſo iſt hiernach ſeine 
Tragfraft am freien Ende: 
150000 
>’ — 1500 Pfund. 
I 100 1500 Pfund 
Liegt der Balken an beiden Enden auf und trägt er die Kalt in der Mitte, sc 
iſt dagegen: 





P = 4.150 = 6000 Pfund. 
Mährend im erfteren Falle die Querrippe oben liegen muß, hat man im zweiten 
Kalle diejelbe unten zu legen. 


Verschiedenheit der Festigkeitsmodel. Wenn man den Elafticitäts- 
und der Tragmodul durch Biegungsverfuche, und zwar mittel® der Formeln 
> > 

vo D nie 
beſtimmt, jo ftößt man in der Negel auf eine volltommen genügende Leber: 
einftinnmung zwwiichen den jo gefundenen Werthen von E und 7’ umd den 
durch directe Ausdehnungs- und Compreſſionsverſuche mittel$ der Formeln 


‚_#! —W 
EB— 7 ud ZT — * 


beſtimmten Werthen dieſer Model (S. 212). 
Anders iſt aber das Verhältniß bei den Feſtigkeitsmodeln. Da der 
Slajtieitätsmodul F außerhalb der Elafticitätögrenze nicht mehr als conftant 
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angejehen werden kann, jondern immer mehr und mehr abnimmt, je weiter 
die Ausdehnung oder Compreffion gefteigert wird, und da ferner auch dann 
der Elafticitätsmodul für die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufammendrüdung, fo find die Spannungen der über einander liegenden 
Faſern des Körpers nicht mehr den Abftänden von der neutralen Are propor: 
tional zu jeßen, und es geht folglich auch die neutrale Are nicht mehr durch) 
den Schwerpunkt des Duerfchnittes; es nehmen alfo die Abftände e und e, 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der Elaſtieitätsgrenze. 

Bedeutet W das Maß des Biegungsmomentes für die ausgedehnte Hälfte 
des Balkens, fowie X den mittleren Elaſticitätsmodul fir diejelbe, und bes 
zeichnet IN, diefes Maß fir die zufammengedrüdte Hälfte, ſowie Z, ihren 
mittleren Clafticitätsmodul, jo haben wir fir größere Biegungen das Moment 
dev Biegungsfraft: 

Bin, 
r 
K ö 
alio wenn wir, wenigitens annähernd, — ee und — — — fegen, wo⸗ 
bet K und K, die Feſtigkeitsmodel für das Zerreißen und fir “ Zerdrücken 
bezeichnen, das Moment zum Abbrechen: 
K(WE+W, K&) KL(WE-+ W, &ı) 
— ol = ⸗ — ⸗ñ — «· 
ke E ec 

Bezeichnen wir ferner das ftatiiche Moment des Duerfchnittes des ausge: 
dehnten Körperſtückes in Hinficht auf die neutrale Are durch M, und das 
des Querſchnittes des comprimirten Körperſtückes in Hinficht auf eben dieje 

ME 


PI entweder — 


Are durd) M,, jo haben wir nod) die Spannfraft der einen Hälfte, — 
und die der anderen, — mu, und es ift, da beide Kräfte ein Paar bil- 


den müſſen, 





Eı 
zu jegen. Diefe Gleichung dient zur Beftimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abftände e und e,. 


Kür einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte iſt 5. B. 


be? 


be? 
M= — und — —, 


— 


daher 
ke: = Hief 
anzumehnen. 8 ergiebt ſich hiernad): 


V - 

e di — 
A 

E,’ 
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und jegt man diefen Werth in die Gleichung e + e, — A ein, fo folgt: 
hV E, R Br hVE 


= — — und e — —— — —⸗ 
VE+VE, VE+VE 
Die Maße der Biegungsmomente find in diefem Falle: 
be, 


a V 
<9Q 3 


folglich ergiebt ſich 


Da — 
Pl= 3„ (Eei + he?= 





db ([EE\VE, + EE\VE 
* (VE+VE) 
bi EE, 

3r (VE+HVE) 
und daher das Moment zum Abbrechen: 


1 2 u 
Pl entweder — — —— — — 
3Ee VE+VE) VE+VE 
bh? VE 
oder — — 1 = ⸗ 
VE+VE 
Für EL — E erhält man natitrlich, wie oben: 
bh? 
l—= — 
P 6 K 


Bei Holz und Schmiebdeeifen ift fo ziemlich E — E,, und daher an- 
nähernd 
rd — — 
6 


wobei man für den kleineren der beiden Feſtigkeitsmodel zu ſetzen hat. 
Beim Gußeiſen ift jedenfalls Z, viel größer als E, daher nähert ſich 
2 
hier Pl dem Werthe SK, wenn K den Feſtigkeitsmodul fir das Jer- 


reißen ausdrückt. 

Beim Holz hätte man hiernady im Mittel den Feftigfeitsmodul für das 
Zerdrüden (j. Tabelle, ©. 371), alſo K, — 480 Kilogramm — 6500 
Pfund einzufegen, was mit den Verfuchen von Eytelwein, Gerftneru..w. 
jehr gut fibereinftimmt. Ebenſo ift für ſchmiedeeiſerne Balken ftatt X, det 
Feſtigkeitsmodul fiir das Zerdrüden, d. i. 

K, —= 2200 Kilogramm — 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter übrigens gleichen Verhältniffen das Holz umd 
Schmiedeeifen durch Zerdrüden zerbricht, gelangt das Gußeifen mittels des 
Zerreißens zum Bruce. Wäre bei demfelben noch K nahe — Kı, jo wiirde 
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folglich, für gufeiferne Träger in obige Formel der Modul fir das Zer- 
reißen, d. i. 

K = 1300 Kilogramm — 17800 Pfund 
einzulegen fein; vielfachen Verſuchen zufolge ijt aber hier 

K — 3200 Kilogramm — 45000 Pfund, 
d. i. ziemlic) das Mittel zwiſchen dem Modul des Zerreißens und dem des 
Zerdrückens zu jegen. 

Diefe große Abweichung hat jedenfalls nicht allein in der Verſchiedenheit 
zwifchen den Klafticitätsmodeln F& und E,, fondern auch in der förnigen 
Structur des Gußeiſens feinen Grund, vermöge deren die Annahme, daß der 
Balken gleihfam aus einem Bündel von Authen befteht, nicht zuläffig if. 

Uebrigens wirfen auf die Elafticität, Tragkraft und Feſtigkeit der Körper 
noch vielerlei Umftände ein, welche beträchtliche Abweichungen in den Ergeb- 
niffen der Erfahrungen zur Folge haben. So ift 3. B. das Holz am Sterne 
und an der Wurzel jtärfer ald am Splint und an den Gipfel; auch trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Yahresringen wirft als 
winfelrecht darauf; endlicd Haben noch der Erdboden und die Yage des Ortes, 
wo das Holz gewachien ift, Temperatur, Zuftand der Trodenheit, Alter u. |. w. 
Einfluß auf den Widerftand der Hölzer. Endlich fällt die Biegung, welche 
ein Körper, nachdem er längere Zeit belaftet geweſen ift, erleidet, immer 
etwas größer aus, ald die Biegung, welche gleich anfangs beim Auflegen der 
Laſt eintritt. 


Biegungs- und Brechungsversuche. Die Verſuche über die $. 239 
Elafticität und Feitigfeit wurden von Eytelwein und von Gerftner mit 
einem in Fig. 383 abgebildeten Apparate angeftellt. AB und AB find 
zwei Rüftböde, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und DD ift der darüber 
liegende, zur Unterfuchung beftimmte parallelepipedijche Körper. Die Laft P 
Fig. 383. 
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zum Biegen des Körpers liegt auf einer Wagſchale E FE, die an einem Bü— 
gel MN hängt, deilen oberer und abgerumdeter Theil in der Mitte M des 
Balfens aufliegt. Um die einer Belaftung P entiprechende Durchbiegung a zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horizontalfäden FF und GG, ſowie 
eine in der Mitte auf dem Balken auffigende Scala MH an. Gerſtner 
hingegen bediente fich eines langen einarmigen Fühlhebels, der nahe bei jeinem 
Drehpunfte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer Uhr, 
an eimer verticalen Scala die Senkung von M verfünfzehnfacht angab. 
Pagerhjelm wendete einen Zeiger an, der mittel8 eines Fadens umd einer 
Rolle in Bewegung gefetst wurde, und die Wiegung des Balkens auf einer 
eingetheilten Kreisicheibe vergrößert angab. 

Andere, wie z. B. Morin, bedienten jic zur Ausmittelung der Durch— 
biegung («) eines Kathetometer&, welches auf eine in der Mitte des Baltens 
angebradjte Spige gerichtet war; bei den englifchen Verſuchen iſt dagegen 
zur Ausmefjung diefer Größe ein langes Keilmaß angewendet worden, wel: 
ches in der Mitte des Balfens zwifchen demfelben und einer feſten Stüge 
eingejchoben wurde. Um die Genauigkeit in der Meflung von « durch dat 
Nachgeben der Stützen nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder die Bal— 
fon während des Verſuchs auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), oder 
man führt ein langes Lineal in einem gewiflen Abjtande iiber dem Balfen 
hin, befeftigt daſſelbe an feinen Enden mit den Enden des Balfens jo, dak 
es ſich micht mit dem Balken biegen kann, und mißt nun bei jedem Verſuche 
den Abjtand zwiſchen der Mitte des gebogenen Balfens und der unteren 
Kante diefes Pineals (Fairbairn). 

Die Art und Weife, wie Stephenfon u. f.w. die Biegung und Feſtigkeit 
der hohlen Träger aus Eiſenblech ermittelt hat, iſt vorzüglich aus Fig. 334 
zu erfehen. Die 75 Fuß lange Röhre A B, von welder in der Figur das 
vordere Stück weggelaſſen ift, ruhete an beiden Enden, wie z. B. in C, ‘auf 
Holzböden auf, und wurde in der Mitte durch einen Balfen DD unterftügt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhete. Durd) 
die Mitte des Nöhrenträgers, und zwar nahe iiber dem Boden deffelben, ging 
ein eiferner Querarm, wovon in der Figur nur das eine Ende A’ zu jehen 
it, und über dieien waren zwei Gabeln G, (7 gelegt, an welchen die Schale 
HH zur Aufnahme der Gewichte Z hing. Vor dem Berſuche und während 
des Auflegens der Gewichte ruhte die ganze Yaft auf dem Balfen DD. 
wurden aber die Stempel der Winden niedergelajjen, fo ſank DD und legte 
fich auf die Unterlage E, E auf, während das nun durch P belajtete Röh— 
venmittel A F ganz frei wurde, und eine der Paft P entjprechende und mit 
einem Keilmaß zu mejjende Durchbiegung annehmen fonnte. 

Um bei Verſuchen mit ſtarken Trägern nicht jehr große Gewichte an 
hängen zu müſſen, belaftet man aud) wohl den Balken nicht unmittelbar mit 
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Sewichten, fondern man läßt auf denfelben den fiirzeren Arm einer ungleich— 
armigen Wage wirfen, deren längerer Arm durch Gewichte miedergezogen 


Kia. 384. 





wird. Zu dieſem Zwede ließ endlih Hodgfinion dieje Hebelkraft nicht 
anf die Mitte des am den Enden unterftiigten Balfens wirken, jondern ev 
unterftiigte den Balken in feiner Mitte, ließ dieſe Kraft an dem einen Ende 
des Balkens angreifen und befeitigte das andere Ende deilelben durch einen 
itarten Bolzen mit dem Fundamente. 

Durd) die umter jehr verichiedenen Umftänden und Verhältniſſen umd mit 
verjchiedenen Stoffen, namentlich aber mit jehr verjcjiedenen Holz» und Eijen- 
gattungen angejtellten Verſuche ift in der Hauptſache eine Uebereinjtimmung 
der im Vorſtehenden entwidelten theoretiichen Negeln mit der Erfahrung 
nachgewieſen worden. Was insbejondere das Zerbredyen parallelepipedifcher 
Balfen anlangt, jo hat jid) hierbei herausgejtellt, daß das Holz und das 
Schmiedeeifen unter gleichen Umftänden nur durch das Serdrüden, das 
Gußeiſen hingegen entweder durd) das Zerreißen der äußerjten Faſern be 
ginnt, oder dadurd) erfolgt, dag an der am ſtärkſten gebogenen Stelle (in 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch hat man ji) an parallelepipedifchen Holzjtäben mit Hülfe von 
Zägejchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebracht und durd) feite 


8. 240 
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Blättchen wieder ausgefüllt wurden, ferner mittelft einer Reihe von Quer— 
(inien, welche an den Seitenflächen diejes Balfens rechtwinfelig zur Yängen- 
are defielben gezogen waren, umd endlich durch ein Paar dünne Stäbdyen, 
wovon das eine längs der ausgedehnten und das andere längs der zujam- 
mengedrücten Seite diejes Balkens hinlief, von der Nichtigkeit des im 
$. 214 vorausgejegten Verhaltens der Faſern der gebogenen Körper über- 
zeugen können. 


Trag- und Festigkeitsmodel. In der folgenden Tabelle find die mitt- 
feren Werthe fiir die Elaftieitäts-, Trag- und Feſtigkeitsmodel, wie jie aus den 
Biegungs- und Brechungsverſuchen hervorgegangen find, aufgezeichnet. Die 
erjteren weichen von denjenigen, welche durch Ausdehnungs- und Compreſ— 
ſionsverſuchen bejtimmt worden jind, nicht anſehnlich ab; anders ift e8 aber, 
aus den oben ($. 238) angegebenen Gründen, mit den Feſtigkeitsmodeln. 
Von den beiden Werthen innerhalb einer Klammer dritt der obere den 
Modul im preußischen Maß (Neupfund auf den Quadratzoll) und der untere 
denfelben im franzöjischen Maß (in Kilogramm pro Quadratcentimeter) aus. 


Zabelle 
der Trag- und Feftigfeitömodel verfhiedener Körper in Hinficht 
auf das Biegen und Breden. 














| 
Namen der Glaftieitätsmodul Tragmodul Feitigfeitsmodul 





Körper. E. 7 K(K)). 

S 17230000 3000 9000 

Laubho. » - -».. -» 90000 990 650 | 
$ 2’000000 4100 12000 ? 

Nadeltol . . 2... 150000 300 900 f 
: 16’400000 10260 43800 } 
Gußeiſen „0... f 1’200000 | 750 3200 | 
— | 4.27'3000 17000 31500 
APRIL 2000000 1200 2300 | 
5 * = F $ 1700 ı 
Kalk- und Sandftein.. . 14 
Thonſchiefer .. + - ar u ( 4800 
I 8350 f 


Um. mit Hilfe der Werthe in der vorftehenden Tabelle die Kräfte zu er- 
mitteln, welche die Balken oder Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 
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können, führt man in den oben gefundenen Formeln fiir die Tragkraft beim 
Holz: 
ftatt 7, entweder '/, T, oder ftatt X, !/, K, 
ferner beim Gußeifen: 
ftatt 7, entweder '/, 7, oder ftatt A, M., 
und beim Schmiebdeeifen : 
ftatt 7, entweder 7T, oder jtatt X, !/;, K 
als Sicherheitgmodel ein. 
Hiernach möge in der Folge für Holz: 
T—= 73 Kilogramm — 1000 Pfund, 
für Gußeifen: 
T — 510 Rilogramm — 7000 Pfund, 
und für Schmiedeeiſen: 
T = 660 Silogramm — 9000 Pfund 
geſetzt werden. 
Diefe Werthe gelten jedoch nicht fiir Wellen und andere Majchinentheile, 
welche wegen ihrer teten Bewegung und in Folge ihrer Abnugung eine noch 
größere Sicherheit umd daher die Annahme fleinerer Werthe fiir 7 fordern. 
Segen wir diefe Werthe in den Formeln 
. T T 
Pl=bM— md Pl= Are = nd 
für die parallelepipedifchen Ballen und fir die cylindriſchen Träger ein, jo 
erhalten wir folgende praftifcde Formeln. 
Fir Hol: 
Pl= 167 bh —= 785 r? — 98 d% Zollpfund. 
Für Gußeiſen: 
PI = 1167 bh? — 5500 r? — 687 43 Zollpfund, 
und fiir Schmiedeeifen den größeren Werth: 
Ä Pl = 1500 bh? = 7070 r? — 884 d? Zollpfund. 


Wenn man nah Morin, und englischen Conjtructionen entiprechend, beim 

Gußeiſen 

ſtatt 7), bis — — 750 Kilogramm 

9 

und beim Schmiedeeiſen 

ſtatt 7, — — 600 Kilogramm 
einſetzt, ſo erhält man für Gußeiſen: 

Pl — 1710 bh? — 8060 r? — 1008 d? Zollpfund, 


und dagegen flir Schmiebeeifen den kleineren an 
Pl = 1370 bA?: = 6500 r® — 810 d⸗ Zollpfund. 


Weisdbah’s Lebrbuch der Mechanik. 1. 28 
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Hängt die Laſt Q nicht am Ende des Balkens, ſondern ift diefelbe gleid- 
mäßig auf dem Balfen vertheilt, jo ift der Hebelarm derjelben nicht 7, jondern 
z und folglich auc das Moment nur halb jo groß, alfo: 

w: ‚ner Qi = 2. zu ſetzen. 


Ruht ferner der Balken an beiden Enden frei auf (ſ. Fig. 337) und 
wirkt die Laſt P in der Mitte zwifchen beiden Stügen, deren Entfernung von 


einander — 7 ift, jo ift die Kraft an jedem Ende — 2 und der Hebelarm 





a1 _ 
E 


I ; 
derjelben — — alſo ihr Moment: 


RE ER 
4 e e 
Es trägt alfo unter übrigens gleichen Verhältniffen der Balken im zweiten 
Falle doppelt, und im dritten vier Mal fo viel als im erften Falle. 
Iſt endlich der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleichmäßig belaftet (Fig. 348), fo wird er erſtens von einer Kraft 


! 
2 von unten nad) oben gebogen, welche den Hebelarm 3 alſo das Moment 


hat, und zweitens von einer Kraft x von oben nad) unten, deren An— 

griffspunft der Schwerpunkt je einer Pafthälfte, deren Hebelarm folglich 
rn A 

== - und Moment — x ift. Es refultirt daher da8 Moment, mit wel- 


chem jedes Ende des Balfens von unten nad) oben gebogen wird: 
BIN Le. . 
4 88 
zZ — J 
und es iſt folglich QI — 8 — alſo das Tragvermögen des Balkens 


unter dieſen Umſtänden 8 Mal ſo groß als im erſten Falle. 
Während bei einem parallelepipediſchen Balken im erſten Falle 


23 
Pl= bh? F iſt, hat man im zweiten Falle: 
+ a 
CI— 2.bh? zZ, Im dritten: 
7 ® * 
Pl=4.bh 5 und im vierten: 


Ql—=8.bh’ F zu ſetzen, wobei b die Breite und A die Höhe 


des rectangulären Balfenquerjchnittes bezeichnen. 
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Beiſpiele. 1) Welche Kat fann ein an feinen Enden unierjtügter Balken aus 
Fichtenholz tragen, wenn derfelbe die Breite 5b — 7 und die Höhe h— 9 Zoll 
bat, und wenn der Angriffspunft diejer Laſt von jeder Stütze 10 Fuß abiteht? Ges 
it bier 7 — 20.12 — 240 Zoll, daher nad der obigen Formel: 

Pl = 4.167 bA2 — 4.167.7.81, 
und die geſuchte Tragkraft: 
4676. 81 
0 

2) Ein an einem Ende eingemauerter cylindriſcher Stempel aus Holz fol auf 
feiner ganzen Länge 1 =5 Auf eine gleichmäßig vertheilte Laft Q — 10000 Pfund 
tragen, welche Stärfe muß derſelbe beiigen ? 

Es ift bier: 


Qi = 2: 
folglih umgefehrt: 


2 7 s/Tnıınna an 
-y &- VW _yo- 


alfo die gefuchte Stempelftärfe — 2 r — 14,52 Zoll. 





— 58,45.27 — 1578 Pfund, 


ars T 





— 2.785.r3, 


Relative Durchbiegung. Bei beweglichen Maſchinentheilen, wie 

3. B. bei Wellen, Radaren u. ſ. w., können Biegungen dadurch nadhtheilig 

Fig. 385. auf den Gang der Ma- 
ſchinen wirfen, daß fie ent» 
weder zu Schwingungen und 
Erjchlitterungen der Mecha— 
nismen oder zu einem un—⸗ 
vollfommenen Eingreifen der 
festeren in einander Ver: 
anlafjung geben, und des» 
halb bejtimmt man in ge- 
willen Fällen die Querdi— 
menfionen diefer Maſchinen⸗ 
theile nicht nad) dem Trag⸗ 
modul, fondern nach der 
Durhbiegung, indem man 
feſtſetzt, daß diefe ein be 
jtimmter ſehr fleiner Theil 
der ganzen Länge des Kör— 
pers oder Mafchinentheiles 
jet. 

Wir haben oben ($. 217) 
fiir einen an einem Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A belafte- 
ten prismatifchen Körper A SB, Fig. 385, die Dutchbiegung 

28* 





g. 241 
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Pi⸗ 
— 
gefunden, und können alſo ihr gegebenes Verhältniß zur Länge AB: 
a pl 
= - = 3 
3WE 


daher umgefehrt: 
PB =34WE 
fegen. 
Fir einen parallelepipediſchen Balken hat man hiernad) 
bh’ _, UbW®’E 
pr — 31 12 = 7 ä 
und für einen cylindrifchen 


ar! 3 
2 — — 7 — — 4 4 
Pn— 3% 1 E=, zur! E 





In der Regel ift das relative Biegungsverhältnig 4 — n — Yo zus 
läſſig, und daher 


1 Pi 
2 — 3 7 — 4 
1) PU = 270 bE=5 rıE 





u ſetzen. 
— man nun für Holz den Elafticitätsmodul — 1’600000 ein, fo 
erhält man für daffelbe: 
Pl = 800 bh? = 7540 rt. 
Für Gußeifen hat man E = 15’000000 Pfund, und daher 
Pl: — 7500 bh? — 70700 rt, 
und für Echmiedecifen, E — 22’000000 Pfund, daher 
Pl? — 11000 bh? — 103700 rt, 
Für die Biegung bis zur Elafticitätsgrenze ift dagegen ($. 235): 








r , P. r 
3 p— WE u pe F 2 
jest man daher beide Ausdrüde fiir P1? einander gleich, jo erhält man: 
-_— — 30WE, 


folglid; das Verhältniß der Länge 7 des Balkens zum Marimalabftande e, 
wobei die Durchbiegung und die Spannung die Grenzwerthe 4 und 7’ zu- 
gleich erreichen: 


6 ’ 


e 


I __30E _30 
= 


aljo für parallelepipedijdye Körper 
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l 0 
— Wi 
ae 

und für cylindrifche Körper 
l 30 I u 
EN A 2 EN | Mn 
a alfo 7 ebenfalls — h 7: 


wober © die der Spannung 7 entiprechende Ausdehnung oder Zuſammen⸗ 
drüdung bei der Elafticitätsgrenze bezeichnet. 


Iſt < — ſo findet man durch die erſte Formel den größeren Werth 


3f . 
für Pl, und ift hingegen _ — , jo erhält man durch die zweite Formel 
das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem gegebenen Kraftmomente 
(PT) im erfteren Falle, wo alfo der Körper noch nicht die Fänge 7 — () e 

hat, die Formel . 
RER | 
[4 

— 

und im zweiten Falle, wo I! > (Z) e ift, die Formel 


30 WE= P!: 
die größeren Querfchnittsdimenfionen. 


l 30 1 
— f : jr 
Sept man in dem Grenzverhältniffe 7—— )= 500’ jo erhält 
l 3 0,006 1 
r 4 ——— ⏑⏑ d = — 
man für alle Stoffe Fa 7777 — daher für Holz, wo o — 500 


zu ſetzen ift, 12 — 0,006.600 — 3,6, und in&befondere für einen prie- 
e 


matischen Balken aus Holz: 
— 
— 
— 
Nimmt man für Guß- und Schmiedeeiſen 6 — T500 jo ergiebt ſich 
für diefe Stoffe 


I i I 
— — 1,8. 
7 fowie auch 7 : 





l 3.1500 

— — — d 

500 9, und daher 

l l 9 

— ie — — — — 45 

7 ſowie 7 5 ; 

Die Formel 
bh?’ 3xr*E 

DIR a a a > 
u 2000 2000 


gilt natürlich nur für den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaftet . 
und am anderen Ende feftgeffemmt ift. Bei einer gleichmäßigen Belaftung 


’ 


42 
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durch Q hat man (nad) $. 223) ftatt P, 3/, Q einzufegen; ruht ferner ber 
Körper an beiden Enden auf, und trägt er die Laſt in feiner Mitte, fo it 


pP l 
ferner ſtatt P,Z, und ftatt 1,5, alfe: 
bh _ 3xr'E 
Pr—=8. 2* ° 3000 


zu fegen, und ift bei diefer Auflagerung die Laſt Q gleichmäßig vertheift, fo 


5Q . 
hat man jtatt P, 2 einzuführen. 

Beifpiele. 1) Welche Laft trägt bei der Durchbiegung 4 — soo ein hölgerner 
Balken in feiner Mitte, wenn er an beiden Enden aufliegt, und wenn feine Breite 
b = 7, feine Höhe Ah — 9 Zoll und der Abftand feiner Stügen von einander, 
! = 20 Fuß beträgt? Es ift bier: 

80063 __ 6400.7.98 i 
— — — — — — — — 567 und; 
a @0.1977 = 79 — | 
während im vorigen Paragraphen, unter der Vorausfegung, daß der Balfen bie 
zur Glaftieitätsgrenze gebogen wird, P — 1578 Pfund gefunden wurde. 
2) Wie hoch und breit ift ein an beiden Enden aufruhender gußeiferner Träger 


' ) ER. i 
zu machen, welcher bei dem Dimenfionsverhältnifie = + auf eine Länge von 
8 Fuß eine gleichmäßig vertheilte Kat & — 4000 Pfund irägt? Unter der legten 


Borausfegung ift bier: 


5% QU = 8.7500 bA3, 
d. i.: 
4 
5% .40W.8?.12?—= 8. 7500 x „ober At = 44,6, 
folglich: 


h=4 vVi= 1,565.4 — 6,26 Zoll 


— — 1,565 Soll. 


Nah der Formel des vorigen Paragraphen wäre 
Ql = 8.1167 bh2, over 4000.8.12 = 8. 1167- 
daher die erforberlihe Höhe: 
ss fonın 
h= ıy 38 — 4.137 = 5,48 Soll, 
1167 
und die Breite des Balfens: 


b= : — 1,37 30ll, 


h? 
7T’ 


Tragmomente. Aus dem Ausdrude 


r 


T 
DE mem J—— 


für das Tragmoment eines parallelepipediſchen Balkens erſieht man, 
daß dieſes Moment wie die einfache Breite b und wie das Quadrat der 
Höhe h und daß die Tragkraft 
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— 
überdies noch umgekehrt wie die Länge () dieſes Körpers wächſt, daß alfo 
bei einem ſolchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
deſſelben hat als die Breite. Ein Balken, welcher doppelt ſo breit als ein 
anderer iſt, trägt alſo hiernach nur doppelt ſo viel als dieſer oder auch ſo 
viel als zwei ſolche Balken neben einander zuſammen; ein Balken von der 
doppelten Höhe trägt Hingegen (2)? — 4 mal fo viel als ein Balken von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb niebt man auch den 
parallelepipedifchen Balken mehr Höhe als Breite, oder legt denfelben ftets 
auf die ſchmale Seite, oder giebt vielmehr diefer Seite eine vechtwinfelige und 
der breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 
— bh den Querſchnitt F des Baltens ausdrückt, jo hat man auch 
Pl=Fh 2; 
es ift hiernach das Tragmoment eines — bei gleichem Querſchnitte und alſo 
auch bei gleicher Maſſe oder gleichem Gewichte, der Höhe deſſelben ein— 
fach proportional. Sind z. B. b und A die Breite und Höhe des einen 


Körpers, und dagegen = und 3h die des anderen Körpers, ift alfo 


F= . 3h — bh der Inhalt ihres Querfchnittes, und haben alfo auch 


beide Körper bei übrigens gleichen Verhältniſſen einerlei Gewicht, fo trägt 
dennoch der legtere 3 mal jo viel al& der erſtere. 

Iſt b — N, hat alſo der Balken einen quadratifchen Duerfänitt, 
jo kann man das Tragmoment deijelben noch dadurd) herabziehen, daß man 
der Diagonale defjelben eine aufrechte Yage giebt. Es bleibt hierbei, wie wir 

3 4 
ang 8.230 willen, W unverändert — * u ‚ während dagegen e 
gleich der halben Diagonale, d. i. !/ ıV2—b V'r wird. Deshalb ift 
dann: 
b# 
12V, 


— FI ’ „z u S 
während bei Auflagerung mittel® der Seiten, PI=b7 ausfällt. ©.$. 236. 


Ganz gleiche Verhältniffe wie beim parallelepipedischen Balken fommen auch 
bei dem Balken mit elliptifhem Querſchnitte vor. Es ift hier (nad) $. 231) 


3 ‘ 
— ‚ und e — a, wobei vorausgeſetzt wird, daß die Halbare «a 


T— 2 V'!/; — 0,707 4. 


ve 
parallel und bie Halbare d vechtwinfelig gegen die Kraftrichtung, alfo, wie 
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gewöhnlich, horizontal zu liegen kommt. Hiernad hat man aljo für einen 
folhen Balken: 
abu? „ T 
1 A —66 7’ 
da der Inhalt des ellipti ſchen Querſchnittes, F— nab zu fegen ıft. Ce 
wächft alfo auch bei diefem Balfen unter übrigens gleichen Terhältnifien, dat 
Tragmoment einfach wie der Inhalt und wie die Höhe a des Querſchnittes. 
Hd —a—r, hat man e8 alfo mit einem cylindriichen Träger 
vom Halbmeſſer » zu thun, jo geht 





Pi == 


7 
4 
iiber. Es wächſt alfo das Tragmonment diefes Körpers wie das Product aus 
der Dinerfchnittsflähe und aus dem Halbmeffer deffelben. 

Bei gleihem Querſchnitte oder bei gleichem Gewichte ift das Verhältniß 
des Tragmomentes des Körpers mit elliptichen Querſchnitte zu dem mit 


ar 
ru — a 


kreisförmigen, — —. Es iſt daher der Balken mit elliptiſchem Querſchnitte 
(wo « > r) ſtets dem einfachen eylindriſchen Balken vorzuziehen. 


Daffelbe gilt aud) bei allen anderen Querjchnittsformen; die regelmäßige 
Form (da8 Quadrat, das regelmäßige Sechseck, der Kreis u. ſ. w.) giebt ba 
gleichem Inhalte ftets ein kleineres Tragmoment als eine Form von größerer 
Höhe und Feinerer Breite. 


Negelmäßige Uuerjchnittsformen find daher auch nur bei Wellen und 
anderen um ihre Yängenare fic drehenden Körpern anzuwenden, wo während 
der Umdrehung eine Querſchnittsdimenſion ftets im die andere übergeht, oder 
nad) je einer Biertelumdrehung die Höhe zur Breite und die Breite zur Höhe 
wird. 


Querschnitt hölzerner Balken. Wenn ein cylindrifcher Balken mit 
einem parallelepipedifchen Balken, defien Breite und Höhe — b ift, een 
gleich großen Uuerichnitt Fr! — b2 hat, fo ift das Verhältnig: 

b 
r 
und dagegen das Verhältniß zwijchen den Tragmomenten M und M, (Ma). 
und zwar erftens, bei Auflagerung des legteren Körpers auf einer Seitenflähe: 

6 

M, 4 6 32h ü 2 Vr er N — n 


dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene des legteren 
Körpers: 


—Vx = 1,77245, 
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M r vV2 3 2 
— —— 7 — 3.03989 = 1,1967. 

Es iſt alſo das Tragmoment des Cylinders (mit kreisförmiger Baſis) im 
erſten Falle kleiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quadratiſcher Baſis. 

Da die hölzernen parallelepipediſchen Balken aus runden Baumſtämmen 
gehauen oder geſchnitten werden, jo iſt die Frage, welches Dimenfionsverhält- 
niß ift dem Querſchnitte eines folchen Balkens zu geben, damit er nod) das 
möglichjt größte Tragvermögen behalte ? 

Es fit ABDE, fig. 386, der Querfchnitt des Stammes, AD — d 

Fig. 386. der Durchmeſſer deilelben, ferner 
AB DE=I 
en B die Breite und 
i AE— BD n 
die Höhe des Balkens. Dann iſt: 
b? + h? — d?, oder 
h? —= d? — b2, 


und das Tragmoment: 





T F 
Pl=ZzoM=7b(d—D). 
Es fommt num darauf an, 
b (dꝛ — I)—bd — b⸗ 
jo groß wie möglich zu machen. Segen wir ſtatt b, b + x, wo x fehr Hein 
ift, fo befommen wir für den legten Ausdruck: 
B+a)d — (+2) — ba? — W + (d2 — 30%) x — 3022, 
infofern wir x? vernachläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrücke 
y— I (d2 — 302) x + 3bat. 
Damit der erfte Werth bd? — b° in jedem Falle größer ausfällt als der 
legte, muß die Differenz 
y=+ (d? — 3b) x + 3ba? 
pofitiv fein, man mag b um x größer oder um x Feiner nehmen. Dies ift 
aber nur möglich, wenn d? — 3b? — 0 wird, denn dann tft diefe Differenz 
— 3bx?, aljo pofitiv, wogegen, wenn d? — 3b? ein pofitiver oder negati- 
ver reeller Werth ift, 3b x? vernachläffigt werden kann, und jene Differenz 
— + (d? — 3b?) x,d. t. mit = gleichbezeichnet, alſo bald negativ, bald 
pofitiv ausfällt. Segen wir nım d? — 3b? — 0, fo folgt die gefuchte 
Breite: 
b—dV!, und die entjprechende Höhe: 


h= Ve — u —dV?,. 


aljo das Verhältniß der Höhe zur Breite: 
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Man fol aljo den Baumftamm fo zimmern, daß daraus ein Balfen her- 
vorgeht, deſſen Höhe zur Breite fi) wie 7 zu 5 verhält. 
Um den der größten Feftigfeit entiprechenden Querſchnitt 
zu finden, theilen wir den Durchmefler AD, Fig. 387, 
in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpunkten M 
und N Berpendifel MB und NE, und verbinden die 
fi) ergebenden Durchſchnittspunkte B und E im Kreiſe 
mit den Endpunkten A und D durd; gerade Pinien. Es 
ift dann ABDE der Querfchnitt des größten Wider- 


ftandes, denn da 
AM:AB=AB:ADwd AN:AE=AE:AD, 


fo ift: AB—-b— VAM.A — Vy,dd=dV', 
und AE=h—=VAN.AD=V2Y,dd—=dV®, 
h v2 


— 1,414 oder ungefähr wie ?/,. 


Rig. 387. 





aljo: = 7. wie auch wirklich verlangt wird. 
Anmerfung 1. Der Baumftamm hat das Tragmoment: 
= 
Pl= IT . r3, 


für den daraus gezimmerten Balken vom größten Widerftande ift dagegen das 
Tragmoment: 





7: — T st 
PI—=- -—dYı .? d = ——:d — — r3; 
Dani V243 V23 ’ 
es verliert folglich der Stamm durch das Beichlagen um 
be Se Se 
243 7 


d. i. 35 Procent von feiner Tragfraft. Um diefen Verluft zu mäßigen, bebaut 
man den Stamm oft nicht ganz vwierfantig, fondern läßt ihn noch mit abgeſtumpf— 
ten Kanten. 

Ein aus demfelben Stamme gezimmerter Balfen mit quadratifhem Querſchnitte 
hat das Tragmoment: 


1 — 
nr ꝓ avm 5: 
weil hier Breite — Höhe = dY ı/,—0,707d it; daher fällt hier jener Berluft gar 
8 4 8 
— =: 21 — — = 1 — 060 —= 0,40 
6.2y2 3nV2 
d. i. 40 Procent aus, 


(Anmerfung 2.) Um aus einem Baumſtamme einen parallelepipediſchen Bal— 
fen zu erhalten, deflen Biegungsmoment ein Minimum, für welchen alſo auch 


— 





—1 





= 7 (vergl. $. 241) fo Flein wie möglich ift, kommt es darauf an 


J 
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3 
W= 14 oder bh3 — h3 V d? — A?, oder (b hB)? — h6 (d? — AN) 
— d?2h® — 18 
fo groß wie möglih zu machen. Das Differenzialverhältnig des letzteren Nuss 
druckes in Hinfiht auf A ift: 
6 d2Rd — 8A”, 
und giebt Null für A? — 3/,d2, d. i.: 





k=aVy 88 und 
——— d 
b=-V@—M— Yı=z' 


Fur diefe Werthe (j. analyt. Hülfslcehren Art 13) ift das Viequngsmoment des 
Balkens ein Minimum. 

Es iſt hier = a. — 1,7321, alfo nahe — ”/,, während oben für das 
Marimum des Tragmomentes I annähernd — 7/, gefunden wurde. 

Diefer Forderung entipricht die Gonftruction in Fig. 387, wenn man AM 
= DN=,Y, AD madt. 


Ausgehöhlte und gerippte Balken. Für einen hohlen paral- $. 244 
lelepipedifchen Balken ift nad) $. 228 


bh? — bh} 
ee Fa ‚ und daher das Tragmoment: 


12 
pl — WT_ na (Zah) T 
e l/,h h 6 


j h 
Setzen wir nod) 7 — u und 2 — v, fo erhalten wir: 
bh3 — bi h} 
h 
und da nun dann der Querjchnitt des Balfens, 

F=bh —b, h, HE (1 — 9 v) iſt, ſo ergiebt ſich: 
—— er) T | 

P=( En 
— u — — u3 — 427 J 
„ie IE TE — — u?) ur 


—bA(l — u), 


1— uv 1 — ur 1 — uv 
um fo größer ausfällt, je größer v ift, jo erhält man den Marimalwerth von 
Pl, wenn man v — 1 einfegt, und zwar: 


_ u3\ 7 j r 
1) rı=|ı En —# e\rnt=u +ut+m)Fnt. 


Nimmt man dagegen v — u an, fo erhält man: 


2) PP=(1+w)Fh re 
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In beiden Fällen ift u fo groß wie möglid; und daher nahe — Eins zu 
nehmen, find aljo die Wände des Balfens möglichft dünn zu machen, wenn 
der Balken die möglichft große Tragfähigkeit befigen ſoll. 

Hiernach hat man für a —= |], im erfteren Falle: 


Pie FhZ =: FR z und im zweiten: 


’y 


Fr=3 — a 2 wogegen 
> 


Pl=rFh = ausfällt, wenn man u — 0 annimmt. 


In allen drei Fällen wächſt die Tragfähigkeit des Balfens bei gleichem 
Querſchnitte (F) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleichmäßig; fie ift aber 
im erften Falle, wo der Balfen aus zwei Querrippen bejteht, am größten, 
im zweiten falle, wo er eine parallelepipedifche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten Falle, wo er aus einer oder zwei Tragwänden befteht, am Heinjten. 

Wenn z. B. ein maffiver Balken mit den Querjcpnittsdimenfionen db, und 
h, denjelben Querſchnitt oder daſſelbe Gewicht haben ſoll, wie der gedachte 
hohle Balken, jo ift: 


* & } 
F—b,h—=bh—b,h,2d.i.2b,h—=bh, oder 1 =yuvY=l.. 
* b, h, AV 
Nimmt man nun nod) — fo erhält man u=r—V %, und 

f) L 


daher das Verhältniß zwifchen den Tragfräften beider Balfen: 


» — 39 — — — — 


—— 
es beſitzt alſo dann der hohle Balken mehr als doppelt fo viel Tragfähigkeit 
als der gleich jchwere maſſive Balken, welcher genau diefelbe Geftalt und 
Größe hat wie die Höhlung des erfteren. 

Diefelben Verhältniffe finden natürlich auch ſtatt bei den Iförmigen 
Trägern, da fie (nad) $. 228) daſſelbe Maß W des Biegungsmomentes 
befigen. Ebenſo laſſen fic) diefe Formeln auch auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie 3. B. mit einem Querfchnitte, wie Fig. 388, an- 

Fig. 388, wenden, wo b die Breite der Fuß- und Dedplatten AB 
und CD, und Ah die ganze Höhe AD— B C, fowie b, die 
Summe der Breiten und A, die Höhe der hohlen Räume 
M, N, 0, P, bezeicdynen. 

Sir eine Röhre oder für einen hohlen Eylinder 
hat man diefelben Verhältniffe wie für einen parallele: 
pipediihen Balfen. ft r der äußere und nr, — ur 
der innere Halbmefler, fo ift das Tragmoment diefes 
Körpers: , 
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air — az T E) T 
1 ____L- — ui — 
F r — BIETE 4 1— p? * 4 


=(i+ m — 


Dieſer Ausdruck wird um jo größer, je mehr ſich u — — der Einheit 


nähert, je Feiner aljo die Wandftärfe der Nöhre ift. . 
Set man u — 1, fo erhält man das entfprechende größte Tragmoment: 
Pl=3Fr SFr 3: 
Vergleicht man die Tragfraft diefer Röhre mit der eines gleichichweren 
mafjiven Cylinders vom Halbmeſſer r, = ur=r Va, jo hat man, da 
für diefen 





Pi=Fn 2 =urr-Z if, 

> 2 

>= —— = (1 4 ı\v3-3 2 — 2.12, 
1 


genau wie beim —— Balken unter denſelben Vorausſetzungen. 

Es iſt endlich aus der allgemeinen Gleichung: 
=! — Aathet tn +Pu2+-)e7 
unmittelbar zu erfehen, daß das Tragmoment eines Körpers um fo größer 
ausfällt, je größer die Entfernungen 2, — we, 2 — We uf. mw. ber 
Querſchnittstheile F}, F, u.f. w. von der neutralen Are find. Da nun aber 
dieje Entfernungen höchjtens — e fein können, fo wird folglich derjenige Bal- 
fen das größte Tragmoment heſitzen, deſſen Querjchnittstheile einen und den- 
jelben und zwar möglichft großen Abftand von der neutralen Are haben. 
Ein joldjer Körper befteht folglich nur aus zwei Duerrippen. Da die zur 
Verbindung der Duerrippen dienenden hohen Nippen der Forderung eines 
größten Tragmomentes nicht entfprechen können, jo ift e8 auch gar nicht mög- 
lich, mit der Tragkraft eines Balfens ein abjolutes Marimum zu erreichen ; 
und man muß fich daher nur damit begnügen, die Tragfähigkeit eines Bal— 
tens durch Aushöhlung oder Schwächung dejjelben in der Nähe der Arc und 
duch Anbringung von Rippen oder Federn im möglichjt großem Abjtande von 
der Are zu erhöhen. | 

Die Dide, welche die Mittelrippe eines ſolchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigfeit widerftehen zu können, wird im folgenden Kapitel beftimmt. 

Anmerfung. Unter der VBorausjegung, daß die Tragmodel mit den Feſtigkeits— 
modeln wachſen und abnehmen, geben die englifchen Ingenieure den Trägern aus 


dem dem Zerdrüden mehr widerftehenden Gußeiſen auf der Zugſeite und dagegen 
den Trägern aus Schmieveeifen, welches dem Zerreißen mehr wipderfteht, auf der 


8. 245 
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Drudjeite eine bejondere Berftärfung. Ruhen dieſe Träger an ihren Enden auf, 
jo erhalten fie deshalb, 3. B. je nachdem fie aus Guß- oder aus Schmiedeeifen be— 
ftehen, entweder eine breitere und dickere Fuß-, oder eine breitere und dickere Kopf: 
platte, oder jtatt derſelben Doppelplatten mit verticalen Zwifchenwänden, ähnlich 
wie Fig. 388 zeigt. Gußeiferne Träger erhalten in diefer Abficht die ſchon aus 
dem Obigen ($. 237) befannten T und T förmigen Querſchnitte. 

Beifpiel. Gin Tragbalfen aus Gichenholz von 9 Zoll Breite und 11 Zoll 
Höhe, welcher ſeither hinreichende Tragkraft gewährt bat, foll durch einen hohlen 
gußeifernen Balfen von 5 Zell äußerer Breite und 10 Zoll Höhe erjegt werden, 
von welcher Stärfe wird man denjelben gießen laſſen müflen? Setzt man die dop— 
pelte Metallitärfe deſſelben — x, fo hat man die Breite der Höhlung = 5 — x, 
und die Höhe derfelben — 10 — x, folglich ift für den hohlen Balken: 
bi h?— bu, h?— 5.108 — (5 — x) (10 — 2)? — 2500 2 — 450 2? + 35 23 — xt, 
und das Tragmoment pı— IR (95002 —450 x2 +35 23 — zt). Wenn für den 


6.10 

i 1000 
mafftven hölzernen Balfen das Tragmoment Pl — — 9. 112 Y,. 1089000 
iſt, ſo hat man zu ſetzen: 

700. (2500 © — 450.22 + 3523 — x4) — 1089000 ober: 

2500 2 — 45022 4 3523 — xt — 1556. 

r 

Zunädhit if annähernn = — an — 0,62, wofür aber x — 0,65 geſetzt wer: 
den joll. Dann folgt 450 =? — 450 . 0,4225 — 1%,12, 35 x3 — 9,61, rt = 0,18, 
daher läßt fich ſetzen: 

— 1556 + 190,12 — 7,56 + 0,18 _ 1738,7 

— 2500 2500 
und folglich die geſuchte Metallitärfe: 
x 


— — 0,547 „. 
> 0,3475 Zoll 


— 0,695 Zell, . 





Excentrische Belastung. Wirkt die Kraft eines an feinen Enden 
A und B aufliegenden Balken, ig. 389, nicht in der Mitte, fons 
Kia. 389, dern jteht der Angriffspunft D der- 

jelben um die ungleichen Abftände 
DA — h, und DB 1, von den 
Stützpunkten ab, fo befigt der Bal- 
fen eine größere Tragkraft, als wenn 
dieje Kraft in der Mitte des Ballens 
niederzieht. Bezeichnen wir die Kräfte, 
welche die Stügen A und B aufneh- 
men, durch ?, und P,, und die ganze 
Länge des Balkens AB—=I +1, 
wieder durch 7. Segen wir nun in 
Beziehung auf den Stützpunkt 2, das 
Moment von P, gleich dem von >, 
und ebenfo in Beziehung auf den Stüg- 
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punkt A, das Moment von P, gleid; dem von P, aljo Pl—= Pl, und 
P,! — PI,, fo erhalten wir die Kräfte in den Stüßpunften: 


P| — PB — 7 
und folglich ihre Momente in Hinſicht auf den Angriffspunkt D: 
Ph—PRlı— a, 
Für irgend einen anderen Punkt M, deſſen Entfernung B E vom Stüg- 
punkte B, — r ift. hat man diefes Moment: 


. 





kleiner als das gefundene; es iſt folglich auch in D die ſtärkſte Biegung, und 
die Tragkraft nur in Hinſicht auf dieſen Punkt zu finden, alſo: 

Pu, WT 

— — zu jegen. 





I p 


s ! I f : 
Führen wir !, — = — rımd l, — 3 + rein, fo erhalten wir das 


Kraftmoment aud): 


\/ı 12 | 

a > a) A 2 
Phl, P(; x) (3 + x) r(7 2) 
Be u Eee Ve er ae 


— 7 
und es fällt alſo hiernach die Tragkraft: 
er ER RR 
ae TE_n, 
\4 


um jo größer oder Feiner aus, je größer oder fleiner = ift. Für z — 2. 


d. i. für , = 0, wenn alfo P bis zur Stüge A hingerücdt ift, hat man: 

WE 

O.e 

dagegen fiir 20, d. i. wenn die Paft P in der Mitte hängt, ift die Trag- 
kraft ein Minimum, und zwar: 

P=4 r 2 
le 
wie wir bereit8 aus $. 240 wiſſen. Es trägt aljo ein an den Enden auf- 
liegender prismatifcher Balken in der Mitte am wenigjten, und dagegen 
immer mehr und mehr, je näher die Laft einem Stüßpunfte gerückt wird. 

Wenn man den Kriimmungshalbmeffer umkehrt, und folglich die den Krüm— 

mungen jelbft direct proportionalen Sraftmomente an den verjdjiedenen 
Stellen des Balfens als Ordinaten aufträgt, jo erhält man ein anſchauliches 





= ©, 
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Bild von der Verfchiedenheit der Biegungen des Balkens an verſchiedenen 
Stellen defjelben. Wird in dem joeben behandelten Falle das Kraftmoment 
ur 2 in D, durch die Ordinate DZ, repräfentirt, und werden vom End- 
punfte Z derjelben aus nad) den Endpunften der Abjciffen DA — I, und 
DB=— 1, gerade Linien ZA und L B gezogen, jo begrenzen diefelben die 


fämmtlichen Ordinaten, wie (4. B. EN), welde die Biegungsmaße an 


EN DL 
d 
den verſchiedenen Stellen des Körpers angeben, denn da —— EB DB iſt, 
ſo folgt: 
EB % Plıu _Plx 
EN=—= mpPi=, 7 
wie wir oben gefunden haben. 
Fig. 390, Ein anderer im ber 


Praris nicht felten vor: 
fommender Fall ift der, 
daß eine Yaft Q — cy 
gleihförmig ver— 
theilt iſt auf einen 
Theil EF = c ba 
ganzen Länge / des Bal- 
fens AB, Fig. 390. 
Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen der 
Mitte D diefer Laſt von 
den Stüßpunften A und 
B, durch 7, und /,, fowie 
die von diefen Bunften 
aufgenommenen Kräfte 
durch P, und P,, fo 
haben wir aud) wieder 





und 





Wäre Q nid)t vertheilt, ns griffe diefe Kraft nur in D an, jo witrde 
das Moment fiir D, — 2 * 





ſein, und wenn man daſſelbe durch eine 


Ordinate DL — jo liegen ſich die Momente für die auderen 
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Bunfte von A B durch die geraden Linien LA und ZB abfchneiden. Da 
aber für die Punkte innerhalb E F den Kräften P, und P, noch die darliber 
fiegende Laſt entgegemwirft, jo erleiden die Ordinaten zwifhen EG und FH 
no; eine Verminderung. Für den Mittelpunkt D der belafteten Bafis EF 
fommt 3. B. das Moment des halben Gewichtes, d. i.: 





on 
in Abzug, und e8 bleibt daher von der Ordinate DL — L la nur noch 
das Stüd: 
DR=IE- HI =0 an_2 


übrig. Fir einen anderen Punkt N, deſſen Abfciffe AN = x fein möge, 
ift dagegen dag Moment: 


aA vo NE A | l 2 
P.NA—NB.g Eu p. Eh toneig, 


und wenn nun P, x durch die Ordinate NR und ei ED 
durch das Stück SR repräfentirt wird, giebt die Ordinate NS das ganze 
Moment: 
(—h + Yao)?g 

2 
an. Daſſelbe fällt natürlich für verfchtedene x, d. i. fir verfchiedene Bunfte 


ſehr verichieden aus, ift aber für  — Iı + Ihc — = ein Marimum, 
4 


Pır — 


und zwar: 


P t pP? F 
Pı (& u Dane 20) == 24 — Fr +h — ae) 


el ll. c 
nl en les) 


Hiernad) haben wir alfo für da8 Tragvermögen diefes Balfens zu jegen : 
Qhl ( EN. 5 WE 
en 31) u 


Beiſpiel. Welche Laſt trägt ein hohler parallelepipedifher Träger aus 1, Zoll 
diem Eiſenblech, deſſen äußere Höhe 16 Zoll und äußere Breite 4 Zell beträgt, 
wenn er auf 5 Fuß Länge gleichförmig belaftet wird und die Mitte diefer Länge 
von den beiden Stüßpunften 8 und 4 Fuß abiteht? Ges ift hier 


bh — bh? 4.16° — 3.15% _ 
se: ta oe ia 





ferner: 
Weltebach'e Lehrbuh der Mechanik. I. 29 
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an N. 4: — 
(1-5 =z:#(1- a) = = 
und daher e gefuchte eo 
= 312.%.7 — 186, 00 — 23160 Pfund. 


6 "76 
Anmerkung. Wenn die Laft Q nicht gleihförmig über ZF vertheilt it, ion: 
dern je eine Hälfte derjelben in den Endpunkten Z und F angreift, fo iſt die Linie 
@ MH eine gerade, und das größte Moment die Ordinate GE, alſo: 
Sa (1 -) = 1 T 
-- 


zu jeßen, wofern Z, den — Abſtand DA, l, ven kleineren Abſtand DB 
der Mitte D von den Enden A und B bezeichnet. 


$. 246 An beiden Enden eingemauerte Balken. it ein in der Mitte 
C belafteter Ballen AB, Fig. 391, an beiden Enden eingeflemmt, jo 


Fig. 391. 





nimmt derfelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben, und im jedem ber beiden 
Auflagerungspunfte A und B eine Biegung nad) unten an, und es bilden 
fich dabei in den Mittelpunften D und E der Balfenhälften CA und CB 
Wendepunkt, wo die Biegung Null oder der Krümmungshalbmefjer unend 
lich groß if. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD und zur Hälfte 
von B Egetragen, und es ift daher anzunehmen, daß beide Balfenviertel AD 


und B E an ihren Enden D und E durd) = abwärts, und dagegen die Bal⸗ 
fenhälfte D _E an jedem ihrer Enden D und E durd) (— £) aufwärts ge 


AB 
bogen wird. Jede dieſer Kräfte hat den Hebelarm AD —= CDuj.w.= z 
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l — 
=—,e ift folglich da8 Moment derfelben: 
PıI Pl 











7er: daher aud): 
1 1 
el und die Tragkraft 
8WT 4+WT 
=, — 9. — ſetzen. 


Es trägt alſo ein ſolcher Balken doppelt ſo viel, als wenn er an beiden 
Enden frei aufliegt. 


n — — — — 
Macht man die Ordinate AH= BK= CL= —, und zieht man 


die Geraden HL und KL, fo ſchneiden die legteren die den Kraftmomenten 


und Biegungen proportionalen Ordinaten (MN) fitr jede andere Stelle (M) 
des Balfens ab. 

Sest man in der gefundenen Formel den Yeltigfeitsmodul K ftatt des 
Tragmoduls 7 ein, fo giebt fie natürlic, die Kraft zum Zerbrechen des Bal- 
fens, alio: 


»_ SWR 
le 


Da die Krümmungen in A, B und C gleid) groß find, jo erfolgt natür- 
li aud) das Zerbrechen in A, B und C zugleid). 

Wenn bei der vorigen Balfenlage die Laft Q — !g gleihmäßig ver- 
theilt ift, jo nimmt der Balken zwar aud) zwei Biegungen nad) unten und 
zwei Biegungen nad) oben an, nur liegen die Wendepunfte D und E, Fig. 392, 

Fig. 392. 





nicht in der Mitte der Balfenhälften, da die VBiegungsfräfte A, R ber 
Stüde AD und BE nod) durd) die darauf liegende Yaft unterftügt, und 
29% 
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dagegen die Wirkung der Biegungsträfte — R, — R des Mittelftüde 
DE von diefer Laſt geichwächt werden. Setzen wir die Länge AD=BE 
— 1, und die fände CD= CE—=T,, fo haben wir die ganze Fänge 
des Balfens: 7 — 2 (1 + 1,), ferner die Laſt auf AD oder BE, I: 
— qlı, und dagegen die uf DE,—= 0, =2R = 2g1. Da num 
AD burd) R und Q, niedergebogen wird, fo ijt nad) $. 216 und $. 223 
für den Neigungswinfel EDT—= DET=« ber Wendeitelle D gegen 
ben Horizont: 
„— fi , AL 
2WE  6WE' 
und da umgefehrt CD von (— R) aufwärts, und von Q, abwärts gebogen 
wird, fo hat man fir diefelbe Stelle (D) aud): 
j RI? Q; 12 
am —- — 2, 
2WE 6WE 
Setzt man num beide Werthe für « einander gleich, fo ergiebt fic die 
Beziehung: 
3Rrl— M)—= Q!l + Q1}, oder 
3 — 


2 l z 3 I P 
ule-@-)leu+@-) 
Durch Auflöfung diefer Gleihung erhält man: 
=) 1), und /, - u u V'), 
jo daß ſich nun das Kraftmoment in Hinficht auf die Mitte C: 


J R _ RL, _ gl ge gl 
— a7 —— 
und das in Hinſicht auf einen Endpunkt 4 oder B: 
Fig. 393. 


TEE 





$. 247.) Die Biegungs-Glafticität und Feftigfeit. 458 
l 12 
M=Rlı +22 — 4Uh + * — 4h ( 4 9 


—- V VVT 


-BU-W_gQA_,g 
8 12 
Es iſt hiernad; die Tragkraft diefes Balkens: 
ERTL NL: 


z ergiebt. 


Te = I 
db. i. ?/,; mal fo groß als im vorigen Falle, wo die Laſt in ber Mitte C 
wirft. 
gl gl 
Trägt man 19 als Drdinaten in A und B, fowie * als folhe in C 


auf, macht man alſo AH—= BK= . und CL— — 2, fo erhält 


man drei Punkte 7, K und Z ber Curve HDLEK, woburd) bie 
Beränderlichkeit der Biegung des Balfens an verfchiedenen Stellen veran- 
ſchaulicht wird. 


Beispiel. Wie hoch läßt fih in einem Getreidemagazine das Korn auffchütten, 
wenn der Boden auf Balfen von 25 Fuß Länge, 10 Zoll Breite und 12 Zoll 
Höhe ruht, die Entfernung zwifhen den Aren von je zwei Balfen, — 3 Fuß ber 
trägt und ein Gubitfuß Kornmafle 46,5 Pfund wiegt? Wenden wir die legte 
Formel QI = 12.167.5h® an, fo müflen wir fegen: 

b=10, h=123, 1= 25.12 = 800, 
folglich : 
12.167.10.144 
9— — — 9619 Pfund. 

Nun wiegt aber ein Parallelepiped Kornmaſſe von 25 Fuß Länge, 3 Fuß Breite 
und z Ruß Höhe = 25.3.2.46,5 Pfund ; fegen wir daher diefen Werth — Q, 
fo folgt die fragliche Höhe der Auffchüttung : 


9619 
BE 


Ungleich unterstützte Balken. Wenn ein Balfen ABC, Fig. 394 $. 24 
(a.f.S.), an einem Ende A eingemauert ift, und am anderen Ende 
B aufruht, und die Paft P in der Mitte zwifchen A und B wirft, fo ift 
nad) $. 221 der von der Stüge B aufzunehmende Drud: 
5 
pP, = Tu 
daher das Kraftmoment in Hinfiht auf 0: 


— pP! 5 
er 


| 
| 
I 
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Hingegen das Moment in Hinficht auf A: 


— 1 5 3 6 
— — — — II — —) — — — m 
AH PS Pi=P (4 16 TE Frl 
Fig. 39. aljo größer, und hiernadh 
die Tragkraft: 
16 WT 
a wa 
zu jegen. 
Für einen Zwifchenpunft 


M, weldyer um CM = x 
von der Mitte Cl abjteht, 
ift diefes Moment: 


MN=P, (- E x) 





l 
- B=-B-— 
J P, 9 
n — (P — ) X. 
Pl 5 1 5 , 
Nimmt man - — — — — an, ſo erhält man 








P-P, 1-52 2 
denjenigen Punft D, wo das Moment Null, alfo der Krümmungshalbmeſſer 
unendlich groß ift. Die Veränderlichkeit diefes Momentes und die der Bie- 
gung des Balfens wird durch die Ordinaten der Geraden HL und ZB ver- 


anfhaulicht, welche durcd die Endpunfte von AH — * Pl und von 


L= r Pl gehen. 
ft endlich der auf diefelbe Weife unterftügte und feftgehaltene Balken AB, 
Fig. 395. dig. 395, gleihmäßig, 
und zwar wie wir feither 
gewöhnlich angenommen ha⸗ 
ben, auf den laufenden Fuß 
Balkenlänge mit q belaftet, 
jo läßt fi zunäcdft die 
Stügfraft PR in B wie 
folgt beftimmen. Bet ber 
Balfenlänge AB —= 1 ift 
die ganze Laſt = 1y 
und das Kraftmoment in 
Hinficht auf einen Punkt 7 
im Abſtande BM—=x 
vom Stiügpunfte 2: 
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RS=P.ı-— * 
folglich der entſprechende Neigungswinkel: 
_A®—2) _4 (13 — x?) 
— 2VB 6 
und (nad) 8. 217 und $. 223) die zugehörige Durchbiegung : 
px — ha) _ 4 @2— Nm), 
2WE 6WE 
Da nan aber A fo hoch wie B liegt, fo ift die Ordinate in A, b. i. für 
z —1l,#= 0, umd daher zu jegen: 
3P.2,; = q.’u 
woraus nun der geſuchte Drud in B: 
P, = sql = /; 9 folgt. 
Setzt man diefen Werth für Pr in ben Ausdrud für da8 Moment, jo 
erhält man dieſes: 


y—MN= 


— 2 

RS— 408 - = (1 — 2); und daher fir = = 1; 
IH ge _ Qi 
AH=- 7 


Fur z—= BD= 1 ift ferner dieſes Moment — Null, und für 
x — BE= ®J;! ift 8 ein Marimum: 
RE LERRRN 
ER= 95 — 198 el 


LER APR DEF Bi 
Da _ "u Q1 > 758 Q1 ift, fo fält das Moment AH in 


Hinficht auf den feften Punkt A größer aus als das Moment KEin Hinfict 
auf die Mitte Evon BD, und es ift daher die Tragkraft dem Momente x 
entfprechend zu bejtimmen, d. i. | 
WT 

le 
zu fegen, wobei naturlich vorausgeſetzt wird, daß der Tragmodul für Drud 
und- Zug einer und derfelbe ift. 


Diefe Tragkraft ift 8. 3/15 — °/, mal fo groß, als wenn bei derjelben 
Auflagerung des Balfens die Laſt in der Mitte wirkte, 


0=8 





- 
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. 248 In Zwischenpunkten belastete Balken. Wenn ein an beiden Enden 
mit gleichen Gewichten P, P belafteter Balfen A B, dig. 396, in zwei Bunten ( 
Fig. 396, und D unterftitgt ift, welch von 
den Enden A und B um AC 
=BD=1 abfteber, ſo 
nimmt jeder diefer Punkte die 
Kraft P auf, und es ſt fir 
einen Punkt M innerhalb CD 
das Biegungsmoment 
CL=DO=MHN 
= P(n—1)— Pı=M, 
constant, alfo die neutrale 
Are von CD kreisförmig 
gebogen, wogegen für einen 
Punkt U innerhalb A C diejes Moment UV — Pr veränderlich, jedod 
Heiner als P7, ausfällt. 





WE 


Der Kriimmungshalbmeifer von Mittelftütf OD ift r — — folg⸗ 
l 
| | — — pm 
lich der Neigungswinkel der Balkenaxe in C und D, a = 3, — awE' 


wenn ? die Länge dieſes Mittelſtückes bezeichnet. Ferner folg! die Bogenhöhe 


1/, 7)2 1? Pl er 
MNS=ıa= an Zu Sir ſowie die Bogerhöhe von CA 


pls pI: pi prgn ı 
— 1 — —— —— — — — 
ee 3 —36 


Das Tragvermögen dieſes Balkens iſt PI, — Le 

Iſt derfelbe Balfen AB, wie Fig. 397 darftellt, gleichmäßig, und zwar 
auf den laufenden Fuß mit g belaftet, fo fällt bei gewiſſen Verhältniffen das 

Fig. 397. Biegungsmoment theils po- 
| ſttiv, theils negativ, und 
daher in zwei Punkten U 
und F Null aus, 

Für einen Punkt inner: 
halb AC und BD ift die- 
fer Moment 5 442, für 
einen Punkt zwifchen C 
und der Mitte A oder D 
und A dagegen, da der 
Druck in Cund D.den Werth 
HQ= (hl +I)g hat: 
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RS=y= "lat hg — (nl+th)eg= the —Ie+lD)g 
und fällt daher Null aus für 2 — re = — 1), d. i. für 


70-1 _ VO) yon 
— 2 he 


ı \/7 —, 
Gr =: 5 +V@) — 
I J 
welches natürlic) bedingt, daß I, ⸗ 7’ d.1. CA< CM if. Außer 


dem bleibt das Biegungsmoment ftets pofitiv, wie 3. B. Fig. 398 darftellt. 
Das Biegungsmoment ift ein Mari» 


Fig. 398. 


* 
mum oder Minimum für x — 7 
und zwar 


——— 
= 21\9 ı 195 


während das Biegungsmoment in C 
und D, CL—DO—!/,ql? beträgt. 
ft hiernach im erften Falle, 


I\2 
dig. 397, (=) — 2 > 1, oder 


ı1\2 re —— — 
(2) 2b.i. Vs, fo fällt MN > CL aus und man hat das 








ZT ragvermögen des Balfens, da fi y — — ſetzen läßt: 
— Q WT 
5) - | TER u ee 
9 on — * zu ſetzen iſt, venn < 7 "v8 ausfällt. 
Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen A B, Fig. 399, $. 2 
ungleihförmig, jedoch fo belaftet ift, daß die Laft auf den laufenden Fuß 
Balfenlänge mit der Entfernung von der Balfenmitte C nad) den Enden zu 
Fig. 399. gleichmäßig wächſt, jo finden folgende 
ftatifchen Verhältniffe ftatt. 
Stl=AB=2C0A=2CB, die 
Fänge des Balfens, zwifchen den Sthtz— 
punften A und B gemeffen, q das Ge— 
wicht der Laſt pro Flächeneinheit Quer: 
ihnitt, und E der Neigungswinfel 
ACD—= BCE der Begrenzungsebenen 
CD und CE ber Yaft, jo hat man das 
Gewicht eines Yaftprismas ACD 
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— BCE, weldyes von einem Stügpunfte getragen wird, 
2 — 1,40.4D.9='h(5) tang..0= Vs al®tang. 0, 
und folglich das Moment diefer Kraft in Hinficht auf einen Punft N, 
welcher um AN — x vom Stüßpunfte A abfteht, 
Yyı = 2 Ysgliztang. 0. 


Das Gewicht des Laftprismas über AN — x ift q (>) AN, 


_ 2AD+NL AN 
und der Schwerpunkt defjelben fteht von N um NO = ADENL 3° 


ab, folglich ift das Moment diefes Prismas in Hinficht auf N: 


N | 2 
Y=q(2AD+ uni" _ — 4 : tang. eo + (2 z) tang. F 


= tung. @ a 1— 2), 
und das ganze Biegungsmoment des Balfens in N: 
— ! 1 3 
NU=y=y — %Y 1 2 — 61x? + 4x°) 


tang. | A 
— —— * (BR — 6x + )=4(2) — 23 |tang.6, 


wenn man ON— = — x fest, alfo die Abfciffe x, von C aus mißt. 


a ’ 13 
Dafielbe ift für x 2 5 ein Marimum, und zwar * tung. o, daher iſt 


auch da8 Tragvermögen dieſes Ballens: 





qb gi _ Wr 
48 tang. o, d. i. —— 
während bei gleichmäßiger Belaſtung das Biegungsmoment 
GREEN, (2. SBBR 10ER (77 RER ER ı[( | 
ai Dee 3) 
9) | 
— Va bi 
Ql 
und daher das Tragvermögen * * La folgt. 


Zweifach belasteter Balken. Wenn ein an beiden Enden frei auflie- 
gender Balken A B, Fig. 400 und Fig. 401, in einem Punkte C, welcher von den 
Stügpunften A und B um CA=1, und CB=]1, abfteht, eine Laſt P und 
itberdie& noch eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q = y1 trägt, jo nehmen die Stüg- 
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puntte A und B bie Laſten Ri — 2 +, mm=ir +8 


auf, und es ift das ——— in einem Punkte N, welcher um 
AN= x vom Stügpunfte A abfteht, 


— 2 
NV=y=Rr-—- = Rı — 41 (-, 


Fig. 400. Fig. 401. 





Diefes Moment ift ein Marimum filr — — — 


und zwar 


ve En Helen) 


Hierbei wird vorausgefeßt, daß CA > CB, d. i. I, > 1, ift, und 
z<Ll ausfält. Iſt x 1, fo fällt das Rein des Biegungsmomentes 
nad) C (Fig. 401) und es folgt 


y-Ck=rhn U _ ri 2 =(p+ 2). 





2 
Wenn man 
—— 
N z =( ] + 9) — ſetzt, ſo folgt 
P_h-Yl_ 2h-I_ bh 
Q == l, — l; Zus — 
und es iſt das Tragvermögen des Balfens in dem Falle, wenn 


2 ı — 
— ausfällt, 
=, f 
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Pi, 9 Kr 2: 
(+3 7 , und dagegen dann, wenn ſich 
| P-h -b 
g< 2% 
— 
(? + 2 8 zu jegen. 


Diefe Formeln finden insbefondere ihre Anwendung, wenn man das Gewicht 
G bes Trägers mit im Rechnung bringen will, wo dann G ftatt Q einzu- 


ſetzen iſt. 


herausſtellt, daſſelbe 





8. 251 Der Brechungsquerschnitt. In den bisher behandelten Fällen der 

Biegung der Körper AB, Fig. 402, haben wir immer eine prismatifche 

Kia. 409. Form derfelben, und folglich auch ein 

conftantes Biegungsmoment WE vor» 

ausgefegt, weshalb wir mittelö der 
Srundformel (aus $. 215) 
Pxr -— WE 

ſchließen können, daß der Krümmung 

halbmefler 





WE 

Px 
umgefehrt, und daher die Biegung felbft direct dem Momente (Px) der auf 
den Körper von außen wirfenden Kraft P proportional ift und folglich auch 
die Biegung mit Px zugleic, ein Marimum und Minimum wird. Iſt daher 
die Kraft P conftant, oder wächft diefelbe mit = (wie z.B. Q=az, in 
dem Fig. 403 abgebildeten Falle), fo nimmt die Biegung mit x ab umd zu, 
Fig. 408. und ift auch mit © zugleid) ein Marts 
mum und Minimum. Wenn hingegen 
der Querfchnitt F des Körpers an ver- 
ichiedenen Stellen feiner Are verſchieden 
ift, fo fällt natürlich au) U— (F?) 
veränderlih aus, und dann ift der 
Kriimmungshalbineffer + dem Duotienten 


ur ‚ und alfo die Krümmung ſelbſt dem 








Ausdrude 2 proportional. Kommt es 


folglich darauf an, die Stellen der ſtärkſten und ſchwächſten Biegungen zu 
finden, ſo hat man nur diejenigen Werthe für die Axenlänge x zu beſtimmen, 
Px 


bei welchen der Ausdrud y zum Marimum und zum Minimum wird. 
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Ebenfo ift der Formel 


Pxe 
8 — 





aus $. 235 zufolge die Spannung S eines Körpers dem Ausdruck = 





proportional, und mit demfelben ein Marimum oder Minimum. 

Bei einem prismatifchen Körper ift -- eine conftante Zahl, und 
folglich diefe Marimalfpannung S nur dem Kraftmomente Px proportional; 
bei Körpern von veränderlihem Querſchnitte, wo * eine veränderliche 


Zahl ift, hängt dagegen diefe Spannung aud) noch mit von diefem Quo— 
tienten ab; im erfteren Falle ift diefe Spannung mit Px zugleid), aljo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf x gleich— 
mäßig vertheilten Yaft Q — gez, für 2 — 1, ein Marimum; im zweiten 
Falle läßt ſich hingegen diefes Marimum von S ohne nähere Kenntniß der 
Beränderlichfeit des Querſchnittes im Voraus nicht angeben. Um: diefe 
Stelle oder den Querſchnitt des Balkens zu finden, wo die Marimaljpan- 
nung vorfommt, ift e8 nöthig, das Marimum von dem Ausdrude = 
algebraifc zu beftimmen. Jedenfalls ift die Stelle im Körper, wo dieſe 
Maximalſpannung vorfommt, auch diejenige, wo bei hinreicyender Belaftung 
die Spannung S zuerjt in ZT oder gar in K übergeht, und folglich zunächft 
die Elaſticitätsgrenze erreicht wird oder das Zerbrechen eintritt. Man nennt 


deshalb aud) deu diefer Stelle des Marimalwerthes von ( m) entſpre⸗ 


chenden Querſchnitt des Körpers den Brechungsquerſchnitt (franz. 
section de rupture; engl. section of rupture) oder auch den gefähr: 
Lichen (ſchwachen) Querſchnitt. 
Hat der Körper einen rectangulären Querſchnitt mit der veränder- 
lichen Breite u umd der veränderlichen Höhe v, fo ift 
W we? 
wog: 


und daher der ſchwache Duerjchnitt durd,) das Marimum von = oder das 





2 
Minimum von * beſtimmt. Bei einem Körper mit elliptiſchem Quer— 
ſchnitte, deſſen veräuderliche Halbaxen u und v find, hat man: 
W_ auv? 
e 0 4 
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4? 
und daher wieder dag Minimum von * aufzuſuchen, wenn es darauf an- 


fommt, die ſchwache Stelle des Körpers zu beftimmen. 
Bei conftantem Gewichte kommt P ganz außer Betracht, ift alfo bloß 


u? 
das Minimum von — zu ermitteln, ift dagegen das Gewiht Q—gqz, alfo 


2 
gleihmäßig auf den Balken vertheilt, jo muß man das Minimum von * 
beſtimmen, um den Brechungsquerſchnitt zu finden. 


5. 232 Bildet der Körper ACDF, Fig. 404, einen abgeſtumpften Keil, 
oder ein liegendes Prisma mit trapezoidaler Seitenfläche ABEF, deſſen 
unveränderliche Breite BO — DE=—b ift, und wirft die Kraft P an 

Fig. 404. dem Ende DF deflelben, fo 
hat man nur das Minimum 


v° ; 
von — zu ermitteln, um den 


ſchwachen Querſchnitt 
deſſelben zu finden. Setzen 
wir die Höhe DG —= EF 
jeiner Endfläd;e — h und die 
Höhe KU des Ergänzungs- 
jtüdes H KU, —c, und neh- 
men wir umferer jeitherigen 
Bezeichnung entiprechend an, daß der Brechungsquerfchnitt ZMN um 
UV —x von der Endflähe DEF abjtehe, jo haben wir die Höhe 
befielben: 


ML=v=h+t ih ( + =). 
und daher nıır das Minimum des Ausdrudes: 
v? — * 
5 


oder, da A und c beſtimmt ſind, nur von — + z zu ermitteln. 





Nimmt man z — c an, jo ergiebt ſich der legte Ausdrud — - macht 
man aber x en (um z,) — oder kleiner, ſo erhält man: 


1 und F24 x 
= (1 F er und 


= (142) +3) 
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x c+txr 1 x 
— _” _ + 1 





c? a Tee 
folglich 
222 


1 
ar — 


x 


"u. 


7 


& 
Be 


alfo jedenfalls größer ala =. Es giebt alfo ec da8 gefuchte Minimum, 


d. i. der ſchwache Duerfchnitt LMN fteht um die Höhe KU — c, nämlid) 
eben jo viel von der Endflähe DEF ab, als die abgefchnittene Kante HK 
auf der anderen Seite. 


Die Höhe diejes Schwachen Duerjchnittes ift 
v=h +2.0=3h, 


und folglich die Tragkraft diefes Körpers: 
pen T_umT 
c 6 e 6 
Ein parallelepipedifcher Balfen hat beigleicher Länge 7 — ce, gleicher 
Breite b und gleichem Volumen 7 — bh, ! die Höhe: 


_h+2h 





hı — 2 — 9 2 h, 
und folglic, die Tragkraft: 
pn T_9bmT 
e 6 4 c 6’ 


trägt aljo nur ?/1s mal jo viel als der behandelte Feilförmige Körper. 

Iſt der Körper eine abgefürzte Pyramide, jo fchneiden fich die Ebenen 
AE, BD u. ſ. w. gehörig erweitert, in einer Spige, und wenn man die 
Höhe der abgefchnittenen oder Ergänzungspyramide wieder mit c bezeichnet, 
jo ift: 

UN=u=b(1 En ")wım=e=h( + =): 


und man hat daher das Minimum von 
a E 


x x 
oder von 
1 32 x? 
starte 
x c c 


zu ermitteln, um den Brechungsquerjchnitt zu finden. Durch Differenzial« 
rechnung findet man 


= ac, 
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auch kann man jich Jeicht von der Kichtigfeit dieſes Werthes Überzeugen, 
wenn man einmal 2 — !/;c + x, umd ein anderes Mal YV,c — ſetzt. 
Im jedem Falle erhält man einen größeren Werth als 


2 3 1 15 
Int — L———_ : 
s + "re er welchen der Ausdrud 
1 3x x? 
x * c? c? 


fir 2 — !/;c annimmt. Es ift alfo der Abftand der Brechungsfläche ZN 
von der Endfläche DF gleich der Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftüdes 
der abgeftumpften Pyramide. Die Dimenfionen diefer Fläche find: 

u — b (1 + 1)=-%bundv = ®,h, 
folglich ift die gefirchte Tragkraft des Balfens: 

pm mt 

7— 6 4 ec 6 
Fir einen Körper in Form eines abgefürzten Kegels hat man bei 

dem Halbwmefler r feiner Endfläde und der Höhe c des abgefchnittenen 
Stitdes, den Halbmeſſer der Brehungsfläce, r, — ®/sr, und daher: 


$. 253 Körper von gleichem Widerstande. Wenn ein Körper fo ge 
bogen wird, daß ſowohl die Marimalfpannıng S auf der Zugfeite der 
neutralen Are als auch die größte Spannung auf der Drudjeite derjelben 
an allen Stellen eine und diejelbe ift, jo heißt er ein Körper von gleihem 
Widerſtande (fra. corps d’egale resistance ; engl. body of the strongest 
form). Ein folder Körper erreicht bei einer gewifien Kraft in allen Quer- 
ichnitten die Grenze der Elaſticität zugleich, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entiprechenden Duerjchnitt, und erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei übrigens gleichen Verhältniffen, die Heinfte Menge an Stoff. 
Wegen Erfparniß und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Bauweſen vorzugsweije ſolche Körperformen in Amvendung zu 
bringen. Da die ftärffte Spannung in einem Querſchnitte durch den Ausdrud 
8— _ 52 — (j. $. 251) 
beftimmt * ” fordert ein Körper von gleihem Widerftande, daß die 
Größe nz für alle Querjchnitte des Körpers eine und die- 


jelbe jei. 
Iſt die Kraft P conftant und greift diejelbe am Ende des Körpers an, 
jo hat man folglid, einfacher 
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PX „J 
Ww oder — 
conſtant zu ſetzen, wogegen dann, wenn die Kraft = 4x. alſo gleich⸗ 
mäßig auf den Balken vertheilt iſt, 

ex? w 

yr oder a 
conjtant gefordert werden muß. Bei einen Balfen mit rectangulären 
Querſchnitten (f.S. 251), deren Dimenfionen u und « find, ıft im erfteren 
Falle: 

un? ’ 

— und im zweiten: 


uv? 
— conſtant zu ſetzen. 


Iſt an einer anderen Stelle in dem Abſtande 7 von der Endfläche bie 
Breite b und die Höhe A, fo hat man folglich im erfteren Falle: 


ur? _ bh3 
BR 
und dagegen im leßteren: 
uv: _ bA? 
1? sc nz 
zu fordern. Bei conftanter Breite u — b ift daher im erfteren Falle: 
v? h? 
7 — 73 dv. ı. 
v? _ı# Re ® x 
Te 
2 
Da die Gleichung * = einer Parabel zukommt (f. $. 35, An» 
merkung), jo hat folglic das Pängenprofil AB E, Fig. 405, eines ſolchen 
Sig. 405. Fig. 406. 





Korpers die Form einer Parabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel F 
mit dem End» oder Aufhängepunft der Laſt P zuſammenfällt. 
Ruht der Balfen AB, Fig. 406, von gleicher Breite, mit feinen Enden 
auf, und trägt er bie Laft P in feiner Mitte, oder wird ber Ballen AB, 
Welobach' d Lehrbuch der Mechanik. I. 30 
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Fig. 407, im der Mitte C unterftügt und am den Enden A und B durd) 
zwei ſich das Gleichgewicht haltende Kräfte ergriffen, fo erhält das Längen— 
Fig. 407. profil die Geftalt von zwei in ber 

Mitte zufammenftoßenden Parabeln. 
Der legte Fall kommt bei Balancters 
und Wagbalfen vor. Da diejelben 
durch die Zapfenlöcher A. C, P ge 
schwächt werden, fo verjieht man jte 
noch mit Rippen, oder giebt ıhmen 
noch ein Mittelftüd AB. 

Hft die Höhe « — h conftant, 
io hat man: 
- — oder T — 
dann ift alſo die Breite « ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horizontalprojection des Ballens ACE, fig. 408, 
ein Dreiet BC D, und der ganze Balken einen Keil mit verticaler, in die 
Kraftrichtung fallender Schärfe DE. 


Fig. 408. Fig. 409, 








Man erjet gewöhnlich die paraboliſchen Träger in Fig. 405 durchẽ eben⸗ 
flächige Träger, wie ACB in Fig. 409. Um hierbei fo viel wie möglich 
Material zu erſparen, giebt man dieſem Träger in der Mitte M dieſelbe 
Höhe MO — In = n V 1/,, welc}e der parabolifche Träger erhalten wirde, 
und führt die ebene Begrenzungsflädhe CD tangential an die entiprechende 
Parabelflähe. Nun ift 

BC 3AM AD AH _ .„,. 

MO 2AM MO San 
daher folgt, wenn man die größere Höhe B C des Körpers durch A, umd die 
kleinere Höhe AD deſſelben durch Ara bezeichnet, 

4 . = "ah VTF — 1,0607 h und 

ha Yalım = YahV !/; = 0,3536 h, 





— 3/,, umd 
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wobei die Höhe BN — h mittel der befannten Formel PT — In? = zu beftimmen ift. 


Das Volumen eines ſolchen ebenflädigen Trägers ift A Bun 2 


—0,7071bIh, wogegen das des paraboliſchen Trägers von gleichem Wider— 
jtande, — ?/;, bIh— 0,667 blh, d.1.5,7 Procent Kleiner ausfällt. 

Fig. 410. Ebenfo kann man den an den 
Enden A und B unterftükten 
Träger ANA,. Fig. 410, aus 
zwei ebenflächigen Stüden zufam- 
menjegen, welche in Aufhänge- 
punfte die gemeinjchaftliche Höhe 
BC= h, — 1,0607 h und an 
den Enden die Höhe 
AD— AD = — 0,3536 h 
haben; nur ift hier die Höhe BN — h dur) die Formel 

un — — = zu beftimmen. 
Soll der Körper ABD, Fig. En lauter ähnlihe Querſchnitte $. 2 

LMN, ABC u. |. w. haben, fo ift zu fegen: 








Fig. 411. — u 
— ——,d : 
h b aber 
u.u?h? __ bA 
Br 1’ 


——— ET 
u ee ee Se A, 


dann wachſen aljo die Breiten und 
Höhen wie die Cubifwurzeln aus den 
entſprechenden Hebelarmen. In der achtfachen Entfernung vom Ende ift 
3. B. die Höhe und Breite nur doppelt fo groß als in der einfachen Ent- 
fernung. 

Dan kann diefen Körper durch eine abgefürzte Pyramide ACEG, 
Big. 412 (a.f.©.), erjegen, welcher in der halben Fänge die Höhe MO—, 

—=V !/,.h— 0,7937 h und die Breite MN—b,„ — V Y/,.b—0,7937 b 
mit dem gefundenen Körper von genau gleichem Widerftande gemeinschaftlich 





T ‚oder — 

7 * — F 
h . 

iſt nad) analyt. Hülfslehren Art. 10, tang. = — — -- daher 
3 3V ix 


30 * 


hat. Für den Tangentenwinfel der Curve 7 — 


468 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [$- 254. 
folgt für 


e — 1/,, 1/, Itang. & = EN | + Y() = = Ush Vi— eV% 
— 0,2646 A, und Er folgt für die * 
u 
a — 
Y,ltang.ß =; v7 a 
Hieraus ergeben fi) num * Dimenſionen der großen Grundfläche ABC: 
AB=h — hm + al tang. — *, V '/ı.h = 1,0583 h unb 


BC=b —b, + Yıltang.ß — V !.b = 1,0583, 
fowie bie der Heinen Grundflähe EFG: 


Fig. 412. Fig. 413. 





, und 





FG=h — hm — !ıltang.a = :/,V 5.h = 0,5291 h und 
EF=b = bu — Yıltany.ß = ?/; V%.b= 0,5291 b. 
2 
Uebrigens ift natirli Pl = zu fegen. 
Giebt man dem Körper von gleichem Widerftande Freisförmige Quer- 
ſchnitte, fo gilt für dem veränderlichen Querſchnittshalbmeſſer die Gleichung 
12/2 
nd m en 7: 
und wenn man diefen Körper durd) einen abgekürzten Kegel ABE, Fig. 
413, erfegt, fo find die Halbmeſſer deijelben: 
M=rn.= V 1% .r = 0,7937 r, CA—=r, = 1,0583 r und 
DE= rn = 05291 r, 
und es ift der Halbmeffer » der Grundfläche des Körpers von gleichem 
Widerftande nad) der Formel 


3 
Pl= — T zu berechnen. 


Iſt ein Balten gleichförmig belaftet und die Breite unveränder- 
(ih, alfo u — b, fo hat man: 


$. 254.] Die Biegungs-Elafticität und Feſtigkeit. 469 


v? x? 


3 77, allo auch: 
— 
J 


und es erhält deshalb derſelbe die Geſtalt eines Keiles mit triangulärem- 
Längenprofil ABD, Fig. 414. 
Fig. 414. Fig. 415. 





2 
Bei conſtanter Höhe iſt in dieſem Falle = — 75, und daher ber 


Grundriß des Balfens eine von umgekehrten ‘Parabelbögen BD und CD 
begrenzte Fläche BDC, wie Fig. 415. 


8 
Macht man wieder ähnliche Ducrfchnitte, jo it <= = — — 1 dann 


hat man es alfo fowohl im Vertical als aud) im Horizontalprofile mit der 
cubifchen Parabel, bei weldyer die Guben der Ordinaten wie die Qua— 
drate der Abſciſſen wachen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AEB, ig. 416, 
gleihförmig und zwar auf den 
laufenden Fuß durd) 4, alfo auf die 
ganze Länge AB—1 dur Q — gl 
belastet, jo hat man das Kraftmoment 
für einen Bunft O in der Entfernung 
AO=x von einem Stüßpunfte A: 


Fig. 416. 


Q # 8 gt 
92..,=, (x x?), 


dagegen filr die Mitte 0: 
re 1 a 
2 2 2 4 8 8 
Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite b an, jo haben wir 
zu feken: 





bv2. -- = = (la — 22) und 
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T ql2 


bh2.-— = —, 

6 8 
wenn A die Höhe CE des Körpers in der Mitte bezeichnet, und es folgt 
nun durch Divifion: 
- v? Ix — x? 


— — ——, oder 
h? er 12 j 


h \? 
2 —⸗ () (x — x). 


Wäre h— I, jo würde 0? — — x, und deshalb das Längen— 
profil der mit 1/, als Halbmeffer conftruirte Kreis AD, B fein; weil aber 


h 2 ” ” ’ * 
Ix — x? nod) durd) ( ) zu multipliciven ift, um das Quadrat e? 
[a 


der jedesmaligen Höhe MO— NO zu erhalten, fo geht diefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Haldarn CA—=a, — !,!um 
GBR ei 
Man kann diefen Körper durd) einen ebenflädigen Träger AABDE, 
Fig. 417. dig. 417, erfegen, welcher in 
dem Abftande AM — !/, | 
von den Stütpunften B und 
B, die Höͤhe MO — h„ 
= 1,2 — Yo 
—1/,V3.h hat. Der Ne: 
gungswinkel «x der Fläche BD 





gegen die Are A C ift durd) die Gleichung 
h ınl—ıx 2h Il 2h 
lang. ⸗ — — — — —. = — 2 Äh 
- hl Vie— 2 I Vy,e Vs hV3 
beftimmt; daher folgt - tang.a — !/, V3.h und die Höhe des Körpers in 
der Mitte: 
CD=MO+ —tang. « =: V3.h — 1,1548 h, 





dagegen die Höhe defjelben an den Enden: 
AB=MO — tang. « — »V3.n = 0,5774 h. 
Die Diegung eines Körpers von gleihem Widerftande ift natür- 


lid) unter Übrigens gleichen Umftänden und Verhältniſſen eine größere ale 
die eines prismatifchen Balfens. Für den Fall, dag der Balken an einem 
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Ende feftgeflemmt ift und am anderen Ende von einer Kraft P ergriffen 
wird, beftimmt fich die Durchbiegung wie folgt. 


;’ 


Die befannte Proportion - =7T führt auf die Formel r — 7 


durch der Krümmungshalbmeſſer als Function des Abftandes e ausgedrüdt 
wird. Iſt nun noch die Abhängigkeit zwiſchen e und x befannt, jo erhält 
man auf diefe Weife einen Ausdrud zwifchen r und x, aus welchem ſich auf 
die (aus $. 218) befannte Weife die Coordinatengleihung der entſprechenden 
elaftifchen Linie entwideln läßt. Segen wir eine Heine Biegung voraus, 
jo können wir wieder die Bogenlänge s der Abfciffe .c, und folglich aud) die 
Elemente Os und x einander gleicyjegen und daher, wie oben, 


e, wo⸗ 


= — annehmen 
J —X 
Hiernach erhalten wir: 
de — — 7 coc, 


und daher durch Integration den Tangentenwinfel: 


IE 
ae ——- Il — 
E e 


Bei einem Balfen mit rectangulärem Querſchnitt ift ⸗ — 1 v, und daher 
2T 0x 2 


Der EJ/» 
Wäre nun noch die Breite des Balfens conftant, alſo vb, fo hätte man: 


n — = (f. $. 253), daher: 


oa: und 


27. yı f, 
E Äh E h 


aljo, da für 1, e— Null und folglich Con. — = ur aVı ift, 
4T 
NN) 
Setzt man nun noch « — = jo erhält man: 


28 a (Vi — Vz) oz, 
und daher die gejuchte —— 


= IM vi ν ν— Vase 


Ze — 
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Fir z — ! geht y in a über: es ift alfo für diefen Fall die Größe ber 
Durchbiegung: 
| ne. 

Eh 
pp PI 


* 1 6 
— J—— 7 — — 


daher ergiebt ſich endlich 
die Durchbiegung : 
—— —— 
 Ebh® Ebne 
d. i. 2 mal fo groß als bei dem parallelepipediſchen Balken von der Breite 
b und Höhe h (vergl. 8. 227). 

Wirkt die Kraft im der Mitte des Körpers, während der Balken an den 


> >. 
beiden Enden aufliegt, jo ift natürlich ftatt P, = und ftatt /, 2 einzufith- 
ren, und es fällt natürlich 





ad 


— 
bns 
d. i. ſechszehn Mal kleiner aus als bei einſeitiger Wirkung der Kraft. 
Bei einem Körper von gleichem Widerſtande mit triangulärer Baſie 


wie Fig. 408 darftellt, ift die veränderliche Breite u — = und 


uh’ bh’x 
Prı = B— 19T 


12 F. 


daher der Krümmungshalbmefler r — nn 5 conftant, alſo die Bie- 

gungscurve ein Kreis, und die entiprechende Bogenhöhe 
DB BER. APR 
am —— — = 3), 


2r bWE " pWE' 
d. i. 3/, mal fo groß als bei dem parallelepipedifchen Balken. 


256 Biegung der Metallfedern. Körper von gleichem Widerftande, ſowie 
auch ſolche, welche fich nad einem Kreiſe biegen, kommen vorzüglich bei den 
Stahl- und anderen Metallfedern in Anwendung. Die Federn, welche zu 
den fogenannten Federdynamometern verwendet werden, beftehen aus dem 
feinften Stahl, haben bei einer Yänge von bis 1 Meter eine Breite von 4 bie 
5 Gentimeter und in der Mitte eine Dice von 8 bis 21 Millimeter. Sie bilden 
Körper von gleichem Widerjtande, haben alſo ein aus zwei Parabeln zufam- 
mengefegtes Längenprofil (fiehe $. 253). Um die Wirkung derfelben zu erhöhen, 
wird jedes Federdynamometer aus zwei ſolchen parabolifchen Federn, 
wie AA, BB, Fig. 418, zufammengefegt, welche an den Enden durch 
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Gelenle AB, AB verbunden werben. (S. Morin’s Lecons de Meca- 
niques pratique, Resistance des materiaux, No. 198.) Diefe Dynamo» 

Fig. 418, meter meſſen die an der Faſſung D in 
der Mitte der einen Feder angreifende 
Kraft P durd) den Weg s des Punktes 
D, weldyer natürlich gleich ift dev Größe 
der Durchbiegung beider Federn zufammen. 
Nun ift aber nad) dem Obigen: 





und folglich 


die dem Zeigerwege s entiprechende Spannfraft der Feder. 

Bei einem Verſuche an einem foldyen Inftrumente, dejjen Federn folgende 
Dimenfionen hatten: b — 0,05, h — 0,0211, 7 = 1,0 Meter, fiel bei 
der Laſt P — 1000 Kilogramm der Zeigerweg s — 9,7 Millimeter aus; 
daher ift für diefes Dynamometer der Coefficient 

bh®’E pP 1000 
ı>=7=>7- 103,09, 
und für andere Fälle 
P = 103,09 s Kilogramm 
zu fegen, wenn s in Millimetern angegeben, oder die Zeigerſcala in Milli- 
meter eingeteilt ift. 

Wenn man ftatt der parabolifchen Federn trianguläre Federn von 

gleichem Widerftande (f. Fig. 408) anwendet, fo ift 
= a = Yı mr daher 
bI’E 
13 








alfo um ein Drittel größer als bei den Dynamometer mit parabolifchen Federn. 


Wagenfedern follen mit einer großen Biegſamkeit ein großes Trag- 
vermögen verbinden, twogegen die geuaue Kenntniß der Beziejung zwi— 
fhen P und a nicht nöthig ift. Aus diefem Grunde fett man diefe 
Federn oft aus über einander liegenden einfachen Federn zufammen. Befteht 
die zufammengefegte Feder aus » über einander liegenden parallelepipe- 
diſchen Einzelfedern, fo ift bei der Breite b, Dide A und Länge 1 dere 
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jelben die Höhe des Bogens, welche der Kraft P am Ende A der ganzen 


* 4 PI3 * 
Feder entfpridt: a — SEM’ und die Tragkraft 
P= Te z daher aud) 
Tı Ti 
BEE 1 AN — 2 ö 
amt r, Be BEE 


Befteht die ganze Feder ACD, Fig. 419, aus n triangulären ein 
fachen Federn, jo hat man 


3 , m 
| 1 a währen P=n dur 6 
unverändert bleibt, daher 
Re Me 
 h' I Eh 


Es wächſt aljo in beiden Fällen das Maß = der Biegjamfeit mit den 


Berhältnifen 5 und —* und iſt daher auch ebenſo groß wie bei einer ein— 
fachen Feder von der nfachen Breite (mb). 
Sig. 419. Fig. 420. 





Um an Material zu erfparen, legt man Federn von verfcjiedenen Pängen 
iiber einander und formt fie fo, daß fie fich bei Einwirkung der Kraft P am 
Ende A der ganzen Feder nad, Kreisbögen von ganz oder nahe gleichen 
Halbmeijern krümmen. Die Kraft P biegt das unterjte trianguläre Stüd 


AA, der ganzen jeder ABH, Fig. 420, deſſen Yänge — — it, nadjeinen 


Kreisbogen vom Halbmeſſer r = n * >. und damit das übrige paralle- 


lepipedifche Stüd der unteren Feder ebenfo gebogen werde, ift nöthig, daß die- 
jelbe in A, mit der Kraft P auf die folgende Feder drücke, weil dann das 
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Viegungsmoment diefer Feder glei) ift dem Momente — eines Kräftepaares 


(P, — P) mit der Armlänge — Bei der zweiten Feder, welche um 


fürzer iſt als die obere, wiederholt ſich das Biegungsverhältniß der erſteren Feder; 

3 
dieſelbe biegt ſich ebenfalls nach dem Krümmungshalbmeſſer r 1.5, 
wenn das Endftäd A, As deilelben triangulär, und das übrige Stüd 
parallelepipedijch geformt ift, und wenn e& in A, mit der Kraft P auf die 
dritte Feder drüdt. Ebenjo iſt e8 mit der dritten Feder A, G@ D u. ſ. w., bis 
zur legten Feder, bei welcher das parallelepipediiche Stüd ganz fehlt, und 
welches in Folge der Kraft P am Ende ebenfalls nad) dem obigen Halb» 
meiler gekrümmt ift. Die ganze Bogenhöhe diefer zufammengefegten Feder 


12 6PI3 i bh? T 
ft a — a. = np und die Tragkraft P=n — daher bleibt 
ce 
A ee 


Es find alfo hier die Biegungsverhältnifie genau diefelben wie bei dem 
Federwerke, welches aus lauter gleichen triangulären Einzelfedern zufammen- 
gelegt ift; auch läßt fic leicht nadjweilen, daß beide Federverbindungen eine 
gleihe Menge von Material erfordern. 

Es iſt übrigens nicht nöthig, die Federenden genau triangulär zu geftalten; 
man fann dafür auch jede andere Form von gleicher Krümmung anwenden, 
3. B. denjelben eine conftante Breite b und im Abftande z vom Ende A 
die Höhe 


y—=h Va: geben. 


Eine folhe Doppelfeder ftellt Fig. 421 dar. Hier ift natürlich die ganze 
Sig. 421 





Tragkraft 2 P, übrigens aber die Yänge I nicht von der Mitte, fondern von 
den Enden BD, BD der Faſſung aus zu meſſen. 


8. 257 
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Anmerkung. Ueber die Wagenfevern ift nachzuleſen: F. Reuleaur, die Con 
firuction und Berechnung der für den Maſchinenbau widtigften Feberarten. Bin 
terthur 1857; ferner Redtenbacher: vie Gefege des Locomotivenbaues, Mannheim 
1855, und Philips: M&moire sur les ressorts en acier etc. in den Annales 
des Mines, Tome I, 1852, 


Drittes Capitel. 


Die Wirkung der Ehub:Clafticität bei der Biegung und 
der Drehung der Körper. 


Die Schubkraft parallel zur neutralen Axe, Dei einem Körper, 
welcher bloß der Zug» oder Drudfraft ausgefegt ift, werden die Grundflächen 
AC und BD eines Körperelementes ABCD, Fig. 422, von entgegen 


Fig. 422. 





gefetsten und ſich das Gleichgewicht haltenden Kräften P, und — Pı ergriffen, 
während die Eeitenflähen AB und CD deſſelben frei von äußeren Kräften 
fig. 429. bleiben, da die benachbarten 

E Körperelemente diejelbe Aren: 

ſpannung erleiden wie das ge 
dachte Element AB CD ſelbſt. 
Anders ift e8 aber tei einem 
der Biegung unterworfenen 
Körper, wo auf der einen 
Seite AB des Elementes 
ABCD eine Spannung jtatt- 
hat, welche der auf der an 
deren Seite CD deflelben ent» 
gegengejegt iſt, umd in Folge 
der feitlichen Gohäfion in AB 
P e und O.Ddas Element ABCD 








— -—— — — — — — 


— 
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von einem Kräftepaare ergriffen wird. Am ftärfjten tritt diefes Kräftepaar 
bei einen ın der neutralen Are befindlichen Elemente hervor; da hier das 
Stüd des Körpers auf der Seite AB bloß einer Ausdehnung, und dagegen 
das auf der Seite CD nur einer Comprefjion ausgejegt ift. 

Iſt S die Spannung einer Fafer in der Entfernung e von der neutralen 
Are, bei dem Duerfchnitte Eins, fo find die Spannungen in den Theilen 
F,, F,, F,... des ganzen Körperquerichnittes, welche um z,, 2, 23... von 
der neutralen Are abjtehen: 

Yang 
2 





und es folgt die ganze Spannung im Querfchnitte FR + Fy, HF, +, 
8 Sa 
= - hatfka Eu )=7%2(F2). 


Sit nun FR + F, — 2 der Theil des Querſchnittes auf der einen 
Scite der neutralen Are, fo giebt aud) Q die ganze Spannfraft auf diefer 
Seite der neutralen Are an. Die Spannumg auf der anderen Seite iſt der 
Theorie des Schwerpunftes zufolge (vergl. $. 215), der erfteren der Größe 
nad) zwar gleich, aber der Richtung nad) entgegengefeßt. 


8 


Uebrigens hat man nad) $.235, S—= — aljo — _ = daher folgt 


W' 
—— Px 1 


In einem Querſchnitte, welcher um AB — x, vom erſteren abſteht, iſt 
die Spannung 
P(r—x 
ar — 
daher ergiebt ſich die ganze Kraft, mit welcher das Stüid ABE über 
AB fortzugleiten ſucht: 


2 — Qı = TUR, + ABRmr+--) 


Iſt nun b, die Breite des Querfchnittes in der neutralen Are, fo folgt 
daher die Schubfraft längs einer aa in diefer Are: 

BARL Eure: RR “_PE(Fd) 

L= 2 m —(hat+Rat )= vW. 

Damit ſich daher der Balfen längs der neutralen Are durch Abjchieben 

nicht trenne, ift X, — dem Feſtigkeitsmodul K zu fegen, und damit er die- 

jelbe Sicherheit gegen dieſes Abſchieben bejige, wie gegen das Zerbrechen, ijt 
nöthig, daß X, höchftens den Tragmodul ZT’ erreiche, daß aljo 
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r bb, WT 


nn. 
T= Z(Fz), oder I = SF’ jowie 


bo aW 
bo — —— ſei. 


Uebrigens iſt Z(Fz) auch = Fısı — Fas,, wenn F, und Fr die 
Inhalte der zu beiden Seiten der neutralen Are liegenden Theile des ganzen 
Querſchnittes F= F, + F,, und s, 5, die Abftände der Schwerpunfte 
diefer Theile von der neutralen Are bezeichnen. 

Für einen Balken mit rectangulärem Querfhnitte F=bh hat man 
PARK IE I! -.. — = — = = und bu, — b, daher 


P=?,d)IhTwb =b= ho 


2 
Fiir einen Träger mit freisförmigem Querſchnitte F— ft, 


da der Schwerpunkt des Halbfreijes um ind vom Mittelpunkte abfteht, 


3 
nd? 2 d’ 

& (Fe?) — — — do — .22 
(Fr?) —=F} sı 5 579 75, ferner nad) $ 82, 

nd 
w= , und do =, daher 

ar d® 31 . 
P= 7,7 = 

64. — d? T, und 


P 
— 
( 3 T 


Ebenfo ift für einen Träger mit elliptiſchem Querſchnitte F—= mal, 


aa?b b 2 
da hier W=—, Fa= I z 2,a=?/,arb md »—2b 





4 P P 
* — 3 ini r 
fi, P—=?,zabT, oder b = PT en 0,4244 GT 


Endlid) hat man einen hohlen er Träger mit 
dem Querſchnitte F—= bh — bh, (Fig. 354, $. 228) 





bh? — bi h? hd — 
3 zn we Hai und b, — b — bi, daher 
Dei „® — bi) (bh? — bh ru 
bh? — b, h? 


Die Shnbtoft X nimmt ab, je mehr die Fläche derjelben von der neu— 
tralen Are abfteht, und geht zulegt am Umfang des Körpers in Null iiber, 
wo der Abftand von der neutralen Are feinen größten Werth e erreicht hat. Die 
Größe der Schubkraft X in einem gegebenen Abftande OB — h, von der 
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neutralen Are des Körpers MN, Fig. 424, giebt die oben gefundene Formel 

PZ(Fe) 
bo W 


X ebenfalls an, wenn man ftatt Z(Fz) die Summen der 


Fig. 424. Producte Fi zı, Fy2,... für 
die auf der. einen Seite von 
ABCD Tiegenden Flächen— 
elemente F}, Fy..., fowie ftatt 
bo die Breite db, der Fläche bei 
dem gegebenen Abftande A, 
einjeßt. Die Summe der 
Producte F) zu, Farı Anrı 
auf der anderen Seite iſt 
übrigens glei) der Summe 
der Producte Fi 21, Fy 22..., 
weil die Producte derjenigen 
Tlächentheile zu beiden Seiten 
der neutralen Are, weldye bis 





zu + Ah, reichen, ſich gegenjeitig aufheben. 
3. 2. für einen Träger mit rectangulärem Querſchnitte ift für die Mitten 


zwifchen der neutralen Are und den Endfläcen, alſo im Abftande 2 von der 
neutralen Are: 

ZiF)—= Fa — 22 ich = "/zahh?, 
daher die Schubfraft : 


En P.®/zabh? pP 
u bh pn 
bb, — 
12 


a 


on hat. 


während jie in der neutralen Are die Größe X, — 4 


Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie jid) die 
Druchk- oder Zugfräfte der Endflächen eines Balfenelementes AB CD, Fig. 
424, das Gleichgewicht halten, ebenfo jind die zwei Kräftepaare bildenden 
Scubfräfte deiielben mit einander im Gleichgewichte. Iſt nun & die Yänge 
AB, jowie & die Höhe BU des Elementes, jo hat man die Schubfräfte 
längs AB und CD, EX und — EX, fowie dag Moment des von diejen 
Kräften gebildeten Paares: EX. — EEX; umd ebenjo die Schubfräfte 
längs BC und DA, EZ und — 8Z, jowie das Moment des von denfelben 
Kräften gebildeten Paares — &EZ.E — EEZ; und «8 ift folglich zur Er- 
Haltung des Gleichgewichtes nöthig, daß EEX—PE Z, d.i. daß X —Z ſei. 


480 Vierter Abfehnitt. Drittes Gapitel. [$. 258. 


Es ift alfo auch die Formel X — en 


Schubfraft Z längs der ganzen Querſchnittsfläche anwendbar. Sie 
ift 3.2. fiir einen Balken mit rectangulärenn Querſchnitte, bei einem Quer— 





auf bie Beitimmung der 


; F P er 
jchnitt3elemente in der neutralen Are, — +, In’ und in eimem  fnlchen, 


welches + '/,; h von der neutralen Are abfteht, — °/s — u. 1. w. 


Die Summe der Schubfräfte längs des ganzen Querfchnittes muß natür- 
fich gleich fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinkelig gegen 
die Balfenare wirken, gleid) der Summe Z(P) diefer Kräfte. Dies läßt 
fid) aud) wie folgt nachweiſen. Theilt man den größten Abftand e der 
Querſchnittselemente von der neutralen Are in n gleiche Theile, fo kann 
man jich den Querſchnitt auf der entjprechenden Seite der neutralen Are 


” h l 
aus den Streifen b, —, b; —, * u. ſ. w. beſtehend denken, welche in 
Hinſicht auf die neutrale Axe die Momente 

h\? 2 2 
b, —) ‚2b, 2) i 32, (*) u. f. w. 
ıNn n N 


2 
haben, deren Summe — (2) (1b, +2, +3, +4b, +--.) if. 
In Hinfiht auf die Are, welche um a von der neutralen Are abfteht, iſt 
diefe Summe der Momente von den Flächenelementen außerhalb diefer Art 
h\? 
-(#) (26, +36, +4, +). 
ferner in Hinficht auf die Are im Abftande 2 ift fie 


h\? 
’ (4) EEE 


und daher ift die Summe aller diefer Summen, bis zum Abftande « 
gegangen: 


(m +@+ 9. +@+3+ 9 +] 
— "(12.4 +22. + 3%. +. +mb,). 


Es folgt nun die Summe aller Schubfeäfte längs des Querſchnittes auf 
einer Seite der neutralen Me: 
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R, — X, bi )+(2)+ 2 (#)+-- 


— 2. mal die zulegt gefundene Summe 


— (2) 2.0 +29. 43°. + +m.dı) 
Aber es ift auch das Maß des Diegungsmomentes für diefe Querſchnittshälfte: 


ne —— 


(+) ar. Fe... io), 
daher folgt die geſuchte Schubkraft längs diefer Fläche: 


PW 
A — — 


Ebenſo findet man auch für die Querſchnittshälfte auf der anderen Seite 
von der neutralen Are die Schubkraft R, — m, 2 und es folgt jo ſchließ⸗ 


lich die Schubfraft des ganzen Querſchnitts, A - MM _ P, 
weil das Biegungsmoment W des ganzen Duerfchnittes gleich ift der 
Summe W, + Ws» von den Biegungsmomenten W, und W, der beiden 
Theile dejlelben. 








Maximal- und Minimalspannungen. Aus den verjchiedenen 8. 25° 
Spannungen in einem Duerjchnitte des gebogenen Körpers lafjen ſich nun 
auch durd) gewöhnliche Kraftzerlegung und -Zufammenfegung die Spannun- 
gen in jedem andern Schnitte dejjelben bejtimmen. Um die Spannungen 
eines Flächenelementes 40, Fig. 425, zu finden, defien Ebene um den ver- 

Fig. 425. änderlichen Winfel BAC —= Y von ber 
. Pängenare des Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectionen 
AB und BC diejes Flächenelementes in je 
zwei Geitenfräfte, wovon die eine im der 
Ebene von AC und die andere rechtwinfelig 
gegen A C wirkt, und vereinigen dann bie 
Seitenfräfte in A C zu einer einzigen Schub» 
fraft, jowie die Seitenfräfte, welche recht— 
winfelig gegen 40 gerichtet find, zu einer 
einzigen Zuge oder Drudfraft. Bei der 
Breite Eins der Flächenelemente AB, BC 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 31 
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und A C, ift die Schubfraft längs AB, — AB.X zu fegen, und im di 
Seitenfräfte AB.Xcos.v und AB.X sin. y zu zerlegen; und ebenio 
die Schubfraft längg BC, — B BC.Z=BC.X zu jegen, und im die 


Seitenkräfte — 
— BO. Xsin. vd und BC.X cos. zu zerlegen. 


Dagegen giebt die Zugkraft BC.Q — BC. *. welche rechtwinkelig 


gegen BC gerichtet iſt, die Seitenkräfte BC. Qcos.y und BC. Qsin.v, 
und es folgt nun die ganze Schubfraft längs A C, bezogen auf die Einheit 
der Fläche: 

VS (IB. X. cos. + BO.Xsin.y + BC.Q cos. 9): AC, 
jo wie die Zugfraft aft rechtwinkelig gegen AC, pro Flächeneinheit: 

VGT. XSin. 4 BRGC. XcosV +BC. Qsin. db): AU. 
Nun tft aber — — — cos.v und er — sin. %, daher folgt aud) 
AC AC ’ 

U=X (cos. p)? — X (sin. »)? + Qsin. Y cos. und 

V—=2X sin. cos. + Q (sin. d)?, oder, da 

(608. W)? — (sin. W)? — 008.2) und 2sin. Y cos. d — sin. 2% iſt, 


U—=Xcos..2 U +1, Qsin.2 db — Xcos. + > sin. 2 v. 
und 
V=Xsin.2Y% + Q (sin. y)? = Xsin.2 Yy + 5, (1— 00828) 


Natitrlich geben die Spannungen der Flächen AD und CD, welde in 
Bereinigung mit den Flächen AB und BC da8 Körperelement ABCD 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengejeßte Schub- und Zugkräfte. Dagegen 
ift für ein ſolches Körperelement auf der Drudfeite von der neutralen Art, 
Q negativ, und daher 


U—=X eos. 2b — !/, Qsin. 2 —X cos. 2 v2 sin. 2, und 


V = XsSin. — 1, Q(1 — cos. d) — Xsin. 2 — >? (1008.20) 
e 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinkels I zu finden, bei welchem 
jowohl die Schubkraft als auch die Normalkraft 9 zum Marimum oder 
Minimum wird, jegen wir ftatt 2%, 2% + u, wo w einen jehr Heinen 
Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen dann die Bedingung, daß dadurch 
der entjprechende Werth von U oder V nicht geändert werde. Für 

U=Xcos.2% + 1; Qsin.2 Y, erhält man fo einen zweiten Werth 

—X.008. (2% + 0) + 1, Qsin.(2% + p) 
= X (cos. 2 cos. u — sin. 2 U sin. u) + Ya Q (sin. 2 % cos. u 
+ 008.2 Y sin. u), oder, da cos.u — 1 gefjegt werden kann: 
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U, =X.cos. 2% + !,Qsin.2% — (X sin. 2 Y — 1/, Ccos. 2%) sin.u 
wenn man nun U, — U jegt, jo muß X sin. ? — 1/, Qcos.2y — 0 
und daher 





sin. 2 — F c08.2 vV, d. i.: 
| _QU _ BB „ 
tang. 2 = 5, fein. 
Auch folgt hiernad) 
U nn u a Fun; Toithe 
Vo?+4X? V(S2)?+(2Xe)? 


ee u 
VQ?+4x: Vis?+(2Xe)' 
und endlich der gejuchte Marimalwerth der Schubfraft U: 
2 2 1 2 . — 
Un = re — Ve 0)? + — (2) 1 x. 
In der neutralen Are ift O— O, daher U, — X,, und tang. 2 Y— 0, 
d. i. 2 — 0 und 180°, oder Y — 0 und 90°; für die entferntejte Faſer 





ift Dagegen X—0, und z—e, daher U,, — Q — B und fang. 2yv = m, 


2 2 

alfo 2y — 90° ınd Yy — 45 Grad. 
Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Safer gegangen, ändern 
ſich folglicd) die Neigungswinfel für die Marimalfpannungen allmälig von 
0 und 90 Grad in ſolche von 45 Grad um, und geht die Marimaljpannung all- 


mälig aus X, in > über, 


Damit diefe Spannung nicht größer als die nad) der Formel S — a 
zu beredjnende und dem Tragmodul 7’ gleichzufegende Arenjpannung 8 
ausfalle, muß folglidy X, höchſtens — S, oder vielmehr 

Z ze 2 — 








Setzt man ebenſo n V — X sin.2y + . (1 — cos. 2 v), v + u 
ſtatt Y ein und nimmt auch wieder cos. u — 1 an, jo erhält man: 
Vı =X (sin. 2 Y cos. u + 008.2 Yy sin. u) + 20 — (08.2 % cos. u 
+ sin.2 Yy sin.u) = Xsin.2 Yy + 20 — cos.2V) 
+ (X c08.2Y + © sin. 2 v) sin.u, 


al" 
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und damit nun Y auf ein Marimum oder Minimum von V führe, muß 
NV, =I,, alfo X cos.2y + 8 sin.2 BE: 





2X 2Xe . 
tang.2 Yy — — ——— ſowie 
— 


Das entſprechende Minimum von V ift 


eat rzzr sc JURE — 





_dE Sz\? 
2r (&) aa 
und dagegen das des Marimum: ; 
m ,9/ Q ,Veyız 
5. —5 — — ——7— Br 1 — 7r — — — vo * 


u Ve) Hr 


Es iſt zu fordern, daß F, höchſtens gleich dem ITragmodul 7 gleich alfo 
X 14 Se\?, _ Ei * 
= 4V(e (2) + X2<T ſei. 


In der neutralen Are ift Q@ — 0, daher tang.2y = — », alio 
2y = 270°, und d — 135 oder 45 Grad, und 9, — — X,, dagegen 
Ya — + Xo; in ber entfernteften Faſer ift dagegen X — 0, nd Q—S, 
daher tang. 2% — 0, aljo 2% — 0 oder 180%, und a — 0 oder 90°; 
und 9, — 0, dagegen 9. — 58. Bei den gewöhnlichen Balfen oder Trä- 


gern wächſt aljo die Marimalfpannung V,„ allmälig von X, — en bis 
Pre j —— 
—— — während man von der neutralen Axe aus allmälig bis zur 


äußerſten Faſer fortſchreitet. 


— bh> 
Fir einen parallelepipedifchen Balken it Z(Fr) — —— J 
l 
bo — b und e — — daher find die Grenzwerthe X, — F — und 


= allgemein ift aber 


6Px 
— 
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RT. 


il‘ hr ar 
bh3 =) 2: | und dm °® 
daher: 
6 Pxz a 6P\? & 
I Dh Saul, u) +) Zr |)’ - =] 5) - a] 
= Sue + Vem + (E)’- 2) | Ben 
— ler Vz? + (3/,)?R?]|, und für & — 0, 





9P 
| RE —- Bor’ 1: 3..W. 


Iſt ein folder Balfen AB, ig. 426, an einem Ende B eingemauert, 
jo laſſen ſich die Richtungen der größten und Fleinjten Normalträfte 9, und 
Fig. 426. V, durch zwei Linienſyſten. darftellen, 
welche die neutrale Are unter 45 Grad 
und die Endfafern ſowie auch ſich ſelbſt 
unter 90 Grad ſchneiden. Die Curven, 
welche unten concav ſind, entſprechen den 
Zug, dagegen diejenigen, welche oben 
concad find, den Drudfräften. Die 
fteileren Enden einer jeden Curve ent: 
Iprehen den Minimal-, dagegen die 
flacheren Enden den Marimalkräften. An den Enden bei D und D, find 
diefe Spannkräfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden U und C, 
den allergrößten Werth haben. 
Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. $, 261 
Die Tragfähigkeit eines Balfens fordert nicht allein, daß die Spannung 
. Pre, F — PAæ) 
S= 77 in der äußersten Hafer, jondern auch, daß die Schubfraft X, — J. 
in der neutralen Are den Tragmodul 7 nicht übertreffe. Welche Momente in den 
gewöhnlich vorfommenden Fällen ftatt Px in dem Ausdrude fir S einzufegen 
find, ift im vorigen Capitel vielfac) gezeigt worden; es bleibt daher nur noch 
anzugeben ütbrig, welche Kraftwerthe man in den gewöhnlid, vorfommenden 
Fällen ftatt P im Ausdrude fir X, einzuführen hat. 

Wenn der Balken an einem Ende feftgehalten und am anderen Ende von 
P2(Fe) 
b, W 
feine unmittelbare Anwendung; trägt aber der Balken außerdem eine gleid)- 
mäßig vertheilte Laft, welche pro Yängeneinheit die Größe q hat, jo ift in 











einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, — 
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diefem Ausdrude ftatt P, P 4 gr, und insbefondere P + 41 einzufegen, 
wenn es darauf ankommt, den größten Werth von X, zu beftimmen. Yiegt 
dagegen der Balken an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abjtänden 7, 
mb I, = : — von den Stützpunkten eine Yalt P, fo ift fir das eine 


Saltenftic — P, und fiir das andere * P ftatt P in die Formel für N, 
zu fegen, um die Schubfraft im der — Axe zu finden. Iſt dagegen 
dieſer Balken mit y7 gleichmäßig belaſtet, jo trägt jede Stüge — a und e8 tft 
die Schubfraft P des ganzen Balfenquerfchnittes an einer Er, welche um 
z von einem Stitgpunfte abweicht, P — q € — 2)- Diefelbe fällt in 


! 
der Mitte, wo x — zn, Null aus, wird nad) dem Ende immer größer 


und größer, und ift an den Stitgpunften, P— 9 


Trägt der an beiden Enden frei aufliegende Balken nur theilweiſe eine gleich— 
mäßig vertheilte Laſt, welche den Theil e feiner Yänge einnimmt, während der zweite 
Theil 7 —c unbelaftet bleibt, jo trägt der Stitgpunft des erften Theiles von der 


2 

ganzen Laft ge den Theil ge ( l— 5) und der des zweiten den Theil 5. 

und es iſt die verticale Schubkraft in dem Abftande x vom erſten —— 
P=ge(1-$ — ge = al 5-2) 

Diefelbe hat fir 2 — c, die Größe — 12, welche fie aud) in den Abftänden 


x > c behält. Bededt die Laſt gerade die eine Balkenhälfte, ift alſo ce — 
hat man 
u a  _ — gl 
P=,(* x), aljo für x — — — 


Wenn endlich der Balken AB, Fig. 427, eine auf die ganze Yänge 7 dei- 
Fig. 4927. jelben gleichmäßig vertheilte Laſt 
pl und eine auf die Yänge A C 
— ec gleihmäßig vertheilte Laſt 
rc gleichzeitig trägt, ſo ſind die 
Drüde : den Stiigpunften: 


! 
7 ſo 


Rn 2% + +9(e- 5 





l 
und R, — = 1 und es 
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folgt die verticale Schubkraft im Abftande AO — x vom Stüßpunfte A: 


_ pl ne | 
P=7 tale =) pP + de. 


’ I Zu 
Diefelbe nimmt für 2 —c den Werth » ( — e) — * an und fällt in 
Abſtänden x > c, 


pi 
+ + pam, 


Die verticale Schubfraft P = p (= — e) — * in C iſt = Null 


2 F 
für ce? + er iec= Ps, d. i. 
q q 


} 2 
— V@) + al 
g q 9 
Iſt überhaupt an einer Stelle des Ballens die Schubkraft P= R— qx 
jo hat man das Biegungsmoment dafelbft: 


En qaz? _qxz[(2R 
“=b2:- =, (#2): 


Daffelbe ift aber fir æ — == — —— m ein Maximum, wo- 


bei P= 0 ausfällt; e8 nimmt aljo das Viegungsmoment eines Trägers an 
derjelben Stelle den Marimalwerth an, wo die verticale Schubkraft — Null ift, 
und es giebt daher im er Falle c diejenige nn. der Belaftung ge an, 


bei welcher dag Moment 5 + a(e — — Ne — ———— zu 
pP +ge 
2 


Marimum, und zwar — wird. 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung bei Brüdenträgern, wo dann ye 
die Größe der mobilen Laft bezeichnet. 
Die Schubtraft x, — FEN 

bo W 

gleihem Widerftande zu berücfichtigen, welche nad) dem Obigen ($. 253) 
ohne Rückſicht auf diefe Schubfraft an manchen Stellen einen unendlich Heinen 
Querſchnitt erhalten könnten. 3. B. bei dem parabolifchen Träger in Fig. 406, 


1 
ner En und daher der nöthige Querſchnitt an jedem 


Ende: F) = by ho = 3/; 2, 


ift befonders noch bei Körpern von 


wo 7 den Tragmoduldes Abſchiebens bezeichnet. 


Einfluss der Schub-Elasticität auf die Gestalt der elastischen $. 


Linie. &8 ift nun noch zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub-Elaſti— 


26: 
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cität auf die elaftifche Linie oder die Geftalt der neutralen Are eines be- 
lafteten Balfens AB, Fig. 428, hat. Nach der Formel P= ı FC, wo 
C den Modul der Schub-Elafticität und F den Querſchnitt des Balkens be- 
zeichnet, ift die durch die Schubfraft hervorgebrachte Neigung des Balkens 

Fig. 428. 


— — a, und daher die entiprechende 
| j Senkung des Balfenendes A,, bei der Länge A, B 


le = 1 des Ballens: 
1.2. Xl _PIE(Fo) 
AA, =ıl = C = », W6 

Hierzu fommt num nod) die Senfung A, A — as, 


welche aus der Biegung des Balkens hervorgeht, und welche nad) $. 217 die Größe 





=. E hat; e8 ift daher die ganze Senfung oder Durchbiegung des Bal- 


tens: 
PL(Z(iF) , ® 
wW\»C 3E 

3 
Für den parallelepipedifchen Balken ift u —= b, & (Fr) — * und 


W= 2 ‚ daher 


4 PU Eh 
= mE E t’7s7G ae ) 
oder — — 3 angenommen: 


C 
Tril + (5); 


2.2 fri= 10h, folgt a = 1,01125- 


BC=4,A=-ı ua Tu = 


4 P13 
bWE' 
fen nur 10 mal fo lang als did ift, fo ift feine Senkung am bela- 
fteten Ende in Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die 
Biegung jo klein, daß fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelaffen werden 
kann. 

Um die Elafticitätsmodel eines Balfens AB zu ermitteln, belaftet man 
denfelben ein Mal durch ein kleineres Gewicht P im größeren Abftande 7, 
und ein anderes Mal durch ein größeres Gewicht P, im Fleineren Abjtande 


wenn alfo der Bal- 


I, vom Stügpumfte B, und beobachtet die entſprechenden Bogenhöhen a und 


a, der Länge 1 des Balkens. Es ift dann 
PIE(F2), pP» 


bb, WC 3WE" * 


a = 
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„„PlZ@9), Di Pla 
TU dbWC 3WE 2WE — 

Um © zu eliminiven, dividiren wir die erfte Gleichung durch P und die zweite 


durd) P, , und fubtrahiven dann beide Gleichungen von einander. Es folgt 
auf diefe Weife 


« a _ 1 [(E—l Yil-—l) un ar A 
ee RR WESER 2 WE 3.9) 
und daher der Clafticitätsmodul der Zug- und Drudtraft: 
EEE... DE > ED, 
(aPı —a,P) W \3 2 6/ 


Mit Hilfe dieies Ausdrudes und der Formel für a beftimmt ſich num der 
Clafticitätsmodul der Schubfraft durd) die Formel: 


Pl 32(Fe)E 


Drehungselastieität. Bei der Theorie der Drehung oder Torfion $. 262 
eines Körpers (f. $. 202), können wir wieder den Fall, daß ein Körper 
HCDL, dig. 429, an einem Ende feftgeflemmt ift, zu Grunde legen, 

Fig. 4299. müſſen aber, um feine zufam= 
mengejegte Formveränderung zu 
erhalten, annehmen, daß er am 
freien Ende von einem Kräfte 
paare (P, — P) ergriffen werde, 
defien Ebene AH B mit der 
Umdrehungsebene der Are CD 
zufammenfält. Denfen wir 
und den Körper wieder aus 
lauter Pängenfafern, wie 3. 2. 
HK zujanmengefegt, und neh- 
men wir an, daß in Folge der 
Torſion diefe Faſern eine ſchrau⸗ 
benförmige Lage annehmen, 
wobei z. B. HK in die Lage 
LK fommt, und die ganze Endfläche eine Drehung um den Winfel ZCL 
— « erleidet. Wenn hierbei die Faferftüde ZT Kı, Ih K, u. ſ. w. 
von der Yänge Ein® umd den uerfchnitten A}, F, u. f. w., bie 
ſeitlichen Verſchiebungen H, L, — 61, H, Is — 6, u. f. w. erleiden, fo 
laſſen ſich bei dem Elaſticitätsmodul C, die entfprechenden Schubfräfte 
Ss — 6 FLC, S. — 6 FO u. ſ. w. ſetzen. Iſt nun noch der ent— 
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Iprechende Torfionswinfel HA, OL, —= H, OL, — 9, und find die Ent 
fernungen diefer Fafern von der Are CD des Körpers, OH, =: 
OH; — z,, fo hat man 6, — 92. & — P2;,..., daher die Kräfte 
5, — 9— CF, 21; 5 — = 9 C re ZEReR und deren Sonne 

Sı21 =9CFe}, S.e = PCRe}... 

Die ſämmtlichen Kräfte S,, S>... eines Querſchnittes H, OL, halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, — P) das Gleichgewicht; ift Folglich 
«a der Hebelarm AB diefes Paares, alfo Pa das Moment deflelben, ſo 
hat man zu feßen: 

Pa — Mer +9, +: :-=9pCH, ı +t9CRst 

=oC(FRz2+F:’+---). 

Bezeichnet man nod) das geometrifche Maß FL 2? + Paz? + - + des 
Torfionsmomentes durch W, jo hat man folgid Pa—=pPCW. 

Nun ift aber der Torfionswinfel fir die ganze Körperlänge CD = |, 
«@ — @Ts daher läßt ſich auch fegen: 


1) Pa=*- 





W oder Pal=aCW, 


und der Torfionswinfel 


Pal 
cw 

Man fann in Uebereinftimmung mit dem Früheren ($. 215), W U dt 
Drehungsmoment, und folglih W das Maß des Drehungsmomen: 
tes nennen, und hiernad, behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der. Torfionswinfel und wie das Torſions- oder Drehung®: 
moment und umgefehrt wie die Länge des Körpers wädlt. 


Das Arbeitsguantum, welches die Torfion um den Winkel « erforder, 
läßt fich, da der Weg der entjprechenden Kraft P, «a ift, 
a$  „_@We Mail 
2 02000921 ° 2WC 
jegen. Diefe Formeln gelten zumächft nur fir prismatifche Körper, ba 


2) a= 





I 
Körpern von anderen Formeln muß man jtatt W einen mittleren Werth in 


diefelben einfegen. 


$. 263  Torsionsmomente. Das Maß W= Fre? +Fy2} + --- des Tee 


hungsmomentes läßt fid) nad) einer in $. 225 entwidelten Regel aus dem Maße 
des Biegungsmomentes für denſelben Querſchnitt leicht ermitteln. Iſt nämlich 
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W, das Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 430, in Hinficht auf eine Are 
X X, und W das Biegungsmaß in Hinficht auf eine Are YY, welche winkelrecht 
Fig. 430. gegen die erfte fteht, jo hat man 
das Maß des Drehungsmomentes 
in Hinfiht auf den Durchſchnitt 
zwifchen beiden Aren: 
ww == W, + W;. 

Für einen quadratifchen 
Schaft oder eine Welle mit qua= 
dratiſchem Querſchnitte ABDE, 
Fig. 431, iſt, wenn b die Seite 

AB=DE 
dejielben bezeichnet, nad} $. 226, 
das Maß des Biegungsmomentes 
in Hinſicht auf jede der Aren 
XXım YY: 
bb’ bt 
W=W= 2 — 73 
folglich das Maß des Torſionsmomentes: 
4 4 
F=-N+M=15=7 
und das Kraftmoment: 


! 4! !hi 
— — —— 








I 61 
Fur einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitt (bA) wäre dagegen 
abh( +hY)C 

I 


abh (b2 -H Rh?) c 
121 = 
Fig. 431. 


Pı = 0,0833 





Für eine cylindrifche Welle mit freisförmigem Querfchnitte AB, 
Fig. 432, ift, wenn der Halbmeffer CA deflelben — r mift, das Maß 
des Biegungsmomentes in Hinficht auf eine Are X X oder 7 Y (nad 
$. 231): 
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4 
wW=-W= —. 
daher das Maß des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Arpunft C: 


4 
V=-23W=--- 


Wirkt folglich) das Umdrehungsfräftepaar (P, — P) an einem Arme 
HK — a, oder jeder der beiden Componenten defielben an einem Arme 


CH=(CK= * ſo ift: 











W“ rt 7 10 
Pa=- - C = 1,5708 -. a 


Dt die Welle hohl, umd find ihre Halbmeffer r, und r,, fo gilt natür- 
lich die Formel: 
Pa — rn) none 


21 I 


In der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, Fig. 432, durch zwei 
fid) das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), (@, — Q) heivor- 
gebracht, und deshalb ift ftatt 7 nicht die ganze Yänge der Welle, jondern nur 
der Abjtand CM zwiichen den Ebenen, in welchen beide Paare wirken, in die 
Formel einzuführen; es fann itbrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
Torfionsmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Mo— 
mente des Kräftepaares (C, — Q) gleichlegt. Bezeichnet man den Hebelarm 
HK des Paares (P, — P) durd) a, und den Hebelarm N O des Paares 
(9, — Q) durd) db, fo hat mau aljo 


— u 


— 1,5708 « 


a WE 
l 





zu ſetzen. 

Die vorftehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von ebenen Flächen 
begrenzt werden, von der Wahrheit etwas abweichende Torfionsmomente, weil 
bei ihrer Entwidelung vorausgeſetzt worden ift, daß die Endflächen des Pris- 
mas, welches eine Torjion erleidet, bei der Torjion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirklichkeit windfchief ausfallen. Nach den Unterfucdhungen von 
Saint-Penant, Wertheim u. f. w. (fiehe Comptes rendus des seances 
de l’acad&mie des sciences à Paris, T. 24 und T. 27, ſowie I’Ingenieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutjc im Givilingenieur, 4. Bd., 1858) ift fiir einen 
quadratifcden Schaft: 
abi abt() 

gg 0,1402 — 


wobei b die Seitenlänge des quadratiſchen Querſchnittes bezeichnet. 





Pa = 0,841 


$. 263.] Die Wirkung der Schub- Glafticität ıc. 493 


Bei Körpern, deren Querſchnittsdimenſionen ſehr von einander abweichen, 
fallen die Abweichungen größer aus. 3. B. für ein Parallelepiped, deiien 
Höhe Ah von feiner Breite b vielfach übertroffen wird, find die Abweichungen 
noch weit größer. 

Für einen prismatifchen Körper mit vectangulärem Querjchnitte von der 
Breite b und Höhe h hat man 


bh’ hb* ee bh(b? + Ah?) 


vweWw + Mm = 4 — — —, daher 


12 12 12 
_aWC _abh(b? +) C 


abt( 

61 
einen Gorrectionscoefjicienten erfordert, jo it zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflächen eine noch grö- 
Bere windfchiefe Verdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforderliche 
Genauigkeit gewährt. In der That findet man durch die höhere Analyſis bei 
Berüdfichtigung der windſchiefen VBerdrehung : 

— ah?b3C 
3(b? + AT 
umd es iſt nad) den neueren Verfuchen von Werthheim, der erforderliche 
GSorrectionscoefficient im Mittel — 0,903, alfo 
ah?b3C ah?b3C 


- ausfällt, fchon 





Wenn nun diefe Formel für A — b, wo Pa — 





Pa= 0,903 3 (b2 J h2) 1 = 0,301 (0? En) 1 
zu jegen. 
Iſt b ſehr klein gegen A, fo folgt dann 
3 
Pa — 0,301 c 
ar 


Giebt man den Torfionswinkel in Graden an, jegt man alfo « — 
— 0,017453 «® fo erhält man 
1) für prismatifche Balken oder Wellen mit freisförmigem Quer- 
jchnitte vom Durchmeſſer d — 2r, 
anr* ac d* aa?rt &, rn? d* 
I en. 100 3a © 
— 1571l1artC = 0,0982 «dt C = 0,02742 a rt C 
— 0,001714 40 d4 C, und 
2) für prismatijche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratiſchem 
Querſchnitte von der Seitenlänge b, ohne Rüdficht auf den Correctionss 


coefficienten: 


1800 


Pal= 
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abtl abi 
— — 36 il — — — — vH, 
Pal - 0,1667 a bt C — 0,00291 «® b 
Umgefehrt ijt 
Pal Pal Pal ; 
a — 0,637 ie — 10,18 —— MC * 6 mo’ ſowie 
— — Pal | Pal 
& 364 — 7 — 583 — A MC — 344 MC . 


Die Werthe fiir C find aus der Tabelle III. in $. 213 zu entnehmen. 
Hiernad) ift z. B.: 

1) Fir Gußeifen: C = 2700000 Pfund, daher 
Pal = 74000 a’ rt — 4630 a dt — 7860 a? bt und 


al 
« — 0,00001348° n- — 0,0002161? — 


al 





— 0,0001274° 


2) Für Schmiedeeifen: C — 8’600000 Pfund, daher 
Pal = 235800 «a' rt — 14740 « dt — 25000 a® bt und 
Pal 5 Pal — Pal 
4 dA ' h* 











3) Für Holz: C — 570000 Pfund, daher 
Pal — 15630 a®r! —= 977 a! dt — 1654 a® bt und 
l 
«° — 0,00006399 en — 0,001023° = — zal,, 








Beifpiele. 1) Welches Umdrehungsmoment fann ein quadratiicher Schaft aus 
Scmiedeeifen von 10 Fuß Länge und 5 Zoll Stärke aufnehmen, ohne eine Torfion 
über /, Grad zu erleiden ? Ge ift er biefer Tabelle: 

4 . 
Pa = 2500.Y, - 1 15 = — 2500. Zr = 32550 Zellpfund = 2713 Fußpfund. 

2) Welche Torfion erleidet eine hohle — Melle von der Länge 7 — 100 
Zoll und den Halbmeflern r, = 6 Zoll und r, — 4 Zoll, durd ein Kraftmoment 
Pa = 10000 Fußpfund? Ge ift hier: 


Pa — 74000 a (ri! — 75) 
l 7 
folglich: 
* Pal 10000 . 12. 100 


— 74000 (rn — 74000 (6° + 4%) (6° — 4°) 
12000 = n 
= 7 Ban” u Grad — 9,35 Min. — 9 Min. 21 Ser. 


8. 264 Drehungsfestigkeit. Iſt bei einem durd) ein Kräftepaar (P, — P) 
verdrehten Prisma CKL, Fig. 433, die Schubfraft pro Flächneinheit ein 
einem beftimmten Abftande e von der Are CD, — S, jo hat man bie 
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Schubfraft in einem anderen Abftande :,, er S, fowie deren Moment 


Fig. 433. 


2 
z . 
— 8, und bei dem Duers 


ſchnitte Fi, 
2 
May_ 3 Fe}, 
Ce e 
und ebenfo jind die Momente 
dev Scubfräfte für andere 
Querſchnittselemente Fy, F}..., 
welche um z,, 23 ... von ber 


Are CD abftehen, SF: £, 





* zu. ſ. w., und es folgt 


das ganze Drehungsmoment 
des Körpers: 
Ss 


Pa= Fa ti — —— — + +... 


- (atmet. — 


11 Pu N oder Pae — SW, fowie — — 

Führt man nun für S den Tragmodul 7 * Schubfeſtigkeit und für 
e den größten Abſtand der Querſchnittselemente von der neutralen Are ein, 
jo erhält man in der Formel 

2) Pae— TW eine Öleihung zur Beitimmung der Querſchnitts— 
dimenfionen, bei welchen der Körper nirgends bis über die Elafticitätsgrenze 
hinaus gefpannt oder verfchoben wird. Und ebenfo erhält durch diefe Formel 
das Kraftinoment P, a, bei weldyem der Körper abgewürgt wird, wenn man 
ftatt S den Feſtigkeitsmodul K der Schubfraft einfegt; es ift 


3) Ma— lt. 


Für eine maffive cylindrijche — vom Durchmeſſer d = 2r ift 
W art 





— — — —— daher 
37 d 
Pa=— — zer _ — 0,1963 > T, fowie 


4 3 
p, a = dſs 


— 3 
5 81963 43 K. 





496 | Vierter Abfehnitt. Drittes Gapitel. [$. 264. 
Iſt eine Hohle cylindrifche Welle von den Durchmeſſern dı = 2rı 
und d, — 2r,, wo 


W 1— rl 
_ —* ae) ift, hat man dagegen 


e 2rı 
Bid) _d- NM, _FÜtN, 
a (d?2 — d? 
wobei F — — den Querſchnitt des Körpers bezeichnet. 


4 


Fir einen prismatiſchen Körper mit quadratiſchem Querſchnitte, 
deſſen Seitenlänge — b ift, hat man 


4 — 
V ⸗ * und e — 1,bV2 — bV'!/,, daher 





3 
I u et enger 
e s6Vı, Vs 3V2 
6 
Wenn man in der Grundformel Pa — PC W aus $. 262,  — = 
_ tung. ö 
einjegt, wobei e die Entfernung der entfernteften Faſer von der 
Umbrehungsare CD, jo wie d den Winkel 7 KL bezeichnet, um welchen 
diefe Faſer bei der Torjion aus ihrer urjprünglichen Yage verrlidt wird, fo 
erhält man 
Pae — C Wtang.Öö; nun ift aber aud) 
Pae = SW, baher folgt 
S — Ctang.d, und e8 ergiebt ſich 
F 
7 — Ctang. ô, ſowie tang.d — 5* 
wenn Ö den Verſchiebungswinkel bezeichnet, wobei die Spannung des 
Körpers die Grenze der Elafticität erreicht hat. 
Die mechaniſche Arbeit, welche erfordert wird, um die Welle nad) und 
nad, bis um den Winkel & zu verdrehen, ift nad) $. 262, 





= 7, 5 und läßt ſich daher, wenn man Pa — Au einführt, auch 
Ss? WC 
2 Tas jegen, wobei natürlich S die Marimaljpannung bezeichnet. 


Bei der —— iſt 8— T, und es folgt daher auch die Arbeit, 
welche aufzumwenden ift, um den Körper bis zur Grenze der Elafticität zu 
Ipannen : 
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Für einen prismatifchen Körper mit Freisrundem Querſchnitt iſt 
ar! 





w= — und e — r, daher: 
T? ar?l T? 
Pe a de 
dagegen für einen ſolchen mit quadratifchen ae 
we F und ⸗2 — — , daher: 
6 
72 b#l * T? 
a TE Ts Ta Te Tr 
T? 607 oT 
Nun iſt aber 575 "7 der Arbeitsmodul A der 


Elafticitätsgrenze, daher hat man für den Cylinder: 4 —= 1/, AV, und 
für das Parallelepipd: L —= \/, AV. 

Es iſt alfo in beiden Fällen diefer Arbeitsaufwand nur dem Bolumen 
V des Körpers proportional (vergl. $. 206 und $. 235). 

Jedenfalls läßt ſich auch die Arbeit zum Abdrehen oder Abwürgen 
L=Y,BV und '/;BV feßen, wenn B den Arbeitsmodul des 
Abmwürgens bezeichnet. 

Nimmt man mit Herrn General Morin für alle Stofie 


7 — tang.d = 0,000667, 


alfo den Berfchiebungswinfel d — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man für 
Gußeijen: 
T = 200000 . 0,000667 — 134 Kilogr. — 1833 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfiichen Maßes: 
Pa — 26,3 d? — 31,6 b3 Kilogr.-Lentimeter, 
dagegen bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa — 360 d? — 432 b3 Zollpfund. 
Unter derfelben Bedingung erhält man fir Schmiedeeijen: 
T — 630000 ..0,000667 — 420 Kilogr. = 5746 Pfund; 
daher bei Anwendung des franzöfiichen Maßes: 
Pa — 82,4 d3 — 99,2 b3 Kilogr.-Eentimeter, 
und bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa — 1128 d3 — 1357 b3 Zollpfund. 
Für Holz erhält man unter denfelben Bedingungen im Mittel: 
T —= 41650. 0,000667 — 27,8 Kilogr. — 380 Pfund, 
daher bei Anwendung des franz. Maßes: 
Pa = 5,46 d? — 6,55 b? Kilogr.-Eentimeter, 
und beim Gebraud) des preuß. Maßes: 
Pa = 74,6. d? — 89,6 b? Zollpfund. 
Weisbah's Lehrbuch der Medanif. I. 32 
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Die Eoefficienten diefer Formeln gelten nur für ruhende Körper und gan; 
langfam und ſauft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt alfo die Coefficienten nur halb fo groß an; für 
jchnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfadhe, und bei ſehr raſchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen tft man fogar genöthigt, eine acht: 
mal größere Sicherheit zu geben. 


Beifpiele. 1) Die gußeiferne Welle einer Turbine übt am Umfange eines 
auf ihr fitenden Zahnrades von 6 Zoll Halbmefler eine Kraft von 4000 Pfund 
aus, welde Die muß man derfelben geben? Gs it bier das Kraftmoment Pa 
— 4000.6 = 24000 Zollpfund, und folglich der Durchmeſſer der Welle, wenn 


wirPa= as fegen, 


3 
d= an — Y%%, — 5,11 Boll. 

Iſt der Abſtand des gedachten Zahnrades von dem Wafferrade, 2 — 48 Zell, ſe 

hat man nad dem vorigen Baragraphen, den Torfionswinfel: 
24000 . 48 j 
0,0002161° - — = 0,3650 — 21,9 Minuten. 

2) Bei einer vierfantigen Welle aus Fichtenholz wirft die Kraft P = 600 
Pfund an einem Hebelarme a — 15 Fuß — 180 Zoll, während die Lat Q un 
einem Hebelarme von 2 Fuß in einer nach der Arenrichtung gemeflenen Entfernung 
I = 6 Fuß — 72 Zoll zieht, wie dick ift diefe Welle zu machen und wie groß if 
die Verdrehung derfelben ? 

Es ift, wenn man 4fache Sicherheit giebt, 


Pa = 60.180 = 108000 — 


daher die gefuchte Seite: 


yenm 
b= 6 — 16,9 Zoll, 


89,6 6* 
4 ’ 





und die Verbrehung: 


« = 0,000604 . 


do 7 0,0576 Grad — 31/, Min. 


Biertes Capitel. 


Die Tragkraft langer Säulen oder die Feftigkeit des 
Zerknickens. 


265 Tragkraft einer an einem Ende festgehaltenen Säule. Wird 
ein prismatifcher Körper A B(T.), Fig. 434, an einem Ende B feftgehalten, undam 
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anderen Ende A von einer Kraft P ergriffen, welche in der Nichtung der 
Yängenare des Körpers wirft, fo ftellen ſich die Biegungsverhältniffe ganz 


Fig. 434. 
I II 





anders heraus, als wenn diefe Kraft, wie wir im Dbigen ($. 214 u. f. w.) 
gefunden haben, winfelrecht zu diefer Are wirft. Die neutrale Arc 
AB (GI.) nimmt in diefem Falle eine andere Geftalt an, weil der Hebelarm 
der Kraft P nicht durch die Abſciſſe AM — x, fondern durd) die Ordinate 
MO — y gebildet wird, aljo dad Moment M berfelben nit Px, fondern 
Py ift. Dan hat folglich, hier den Krümmungshalbmefier OK — r, durch 
den Ausdrud 
__ WE 


— —— 
— — 


Py 
zu beftimmen, während er nad) $.215, für eine rechtwinfelige Biegungsfraft : 
WE 
= 7,4 fegen ift. 

Im Befeftigungspunfte B geht y in die Bogenhöhe BC = «a liber, und 
ift der Krlmmungshalbmefler r — un 
jelbft am größten, wogegen im Angriffspunfte A, wo y — 0 ift, ber 
Krümmungshalbmeſſer unendlich groß, alfo die Krümmung Null ausfällt. 

Bezeichnet man das Bogenmaß des Krummungswinkels O KO, vom Bo- 








am EHeinften, aljo die Krimmung 


Ö 
genelemente OO, — 06, durch Ö, fo hat man für dajjelbe r — 5 und da- 


her Pyo = WEÖ; und ift 40 der Neigungswintel OO, N deſſelben 
gegen die Are AC, fo läßt fid; da8 Drdinatenelement NO — v — 6ß, 
daher 
Pyv = WEBD, und ebenfo 
P2Z(yv) = WEZ(ßBD) jegen. 
32° 
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Um für den Bogen AO die Summe Z(yv) zu beftimmen, jege man 
für y nad) und nad) v, 2v, 3v... nv in derjelben ein. Es folgt dann 
2» 2? 
Elyv)—v&ly)—=v(v + 2v+3V +. tnvV)— 1 — . 
oder da nv — MO — y iſt, 
Z(yv) -E, und P&(yv) — 1, Py®. 
Um ebenfo S( 6) zu finden, jegen wir für 8 nach und nad) die Werthe 
B,B+8,B+25...8+nd, und vollziehen die Summation wie folgt: 
ZB)=-IER) IB HB HöHB +2 +. ++ nd) 
—Öö[nß H+(1+2+3+-- N 
—5(nB RB )—ne(d+l — 
It der Neigungswinkel in A, — a, fo = ih auch BHnd— a 
fegen, und es folgt: 
2 (Pd) — 


fowie 





—!/(a—P) (a + PB) sta? —P?), 


WEZ(ß8)—=!/, WE (a? — ß?), und endlich 
Py’ —= WE(«a? — ß?). 
Für den Endpunft B ift y — a ımd 6 — 0, daher 
Pa? — W Eat, und 
P (a? — „= — WEBP?, woraus der Tangentenwinfel 


4* — folgt. 


Aus 4 und dem Ordinatenelemente NO — v folgt das Abſeiſſenelement 
— | WE __w Var 
Ba el u a F@_y) Very D , oder 


V 5 J 

— vo 

Wenn man mit der Hypotenuſe OB — a des rechtwinfeligen Dreiedes 
Fig. 435. BCD, dig. 435, deſſen Katheten BD y 

und CD — Va? — y? find, den Bogen AB 


bejchreibt, fo gilt fiir dag Element BO — % 
dejjelben die Proportion: 





BO _ CB — a 
n BN CD’ u Va?— y?’ 





es folgt daher 
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UV 


U 
— — — und 
a? — y a 


F v 
VW ==, fowie auch 


1 


Yun ift aber S 6 d. i. die Summe aller Elemente von der Abſeiſſe AM, 
— x, und Z(yY), d. i. die Summe aller Elemente des Bogens AB, der 
Bogen AB jelbjt; daher hat man aud) 


P__DBg.AB _, ( — 
Dream * = 2) 
Es ift alfo die Abſeiſſe der elaftischen Yinie AB, in Fig. 434, II., 


WE ( y 
2) — . x . — 2. 
T arce. sin ) 


ſowie die Ordinate derſelben 


— 
3) y= asin. (zV/ W 5) 


Ste — AB= A0, die Pänge der Säule, jo hat man y = der 
Durchbiegung BC = a, daher 


Veen a 
u = a sin. (V =). d. 1. sin. (1 wE)J 7 I: 
P_ a 
_ 3 
\ WE *57 und die Biegungsfraft 


I (2) WE folgt. 


Da diefe Formel die Bogenhöhe a nicht enthält, fo ift anzunehmen, daß 
die durch fie beftimmte Kraft P bei jeder Biegung den Körper im Gleich: 
gewicht zu halten vermag. Dieſes eigenthitmliche Verhältniß hat feinen 
Grund darin, daß mit der Zunahme der Biegung nicht allein ein Wachen 
des Widerftandes, jondern aud) ein Wachjen des Hebelarmes a und folglicd) 
aud) des Kraftmomentes Pa verbunden ift. Hiernach ift alfo aud) die Kraft 
zum Abbrechen oder Zerfniden: 


P= 2 =) WE = 2,4674 —— = zu jeßen. 














wonad) 





. 5 ; Wr i — F n 2 a 
Anmerfung. Führt man le we) P=(ä) WE 


ein, jo erhält man folgende Gleichung der elaftiichen Linie für diefen Ball der 
Kraftwirkung: 
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y= asin. (57): 














0 


— * 


fo erhält man y = 














Wenn man alfo die Säule von ber einfachen Länge I beliebig verlängert, fo wirt 

2 
fie von der Kraft P= (7) WE nad) einer Ranfenlinie AB A, B, 4; .--, 
Fig. 436, gebogen, welche aus einer vielfahen Zufammenfegung eines und deſſelben 
fig. 436. 


Bogens AB befteht, in den Abftänden AA, AA, ... Di 
Are AX durchſchneidet, und in den Abftänden AC, AC,, 
AC, ... die größten Abfläne CB=+ta, C,Bi=-1« 
UB, =+ta ... von berjelben hat. 
. 266 : a 
Parallelepipedische und cylindrische Säu- 
len. Für eine parallelepipedifhe Säule, wo b di 
größere und . x Heinere Querjchnittsdimenfion ift, bat 


man W = — X $. 226), daher iſt die Kraft zum 


Zerfniden — 
x \?bW’E ‚bWE 
r=() 13 — 0,2056 — 

Es wächſt alſo die Feſtigkeit des Zerknickene 
eines Parallelepipedes direct wie die Breite b 
oder größere, und wie der Cubus (Ah?) der Dide 
oder fleinere DQuerfchnittsdimenfion A, ſowie 
umgefehrt wie das Quadrat (1?) der Fänge dei: 











felben. 
Für eine cylindrif ” San vom Halbineffer r oder Durdymefler d ift 
14 
w= m = — (. $. 231), daher hat man hier 
a\? art er r!E n® WE Tr 
r=() GER ms. 
— 0,1211 *. 


Es wächſt alſo die (rückwirkende) Feſtigkeit des Zerknickens 
einer cylindrifhen Säule direct wie das Biquadrat ihres Durch— 
meffers, und umgefehrt wie das Quadrat ihrer Fänge. 

Fir eine hohle Säule mit den Halbmeffern r und r,, oder den Durd) 
meſſern d und d, = ud hat man 
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p_et'-n)E_w(d'—M)E 
16 1? 256 12 
a? d'E d'F 
a —— — uf : 
= 5A - m) = 91211 (1 - u) 
Wird die Säule ABA, Fig. 437, am unteren Ende A, nicht feftgehal- 
ten, fondern nur aufgeftämmt, fo-biegt ſich ihre Are nad) einer ſymmetriſchen 
Gurve, wovon jede Hälfte BA und BA, die Öeftalt der Are einer an einem 
Ende feitgehaltenen Säule (Fig. 434) hat. Es findet deshalb auch hier die 





£ u. 
oben gejundene Formel ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darın 2 


ſtatt 7 etaführt, wofern natürlich 7 die ganze Yänge A A, der Säule bezeich- 
net. Es ift folglich hier die Tragkraft vier Mal fo groß als im erften Falle, 


und zwar 
a\? mb md 
P-(G)wEe-gp Eine 
Diefer Fall der Biegung tritt vorzüglich ein, wenn, wie Fig. 437 I. und 


Fig. 437 Fig. 438. 
1 m 





I. darftellt, die Säule an den Enden abgerundet oder um Bolzen drehbar 
ft. In dem legteran Zuftande der Biegung befindet ſich z. B. die Kurbel— 
fange einer Damsfmalchine u. |. w. 

Wird ferner eine Säule an beiden Enden feftgehalten, wie 3. B. BAB,, 
dig. 438 I. und IT. darftellt, fo wird die Are derfelben nad) einer Curve 
BACA, B,, ig. 438 II., mit zwei Wendepunften A und A, gebogen, 
worin die Biegung des erften oder Normalfalles vier Mal wiederholt ift. 


Setzt man deshalb in der Formel für den Normalfall e ftatt 7, fo erhält 
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man die Tragkraft einer folchen an beiden Enden feftgehaltenen Säule, d. i. 
2am\! „„. _mbW® ,_möd 
?=-(%) a 

Verſuchen von Hodgkinſon zufolge ift die Tragkraft der Säule in diefem 
Falle nur zwölfmal fo groß als im Normalfalle (Fig. 434), während fie 
den legten Formeln zufolge ſechszehnmal fo groß wäre. 

Diefer Fall der Biegung kommt vorzüglich auch noch bei der Rolben- 
ftange einer Dampfmafchine u. |. w. vor. 

Wenn endlic, eine Säule ABC, Fig. 439, an einem Ende B feitgehal- 
ten und am Ende verhindert wird, auszugleiten, To 
ift die Tragkraft P achtmal jo groß als in Normal- 
falle, aljo 

HE; z?bWE a3 dE 
I (5) WE= =. 

Die Kraft, welche nöthig ift, um ein Säule vom 
Duerjchnitte Fund dem Feftigkeitsmodul KA zu 
zerdritden, giebt nad) 8. 205 die eirfache Formel 
PS FEM 

Setzt man dieſe Kraft gleich der Kraft 


a\2__ 
r=($) WE 


‚ für das Zerknicken beim Normalfall, fo erhält man 
die Gleichung 


Fi: ie — F_x\/E 
w ur u ee 


Für eine cylindrifche Säule von der Dide d, wo — = In ift, folgt hier- 


nad) 
1 - Vz —— Va: 
d — 8 K — 0,3927 7 
Fir Gußeiſen ift — 16’400000 und K — 190000 Pfund, daher 


Rig. 439. 





F 
Ww 


/E — 
— — V 164 ==3.12B:; und - - 5. 


Fir Schmiedeeifen ift dagegen E — — und — 30000, 


daher 
E 
Van 927 V927 = 30,5 mb — 1 


Endlich ift fir Holz im Mittel 
E = 1’600000 und K = 6500, daher 


ID 
” 
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E I 
Ve V246 — 15,7 und = = 6 


Ift die Säule an beiden Enden frei, fo fallen die Werthe von - doppelt 


fo groß aus, als im PVorftehenden gefunden worden ift. 

Bei diefen Pängenverhältniffen ift alfo, wenn man in beiden Fällen einerlei 
Sicherheitsmaß vorausfegt, die Tragkraft de8 Zerknickens gleid) der des 
Zerdrüdens, und nur erſt bei längeren Säulen wird der Widerftand des - 
Zerfnidens von dem des Zerdrückens übertroffen, find alfo die Duerjchnitts- 
dimenfionen nach den im Obigen gefundenen Formeln für die Zerfnidungs- 
feftigfeit zu berechnen. 


Beifpiele 1) Für eine 12 Fuß lange und 11 Zoll dicke cylindriſche Säule 
aus Fichtenholz, welche an beiden Enden frei aufiteht, ift bei 1Ofacher Sicherheit, 
die Tragkraft 
Bere nis (2) .160000 — 77520 .0,7061 — 54800 Pfund 

64 2 10 — a 2. " 

2) Welche Stärfe muß eine ſolche Säule aus Gußeifen erhalten, damit fie bei 

einer Länge von 20 Fuß eine Laft von 100 Gentner tragen könne? Hier ift, wenn 


man ſtatt E, — 1’6410000 Pfund in Rechnung bringt, 





10 7 
— = Vena 64 PI® */640000 .240° __ 1'/240° 
n3, 1764000 31.1’640000 79,5 
240 _ 
Nach der EN ift 
4P 
ı=yV;sR 


alfo, wenn man jtatt rn — 10000 Pfund in Rechnung bringt, 


FE —— 4 2 
- 10000 = Y = = 17 7 118 Sell 
Wäre die Ränge “ Säule noch nidt 10.1,138 — 11,3 Zell, fo würde die er- 


forderliche Stärfe derfelben auch nur 1,18 Zoll betragen. 


d = 





Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Wenn eine Säule ($. ‘ 
AB, Fig. 440 (a. f. ©.), welche an einem Ende B feftgehalten wird, fo 
geformt ift, daß fie in allen Querfchnitten eine und diefelbe Spannung erlei- 
det, jo bildet fie einen Körper von gleihem Widerftande, wobei fie die 
möglich Hleinfte Menge an Material in Anspruch nimmt (f. $. 208 und 
S.253). „Jedenfalls ift der Duerfchnitt einer ſolchen Säule an der Befeſti— 
gungöftelle B am größten und nimmt nad) dem Ende A zu allmälig ab. 

Das Gefeg diefer Abnahme wird aus Folgendem hervorgehen. Bezeichnen 
wieder z und y die Koordinaten eines Punktes O in der Are der Säule, 
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ferner fei « der Tangentenwinfel MA O fiir diefen Punkt, W das Maß des 
Diegungsmomentes, z der Halbmeffer OO, der Säule an diefer Stelle, 
Big. 440, endlid) drüde S die conftante Spannung an dem 
äußerften Umfang A O, Bi, alfo aud) im Punkte Oı 
des Querſchnittes duch) O aus. Es ift 
8 — Mz P u 











—— (. $. 235), und 
M=Py= we — w ang. & 
r 0x 
(j. $. 218), daher folgt 
— ‚.Otang.a 08; 
— Ez — oder da fang. — ap ift, 
Soy = — Eeztang.« Otang.«. 


Da man aber für einen freisförmigen Duerfchnitt * — er hat (j.$.236), 
fo folgt 





4Py 
N — I SS — 
Py — = — ober = Sz' Py, daher 
3n 8 37 8° 
y=150 = 5r Zee 
y (2?) 1 p° O2, und Soy Ip 08 
jo daß fi num 
I ee iebt 
7 p5°°%° - ang. a Otang. « ergiebt. 
Durch Integration erhält man nun 
EL 5% 2? — Üonst. — tang. a‘, 


und daher, wenn man den Querjchnittshalbmefler in B, wo « — O ift, mit 
r bezeichnet, 


8? 
3 :” __. I 2, 
Ja DE (r 2?) = tang.«a?, oder 


= 2. 
tang. & 8 —— -Vr? — ⸗ 
_0y __, S 2? —. 
Sept man nun fang. « — a hr — = ‚ jo folgt 
3xE 2208 
— — Jñ— .g?, 
VE 793; Vr?: — 22, und 
3nE 2?0e 3nE u?du 
or = - — pr? tt —, 
4P Vr 2 4+P Yı — u 


Bi ; 
wenn man — mit wu bezeichnet. 
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Nun ift aber 


u? 1 — u? 1 
vw NW GW 


— — — 4 — daher folgt 
uꝰ 
— = — 


= — Yu VI — u: — u? + 1 Fer 
= — WuVı— u + /, arc. (sin. = u) 


(j. analyt. Hülfslehren, Art. 27 und 26). 











Hiernad) ergiebt ſich 
— \/3aE |, ( — ) | 
= a |rzare sin. = — — es; Vr — 2]. 
Für 2 —=liftz= r, ber Halbmeſſer des Querſchnittes an der Baſis, 
wobei urc, (sin. — 2) = are. LE — >, und 
r 


e Vr? — 2 — 0, ausfällt. Daher folgt 


— Var: Fr 
i= ar ep‘ und es ergiebt fid) die Tragkraft 


2 er (2) ri 
— 7 — 8 — — 
* 2) ir. au) 4 B 


d. i. drei Viertel der a einer cylindrifchen Säule vom Halbmeifer r 
(vergl. $. 265). Es ift folglich der Baſishalbmeſſer der Säule von gleichem 
Widerftande — V */,; — 1,075mal fo groß als der Halbmeſſer einer cylin— 
driſchen Säule von gleicher Länge und gleicher Tragkraft. 

Vergleicht man die Abſciſſe x mit der ganzen Säulenlänge 7, fo 
erhält man 


2 7 =] x 
ea = | are (sin.=r) — 2% — (+) = mal 
Inhalt eines Kreisfegmentes vom Halbmefler — 1 und der Schne — =. 





Wenn man daher = 7 als dent Inhalt eines Kreisfegmentes anfieht, fo 


fann man mittel dev Segmententafel (ſ. den Ingenieur, Seite 152) den ent- 
Iprechenden Gentriwintel ꝙ beftimmen, und hiernad) den einer gegebenen 


Abſeiſſe x entſprechenden Querſchnittshalbmeſſer z—r sin. Fr berechnen. 3. B. 
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— —1 
für æ, I, iſt == 0,3183, wonad) mittel8 der Segmenten- 
tafel, 9 — 93° 49’ folgt, und fi) der Querfchnittshalbmefjer in der Mitte 
der Säule: 
2 — r sin. 46° 50’ — 0,729 r ergiebt. 
Wegen der Drudfeftigkeit ift der Halbmefler des Duerfchnitts am Säulen— 


fopfe, 7, — \ zu machen; auch ift diefer Halbmeſſer noch an den: 


jenigen Stellen beizubehalten, wo die Zerfnidungsformel nod) Heinere Werthe 
für z giebt. 
Steht die Säule am Fuße wie Fig. 437 darftellt, frei auf, jo ijt natürs 


lich diefe Berechnung für eine Hälfte ( 5) derfelben durdyzuführen. Der 


größte Querjchnittshalbmefler r fällt dann in die Mitte und entipridjt der 
Formel P=*®’, GE — 





Hodgkinson’s Versuche. — Die Verſuche, welche in neueren Seiten 
Hodgkinfon über die (rückwirkende) Feitigfeit des Zerfnidens angeftellt hat 
(f. Barlow's Bericht in den Philosophical Transactions, 1840) beftätigen 
wenigftend eine angenäherte Nichtigkeit der im VBorftehenden entwickelten 
Formeln. Nach diefem Erperimentator ift die Formel 


7 — J 
r-(5)we-(5) (5) 


für prismatiſche Säulen mit kreisförmigen J quadratiſchen — 
wenn man darin fir E einen beſonderen Erfahrungswerth einſetzt, für Holz 
unbedingt richtig, dagegen für Schmiedeeifen nur dann genügend, wenn man 
ftatt dt, die Potenz d’’°, und für Gußeiſen ausreichend genau, wenn man 
ftatt d* und 1? die Potenzen 35 und 717 einführt. 

Die Hauptergebniffe der Hodgkinſon'ſchen Berfuhe mit prismatischen 
Säulen an freisförmigen und quadratifhen Querfchnitten enthält 
folgende Tabelle. Die in derfelben angegebenen Goefficienten beziehen jich 
auf den Fall, daß die Säulen an beiden Enden redhtwinfelig gegen 
ihre Aren abgefchnitten find, und mit diefen Endflächen platt aufliegen. Bei 
abgerundeten Endflähen, wo ſich Säulenenden ungehindert neigen fönnen, 
find diefe Goefficienten nahe drei Mal fo Hein ausgefallen. Wenn dagegen 
die Säule an einem Ende feftgehalten wird, und am anderen Ende drehbar 
ift, fo hat ſich dieſer Coefficient halb jo groß herausgejtellt als im erften 
Falle. Wenn endlich das eine Ende der Säule feftgehalten wird, und das 
andere dreh⸗ und verfchiebbar ift, jo beträgt die Tragkraft ein Zehntel von 
der im erften Falle, wo beide Enden feitgehalten werden. 
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Zabelle 
der Kräfte zum Zerfniden langer Säulen. 





Eeaſt zum —— — 


Namen 
der 
prismatiſchen Säulen 


In engl. Maße 
(Tonnen) 








In franz. Maße 
(Kilogramm) 


In Neupfund. 

















En Te | auf 
Semi En mi ie | uns | and | muuohr 
ee tm | meh; | 2u0dr | aurode 
ee ie | ng * 


In der Columne fir das engliſche Maß find d und b in Bollen, lin 
Fußen und P in Tonnen zu je 20.112 — 2240 engl. Pfund; in der fr 
das franzöſiſche Maß ſind dagegen d und b in Centimetern, 7 in Decimeiern 
und P in Kilogramm, und in der legten Columne hat man d und b in 
Zollen, J in Fußen und P in Neupfunden zu geben. 

Nocd hat Hodgkfinfon gefunden, daß gußeiferne Säulen eher zerdrlidt 
als zerfnidt werden, bei abgerundeten Enden, wenn ZU < 15d, und bei 
flachen Enden, wenn ! < 30d ift. Auch joll das trodene Holz doppelt jo 
viel Tragkraft befigen als das friſch gefällte. 

In Fällen der Anwendung diefer Formeln bei Berechnung der Tragkraft 
von Säulen, giebt man 4= bis 12fache Sicherheit, nimmt alfo die Eoeffi- 
cienten diefer Formeln 4 bi8 12 Mal Heiner an. 

Bei ſechsfacher Sicherheit ift hiernady für gußeiferne Säulen, wenn 
d und ! in Zollen gegeben wird, 


__ 94700 121.7 g3.55 947 d3.55 * 
— — — 5 
: 700m 6 68,3 7 — 10800 Centner, 


und d — 0,0731 (PN).2517 Zoll zu ſetzen. 
Für Schmiedeeiferne Säulen hat man bei derjelben Sicherheit 





d3.55 R 
P= 68300 —;- Gentner, und 
d — 0,0435 (P12)92377 Zoll. 
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Für Säulen aus Eichenholz, bei zehnfacher ee ift ferner 
2 
P = 3391 (?) Ko 334,572 Gentner, und 


b = 0,131 (PR)", fowie d — 0,115 (PT?)": Zoll. 
Endlich ift fir Säulen aus an: 

P= 2425 FG Gentner, und 

b — 0,1425 (P12)”, fowie d — 0,125 (Pl?) Zoll. 


Beifpiel. Für eine cylindrifhe Säule aus Fichtenholz, von 11 Zoll Stärke 
und 12.12 — 144 Zoll Länge, welche an beiden Enden feitgehalten wird, ift die 


9112 
Tragfraft P = 41170 - (=) — 290700 Pfund. Wenn die Enden einer iel: 


hen Säule frei drehbar find, fo ift dagegen die Tragfraft PR = %P = KW 
Pfund, während nad der theoretiihen Xormel, PR = 54800 fund ift (f. Bei⸗ 
fpiel 1 zu $. 266). 


269  Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. Die vor: 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerknicken der Säulen find unter 
der Borausfegung entwidelt worden, daß die Kraft P genau im Endpunfte 
A der Yängenare der Säule angreift; da aber diefer Forderung in der Prarie 
nie genau Genüge gejchehen kann, und diefes centrifche Angreifen auch auf 
hört, fowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift es rathfam, bei Beftim- 
mung der Tragkraft einer Säule gleid) von vornherein mit auf den ercen- 
trifhen Angriff Rückſicht zu nehmen. 

Setzen wir bei diefer Beftimmung voraus, daß der Angriffspunft D der 
Kraft P, um DA = c von dem Ende A der Are der Säule AB, Fig. 
"441, abftehe, und nehmen wir an, daß die Durdhbiegung BC — a der 
Fig. 441. Säule Hein fei gegen ce. Dann können wir die von der 
Säulenare gebildete elaftifche Linie als einen Kreis vom 


pi | 12 
Halbmefler r = 25 anfehen. Nun ift aber 
P(a+tc)r = WE, daher folgt 
p P(a+c)®?=2WEa, jowie 
—— — und 
— 2WE— Pu’ 
2WEe 


Bezeichnet nun F den —— der Säule, und 

die halbe Dice derfelben, gemeffen in der Ebene ABD. 

jo ift die durd) den Drud P hervorgebradhte gleichmäßige Spannung in 
jedem Duerjchnitte der Säule: 
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P 
5, — F’ 


und die durd) das Kraftmoment P(a + c) hervorgebradjte Spannung, am 


äußern Umfang derjelben: 
P(a+c)e __ 2PEce 
Pi W 2WE - Pl 
und e& folgt daher die Marimaljpannung der Säule: 
2PEce = 2EFce ) 


eArag Fowg-pe FÜ tswE—pn) 





Segt man nun S — dem Tragmodul 7, jo folgt 


DEFce 
r (1 IF gwE_PpR 75) = FT, ode 


P2WE— P® +2EFce)= (2 WE— PINFT. 
Iſt nun Pl? gegen (W + Fce)E Hein, fo läßt ſich fegen 


pP— 2WEFT — FT ober 
 2E(W+ Fe +FT® | Eu 4 ER, 
rw 2 awE” 
P= — wenn 9 und  bejondere Erfahrungszahlen bezeichnen. 
+’; 


Der — ?ove (f. Mémoire sur la Rösistance du fer et de 
la fonte ete., Paris 1852) folgert aus den Berfuchen von Hodgfinfon 
die Werthe ꝙ — 0,45 und — 0,00337; es ift alfo hiernach: 

FT 


P=4FT= ———g, 
1,45 + 0,00337 (=) 


woraus ſich dann folgende Tabelle für den Coefficienten 
1 
; berechnen läßt. 




















A 
1,45 + 0,00337 (2) 
= 10 | 20 | 30 40 50 60 70 80 | 9% 100 
x = \0,55910,357 [0,223] 0,146 | 0,101 [0,0735 | 0,0556 |0,0435 ]0,0347 | 0,0285 
































Diefe Werthe für x find alſo mit dem oben ($. 211 und 212) angege- 
benen Tragmodul 7’ des Zerdrückens zu multipliciren, um bei einem geges 
benen Pängenverhältniffe die Tragmodel langer Säulen zu beſtimmen. 
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Der General Morin theilt nad) Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch fiir Säulen von mittlerer Pänge zu.große Werthe für x giebt. 











Beifpiele. 1) Welche Laſt fann eine Säule aus Kichtenholg tragen, deren 
Länge 15 Fuß und Stärfe 12 Zoll beträgt? Für eine furze Säule wäre nad 
Tabelle auf Seite 370, der Tragmodul 7 = 2500 Pfund, da aber hier das Ber: 


hältnig der Länge zur Stärfe, n — 1/, it, jo hat man: 


1 1 
2 = 1.45 + 0,00337 . 158 = 2208 — 158, 


daher den Tragmodul nur y 7 = 0,453.2500 — 1132 Pfund und endlid vie 
gejuchte Tragfraft: 
P= 199 17 — 1132 .0,7854 .144 — 128000 Pfund zu feßen. 
Der Sicherheit wegen iſt jedoch nur ein Drittel viejes Werthes als Belaftung 
anzunehmen, alfo 


128000 


P = —— = 12700 Pfund 





zu jegen. 

2) Wie ftarf iſt eine frei aufitehende hohle cylindrifche Säule aus Gußeiien zu 
machen, welche bei einer Länge I von 25 Ruß eine Kalt P— 100000 Pfund zu 
tragen vermag ? 

Nehmen wir an, daß der Durchmefler d, der Höhlung gleich drei Fünftel des 
äußeren Durchmeflers (d) der Säule fei, fo fönnen! wir in ver theoretifchen 
formel: 


3 y4 
P= T wE ($. 266) ftatt 
dt — di‘! d* i . 
= — 5 Il — EI = 0,0544 dt jeßen, jo daß num 
4 2 
— 41 


0.054475 75 !olat. 
Segen wir in diefem Ausdrude P = 100000, 1? — (25.12)? — 90000, 
n® — 3], und ftatt U nur 
E 13'680 000 
ĩ — 
ein, ſo erhalten wir die geſuchte äußere Stärke der Säule: 


— — 


-V/ 400000.90  __ 71'/ 1000000 


— 1’7368000 Pfund 


0,0544.31.1368 — = 11,17 Zoll. 
Nehmen wir d = 11,25 Zoll an, fo erhalten wir d, — 0,6.11,25 = 6,75 
Zoll. 


. 
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Unfere legte Formel giebt, wenn wir 
25 
=T7= 25 


annehmen, den geluchten Duerfchnitt ver Säule: 


al 








2 
FE = [1,5 + 0,00337 (2) | : —— en = 2* 
und ſetzen wir nun noch nach g. 212, 
T = BZ — 6000 Pfund, 
jo erhalten wir 
F— —— — 59,3 und hiernach, da auch 





6000 
x 
F=-2@—-9=[1 - — 016 
ift, die gefuchte äußere Stärfe der Säule: 





F 593 _ 
‘= 0,16 = 0,16 == 10,86 Zoll. 
Nimmt man d — 11 Bell an, fo erhält man: 
d, = 06 d = 06.11 = 6,6 Bell. 


Funftes Capitel. 
Die zufammengefegte Glafticität und Feftigfeit. 


Zusammengesetzte Festigkeit. Nicht felten wird ein Körper von $. 270 
zwei Kräften, 3. B. von einer Zug- und einer Biegungskraft u. |. w., zugleich 
ergriffen, wodurd) er natürlich auch zweierlei Formveränderungen, 3. B. eine 
Ausdehnung und eine Biegung, zugleich erleidet. Wir haben die Kraft, mit 
welcher der Körper diefer zweifachen Geftaltsveränderung widerfteht, die 
zufammengejegte Elafticität und Feftigfeit genannt, und werden in 
der Folge die vorzüglichiten Fälle diefer Art näher unterfuchen. 

Streng genommen hatten wir e8 jchon in dem bei der Biegung eines 
Körper8 AK B 0, Fig. 442 (a. f. S.), zu Örunde gelegten Falle ($. 214) mit der 
zufammengejegten eftigfeit zu thun, da fic eine am Ende A dieſes Körpers 
angreifende Kraft AP—= P auf ein Kräftepaar (P, — P) und auf eine 
Kraft SP — P zurüdführen läßt, wovon das erftere, welches wir zeither- 
nur im Betracht gezogen haben, das Körperftiid A S biegt, und die andere 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 33 
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ein Abreißen diefes Stückes von dem übrigen Theile SB zu bewirken fucht. 
Die legtere Kraft befteht wieder aus zwei Seitenfräften: 
Rig. 412, P, = P caos. æ 
und 
P, = Pam... 
($. 215), wovon bie 
eine winfelrecht ge- 
gen die Faſern und 
die andere in der 
Arenrichtung der Fa⸗ 
jern wirft. Die letz— 
tere vereinigt ſich 
mit den Spannun- 
gen der Faſern im 
Folge der Biegung, 
vergrößert Folglich 
\ \ die Ausdehnungen 
pP a \ auf der Zugſeite der 
| neutralen Are und 
\ \ vermindert dagegen 
die Zufammendrüs 
\ dungen auf der 
\ Drudfeite. Die Grö- 
\ Be der Ausdehnung, 
\ welche jede Faſer 
x RS = EN 

\ u. ſ. w. von der Länge 
M — Eins durd die 
Zugkraft P sin. « 





erleidet, ift (nach $. 204) 


_ Psin.« 

= 

wenn F den Querſchnitt NO des Körpers bezeichnet. Ziehen wir in die- 
jem Abftande mit der Pinie N, O,., dig. 443, welche die Enden der durch 
die Diegung ausgedehnten Faſern KN,, RSı. LO, beftimmt, eine Paral— 
lele N; O,, fo deutet diefelbe die Begrenzung der beiden Pängenveränderuns 
gen unterworfenen Faſern an, und fchneidet die urſprüngliche Begrenzung in 
einem Punkte S,, welcher dem Ende der unausgedehnten Fafer entipricht, 
und folglid, die neue oder wahre Lage der neutralen Are angiebt. Der 
Abftand SS; = e, diefer neutralen Are von der urſprünglichen neutralen 


6, 
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Are, welche nur dem Biegungsmomente entſpricht, beſtimmt ſich durch die 
Proportion: 


Big. 443. 58 _ 8N ar 
SS NM’ 'e 6' 


wonad) aljo e, — = 6, folgt. 
Nun ift aber noch — - ($. 235) 


daher ergiebt fich einfach): 





Um diefe Größe (e,) ift auch der 
Krümmungshalbmeffer r, der auf 
diefe Weife fchärfer beftimmten neu- 
tralen Are größer als dev Krümmungshalbmeffer der feither in Betracht ge- 
zogenen neutralen Are; es ift alfo: 

P sin. *) 


n=r+ta=rtü+n)=r(14 FE 


Anlangend den Winkel «, um welchen der veränderliche Querfchnitt N, O, 
oder Na O, von der Richtung der Kraft P abweicht, fo ift diefer auch gleich 
dem (in $. 216) beftimmten Tangentenwinkel ©; es ift alſo wegen der ge- 
wöhnlichen Kleinheit diefes Winkels: 





P(? — 2?) 
2WE 


zu jegen, und da nım r — = ($. 215) ift, jo folgt: 


sin.a=u = 


2 


i 2 — x 
rsına=re= ‚ und daher: 


2x 
„Pe 
TO BFER 
Hternad) fällt aljo z.B. im Anfangspunfte B, wo x — 1 ift, e — 0 





Pl j 
aus, und am Endpunfte A, wo 2 — 0 ift, a — T=% dagegen tft 


P(? — 2?) 
ka = 2FEe 
mit der erjten zufammen, entfernt fid), von B nad) A fortjchreitend, immer 
mehr und mehr von derjelben, erreicht fpäter die concave Seite des Körpers, 
und ift endlich, wenn man fie auch außerhalb des Körpers fortjegend an- 
nimmt, am Ende A unendlich von diefer Are entfernt. 


ce, = e; es fällt folglic; die neutrale Are in B 


33” 
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Da die größte Ausdehnung in Folge der Biegung, 


66 = 


Pex 


WE 


und die in Folge der Zugkraft Psin. «, 


—“ 


Psin. 


A= FE 
ift, fo folgt die Gefanmtdehnung : 


NN —- NN + NN = 4 F 


P /ex sin. *) 
’ 





E\W 


, 2 0% 
und wenn diefelbe die Elaſticitätsgrenze 5 erreicht, jo können wir 


ex sin. 
e(% +7 )= a 


und daher die Tragkraft 
Pp — 


ex + Wein. 


F 





— 
— Pre) een. 
a e2t+ —75 


Bei den mäßigen Biegungen, welchen die Balken gewöhnlich ausgejegt find, 
ift diefer Werth ein Minimum für 2 — 1, und zwar, wie wir ſchon oben 


gefunden haben: 
P— 


Fig. 44. 





WE. 
el 





Anmerkung. Wird ver Balfen, wie z.B. 
AA,B, Fig. 444 I, II. und III., von zwei 
Kräften ergriffen, fo fommen zwei- und nad 
Befinden dreifache Verrüdungen der neutralen 
Are aus dem Schwerpunkte vor. Wirken die 
beiden Kräfte P und P, in derfelben Richtung, 
wie Fig. 444, I., fpeciell vor Augen führt, ie 
ift diefe Verrüdung auf der einen Geite vom 
Duerfchnitt A, durch die Formel 

— Prsin.« 
— — FE ’ 
und dagegen die auf der anderen Seite durd 


die Kormel 
2. Te + P,) rsin.« 
Ar BE 
beftimmt. An der Aufhängeftelle A, ändert 
fich diefe Verrüdung 


Prsin.«a 
A! 1 FE 
P+P, 
An =a=( P )e 
um, wenn man von der einen Seite auf bie 
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andere übergeht, wogegen im feiten Bunfte B, wo « — O iſt, wieder &, — Null 
ausfällt. 
Wenn die beiden Kräfte einander entgegengefegt wirken, und hierbei das Moment 
P..:-AB=PHL 
der negativen Kraft größer ift als das Moment 
P.AB=P(,-+D 
der pofitiven Kraft, wobei der Balfen zwei entgegengefegte Biegungen annimmt, 
welche in einem Wendepunfte F an einander anitoßen, fo beiteht die neutrale Are 
aus drei discontinuirlihen Zweigen UV,, V, W, und W,B (wie Fig. 444, II.), 
wovon die beiden legteren die Normale dur den Wendepunft 7’ zu Aſymptoten 
haben; denn es ift bier r = © und folglich auch 
_ Prsin.a 
47 "FB 
Sind zwar die Kräfte einander entgegengefeßt, ift aber P(! +1) > P,l,, wie 
Fig. 444, III. vor Augen führt, fo ift einerfeits von A, die Berrüdung der neu: 
tralen Are 


— &, 


und andererjeits 


P — P,) rsin. 
—————— 


und es bilden daher die beiden Zweige UV, und V,B ver neutralen Are im 
Duerichnitte durh A, einen Sprung von der Größe 


Lu? — set. 

Excentrischer Zug und Druck. Wenn ein Balfen oder eine Säule 
A B, ig. 445 und Fig. 446, von einer Zug- oder Drudkraft ergriffen wird, 
welche zwar parallel zur Are diejes Körpers, nicht aber in diefer Are jelbft wirkt, 
jo wird ebenfalls die zufanmengefegte Elafticität und Feſtigkeit in Anſpruch ge- 
nommen. Dieje ercentrijche Kraft P läßt fich, wie befannt, in eine Axenkraft P, 

Fig. 445. Fig. 446. und in ein Kräftepaar (P, — P) 

zerlegen, deſſen Armlänge c der 

- Abftand CA des Angriffs: 
punftes C der Kraft P von 
der Are des Körpers, umd 
deſſen Moment folglich — Pc 
zu jegen ift. Die refultirende 
Axenkraft AP—P ſpannt 
alle Faſern mit der conſtanten 
Kraft 8 — m wenn F’ den 
Querſchnitt des Körpers be- 
zeichnet; das Kräftepaar hin- 
gegen biegt den Körper nad) 





| 


ir 7 
a re 
y 
RR El 
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einem Halbmeſſer, welcher fi aus der befannten Grundformel Per — WE 
($. 215) beftimmt, wenn man darin fir das Kraftmoment Px das Moment 


Pc des Paares einführt. Es ift folglid r — = ‚ conftant bei conftan- 


tem W oder Querfchnitt F, und daher die von der neutralen Are des Körpers 
gebildete Curve ein Kreisbogen. 

Iſt wieder e der größte Abftand der Fafern von der durd) den Uuer- 
jchnitt des Körpers gehenden neutralen Are, fo hat man die Marimalipan- 
nung, welche durch das Kräftepaar hervorgebracht wird: 

a — et 
—— W ’ 
daher die Gefammtipannung: 
Pce 


pP 
Sees rs8=zH+ — 


und folglich, wenn man dieſelbe dem Tragmodul 7 gleicjjegt, alſo einen bie 
zur Glafticitätsgrenze der Außerften Fafern gehenden Zug annimmt: 
BR; el 30 ar 

ee Se 
Es ift alfo Hiernad) die Tragkraft der Säule: 
— — — 

PR 

z. B. für einen rectangulären Querjchnitt mit den Dimenfionen b 
und h: 











P= In, 
1 + * 
und für einen freisrunden Querſchnitt mit dem Halbmeſſer r: 
p= I 
I 


Es läßt ſich hiernach ermeflen, daß durch den excentriſchen Angriff einer 
Zug- oder Drudkraft die Feftigkeit des Körpers weit mehr in Anſpruch ge 
nommen wird als durd) eine gleiche Kraft in der Are des Körpers. 

Wird die Biegung der Säule durch eine Stitge zur Seite verhindert, wie 
z. B. BAC, fig. 447, darftellt, jo bleibt natürlid P = FT. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipediihen Säule AB. 


Fig. 448, und zwar im Abftande ce — - von der Are, jo hat man: 
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P— — — . FT; 
es ift aljo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragfraft beim cens 
triichen Angriff (Fig. 449). 
ig. 47. Fig. 448. Kia. 449. Für eine cylindrifche Säule 
mit einer am Umfang angreifen: 


—— 









7,79 den Kraft ift ce — r, und daher: 
a H Fr 
fe — — | 7 
P=777='kFT, 


H d. i. ein Fünftel von der Trag- 
kraft, welche ihren Angriffspuntt 
in der Are des Körpers hat. 

» Diefe Formeln lafjen ſich aud) 
auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper an— 
wenden; es ift jedoch dann nöthig 

P für jede Art der Zertheilung einen 

befonderen Feſtigkeitscoefficienten 


Hana 





einzuführen, alfo ftatt 
FK F 

— A Fce 

IHw xntWwE 

zu jegen, wobei A, den eftigfeitscoeffictenten fir das Zerreißen (oder Zer- 

drüden) und K, den für das Zerbrechen bezeichnet. 


Schiefe Zug- und Druckkraft. Die Theorie der zufammengefegten $. 


Elaſticität und Feſtigkeit fommt vorzüglich aud) dann zur Anwendung, wenn 
eine Kraft P unter einem ſchiefen Winkel RAP — Ö gegen die Are 
eines Balfens AB, Fig. 450 wirft. Bon den beiden Componenten R== Pcos. 6 

Fig. 450. und? N —= Psin. Od wirkt der eine zie— 
hend und der andere biegend auf den 
Körper, und es vereinigt fid) auch hier 
die durch die erftere Seitenfraft bewirkte 
Spannung über den ganzen Quer- 


ichnitt F': 
P cos. ö 
5 = * 


mit der durch das Moment Plsin.ö des zweiten Componenten bewirkten 
Spannung: 








Psin.d.le 


= 
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der äußerften Fafern, jo daß ſich auch wieder 


Dead = % um, 


oder vereinfacht, 
c08.ö  lesin.Ö 
T=P — W 
Hiernad) ift das gefuchte Tragvermögen : 
FT 
a Fle ’ 
cos. Ö 4 "mw sin. Ö 
und umgekehrt, der entfprechende Querfchnitt : 
P File, 
F— T (cos ö+ sin ö), 

oder wenn man für bie Biegung einen anderen Tragmobul 7, einführt als 
für den einfachen Zug (7): 


= cos. Ö Fle . ) 
F=Pp( T 4 Wr, sin.Ö)- 


Fur einen parallelepipedifchen Balken ift 
e 6 ; 
F=7 und folglid): 





jegen läßt. 








cos. Ö 6l . 
F=p(“ + 77 sin8), 
und für einen cylindrifchen Balken hat man 
e 4 d 
W = * aher: 


cos. Ö 41 
— ): 
F T +77 sin.Ö 


Diefelben Formeln gelten aud) fir den im fig. 451 abgebildeten Fall, 
wo der erfte Component R durch Drud auf den Balken wirkt. Iſt hier 
wieder Ö der Winkel PAR, um welchen die Kraft P von der Ballenare 

Fig. 451. AB abweicht, fo behalten die Sei- 

tenkräfte die Werthe: 

mm R = Pecos.6 und 
N = Psin.d. 
— — Um die Tragkraft des Balkens zu 
7 finden, hat man natürlich) hier die 
= Spannung durd) R: 

Ss — P cos. ö 

er — 





mit der größten Spannung 
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Plesin.ö 
Sa = — 
durch Biegung zu vereinigen, und daher in der oben gefundenen Formel: 


7— p( le sin. — — 


F- T (cos. ö — sin. ö) 


für T nicht den Tragmodul des EN jondern den des Zerdrückens zu 
fubftituiren. 

In jedem der im Borftehenden behandelten Fälle wird natürlich die 
neutrale Fajernfhicht aus dem Schwerpunkte verrückt, und zwar um die 
Größe: 





a — S, — Weeotg. ö 





6 = N) > 
5, ° Fex 
3. B. für den varalleepipehifiken Balken um 
__heotg.Ö 


1 u 


6% 

Uebrigens ift leicht zu ermefien, daß aus der Vereinigung der durch die 
Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Comprefjion mit der über den 
ganzen Duerjchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung oder 
Compreſſion der Fafern, die Ausdehnung oder a 

Sı : - I _ * c08. 6 4 Ö\ 
+6, = — (> 





hervorgeht. 
Durch Einführung der Tragmodeln ie wir, wenn wir noch der 


Sicherheit wegen, bei Holz und Gußeifen nur — I in bringen, 


1) für Holz in beiden Fällen: 


p— ___750F u 750 F 


c08.0 + r sin.Ö cos.d + * sin. Ö 
2) für Gußeiſen, im erſten Falle (Fig. 450): 


— 3500F  _ 3500 F 


RE TEE NER, 
cos.d + En sin.d  cos.ö + * sin. Ö 
und in dem zweiten Falle (Fig. 451): 


00 F 
— 90 9000 F 


Te ET 
cos. + 25 sin.Ö c0s.Ö + = sin.Ö 


m 


1 


— 


— 
— 
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Der im Vorftehenden behandelte Fall fommt in vielen Fällen der Anmen- 
dung vor. Hängt z. B. ein Gewicht P an einer gegen den Horizont gemeig- 
ten Säule AB, ig. 452, fo ift, wenn deren Are um den Winfel PAR=Ö 
von der Verticalen abweicht, die Zugfraft R — Pos. d, und die Biegunge— 
fraft N — Psin.d, und daher 

FT 


reg 7 auge 
cos.d + — sin.o 
[i 


zu ſetzen. 





Wenn, wie Fig. 453 vor Augen führt, bei der fchiefen Wirkung der 
Kraft P auch noch der Angriffspunft C derfelben excentrifch liegt, fo muß 
man zur Deurtheilung der Tragkraft defielben diefen Angriffspunft erft nad 
D in die Verlängerung der Are AB des Balkens legen, alfo ftatt der Länge 
BA—1,diefüne BD— BALAD—I+H Era in Rechnung 
bringen, wobei vorausgefeßt wird, daß der Horizontalabftand CA durd « 
und die Abweichung C DA der Balfenare von der Verticalen durch d 
bezeichnet wird. 

Ebenfo ift fiir die fchiefe Säule AB, Fig. 454, wenn diefelbe um den 
Winkel ô von der Verticalen abweicht, die mit Sicherheit zu tragende Yalt: 

FF FT 
—— 
cos. + — sin.d cos.d + — sin. Ö 


worin für Z’ der Modul fiir die Compreffion einzufegen ift, während im den 
erften Fällen der für die Ausdehnung zu nehmen war. 

Wenn ein belafteter Balken A A, Fig. 455, nicht frei aufliegt, jondern 
zwifchen zwei Wänden eingezwängt ift, jo kommt ebenfalls eine Kraftzerle 
gung vor, aus welcher eine Compreffion und eine Biegung defielben hervorgeht. 
Weichen die Endflächen A, A diefes Balfens um den Winkel d von dem 


$. 273.] Die zuſammengeſetzte Glafticität und Feſtigkeit. 523 


Querſchnitt deffelben ab, und wirft die Laſt P in der Mitte B des Balkens, 
fo reagiren die Seitenwände mit zwei Kräften Q und Q auf die Enden des 


dig. 454. Fig. 455. 








Balfens, welche unter dem Winkel d gegen den Horizont geneigt find und 


eine Mittelfraft CP — — P geben, wodurd) die Kraft P aufgehoben wird, 
Es ift hiernach: 
P=20cos.S8SCP=2Qsin, 
folglich umgekehrt: 
> 2sin.d 
Ferner refultirt aus der Reaction S die Aren- oder Drudkraft: 
P cos. 6 | f 
Road = 7 5* I, Pcotq. o, 


und die Normal- oder Biegungskraft: 
N= 0.0 = S 
und es ift folglich: 





— RR, N.!hle 
T=3=-4 +3: =7+ W ’ 
d. t.: 
m __ P.eotg. ô 1 Ple 
— 27 4ıW 
und daher die Tragkraft: 
P — — — 
cotq. d + Ya — 
zu ſetzen. 


Derſelbe Fall tritt auch ein, wenn ein geneigt liegender Stempel AB, 
Fig. 456 (a. f. ©.), cine itber ihm aufgejchlittete Laſt Q trägt. Nur ift 
hier Q exit in eine Normalfraft Q, rechtwinfelig zur Are des Stempels und 
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in eine Seitenfraft N, redjtwinfelig gegen die Seitenwand (tn der bergmän- 
nischen Sprache: das Piegende) zu zerlegen. Sehen wir der Sicherheit wegen 
Fig. 456. von der Reibung der loderen 
Maſſe (Gefteinsftüde) auf dem 
Liegenden ab; bezeichnen die Ab» 
weichung der Endfläche des Stem- 
pels von dem Querſchnitte deilel: 
ben durd) d, und die Neigung dei 
Piegenden BC gegen den Hori— 
zont durch A, fo erhalten wir: 
Qı — Qsin.ß und 
2FT 
Fle 


cotg. + un "Ww 


(1. $. 240), und daher: 
arT 


— (cot9.0 2, —2 


Beiſpiele. 1) Welche Querdimenſionen muß man einem ſchiefliegenden Yal- 
fen AB, Fig. 452, aus Fichtenholz geben, welcher eine Länge von 9 Fuß, eine 
Neigung von 60 Grad gegen den Horizent hat und am Ende A eine Laſt P=6M) 
Pfund trägt? Die Formel 


P= 


— — 





FT 
cos.d + FT sin.d 
giebt, wenn mar P —= 600, T — 750 Pfund, d = WM’ — 60 = 
= 9.12 — 108 Zoll einführt, und 5 — 5/, annimmt: 





h 
6000 6.108 
pe — 5 2 m == 0 y 0 8 
Febh= y%h’ = 750 (08.30 + en 30%), } i. 
648 .0,500\ __ 3629 
h* = 11,2. (0,866 + =) — 9,70 + 


Es ift annähernd: 
h = V 3629 = 15,37, 
hiernach fchärfer: 
h — V 3629 + 9,70. 15,37 — V 3778 = 15,6 Zoll 
und folglich 
b=®,h = 11,1 Zoll. 

2) In welcher Entfernung von einander find die 12 Zoll ftarfen Tragitempel 
AB eines fegenannten Förftenbaues ABC, Fig. 456, zu legen, wenn derſelde 
4 Fuß weit iſt und ſich 60 Fuß hoch auf einem 70 Grad fallenden Gange in die 
Höhe zieht, und vorausgeſetzt wird, daß das Gewicht eines Cubikfußes Berge 
(Gefteinsftüden) 65 Pfund beträgt? Wird die gefuchte Entfernung mit x bezeid: 
net, fo hat man das auf je einem Stempel ruhende Gewicht: 
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= — 4.60.65 = 15600, 
und folglih den Drud auf den Stempel: 
Q, = Qsin.700 — 15600 z sin. 700 — 15600. 0,9397 x — 14659 x Pf. 
Sind die Endflähen A A eines Stempels unter einem Winfel von F — 20 Grad 
abgeichrägt, jo hat man: 


2FT 2.113,1.750 __ 169650 
> 31 3.8 107497’ 
cotg. 2009 + — 2,747 + — 
und daher: 
er = 190 Bel: 


10,747 . 14659 
aljo der nöthige Zwifchenraum zwifchen je zwei Stempeln: 
z — d=0,9 Zell. 


Biegung der gespannten Balken. Die normale Tragkraft P ($. 27 


eines Balfens AB, Fig. 457, wird nur bei einem furzen Balken und durch Hinzu- 
tritt einer Heinen Arenfraft Q vermindert; wenn hingegen die Yänge des 
Balfens und die Zugkraft eine gewiſſe Grenze Überjchreiten, fo wirkt die letztere durch 

Fig. 457. ihr Moment dem Momente 
der Normalfraft in dem 
Maße entgegen, daß dadurd) 
die Biegung des Körpers 
herabgezogen und das Trag- 
vermögen des Balfens ver- 
größert wird. 

Segen wir wieder die 
Coordinaten der von ber 
neutralen Are des Balfens gebildeten elaftiichen Pinie ASB, Fig. 457, 
AK=zwud KS=— y, jo haben wir das Moment der Kräfte in Hin- 
ficht auf einen Punkt S in diefer Are: 

Px — QY, 
und fünnen daher (nad) $. 215) 
(Pxz—- Qy))r= WE 





jegen. 
Führen wir wieder 
x 
0a 
ein, wo « den Tangentenwinfel STK bedeutet, und bezeichnen wir noch, zur 
————— 


durch p, ſowie — WE durch q, jo erhalten wir die Gleichung: 


rn BERN I A 


1 — — 
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Seen wir num 


2 
)y= er — (me I nem), 


ig. 458. worin m umd n noch zu 
bejtimmende Conftanten und 
& die Grundzahl der natür- 
lichen Logarithmen (f. ana⸗ 
Iyt. Hülfslehren, Art. 19) 
bezeichnen, fo erhalten wir: 





BEN, SEN 
2D)a= — 
— (me — ne) gq, 

und da num das Differenzial des letzten Ausdruckes, nämlid): 


Ca — (mer - nee) g’ör, 
durch Subtitution der Gleichung 1) wieder auf die obige Grundformel: 
2 
0a = (v — 7) qox2—= — (p?r — q’y) dx 


führt, jo ift auch hiermit die Nichtigfeit des Ausdrudes unter 1) fr y 
dargethan. 


Da für -— 0 auch y — 0 ift, fo erhalten wir durch Subftitution 
diefer Werthe in 1) folgende Gleichung: 
0=0 — (me + ne), d. i. 
m+n= 0, 
und da für z— 1, « — 0 ift, fo ergiebt ſich durch Subftitution diefer 
Werthe in 2) die Gleichung: 
2 
0= F — (ma — nee) gq, 
oder, wenn man aus der vorigen Gleichung n — — m einfegt: 
2 
— — male + mel), 
jo daß fi nun: 


— n = 


2 


—— 
al + en) 
beftimmt, und das Kraftmoment: - 
Pxr — Qy = Qm (a — ©) 
P gIr — 717 - 
— — ausfällt. 

Jedenfalls iſt das letztere ein Maximum für den feſten Punkt 3 des 
Körpers, welcher ſich durch = 40 — dund y= BC — a beftimmt, 
und zwar: 
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2 a 
a (Fr + — 
Iſt die Axenkraft gl ein — Bruch, hat man es alſo mit einem kurzen 
Balken und mit einer kleinen Arenfraft Q zu thun, jo läßt ſich 


g?l 373 
e—ıtrglı Zr Tl 


ſowie 
272 37% 
el gl + I — II ER, 
2 6 


und hiernad) das Sraftmoment: 
„‚"PlA+Yg1%) 


— DPI 1/. q?12 — 1/, g?21? 
PlI— Qu —— PIL+Yg?1) (1 — 1/ag®1?) 
12 
— DI — 1/, 1) — —— 
a sWw5) 
jegen. 


It dagegen die Arenfraft Q jo groß, daß y7 mindeftens die Zahl 2 
erreicht, jo läßt ſich 
3 4 — — 
gegen E9 vernadjläffigen, daher: 
Fe u en 
en E — — 
ſetzen, ſo daß dann einfach das Kraftmoment: 


— 
— —— 
q Q 


Tragkraft eines gespannten Balkens. Mit Hülfe des im vor» ($. 275 
ftehenden Paragraphen gefundenen Momentes der äußeren Kräfte P und Q 
läßt fi) nun die Tragkraft des Balfens auf dem in dem Obigen mehrfad) 
betretenen Wege wie folgt bejtimmen. 

Die Kraft Q zieht den Körper in feiner Arenrichtung mit der Kraft 





ausfällt. 


S, — * 
pr. Flächeneinheit, und durch das Moment PT — Qa beider Kräfte P und 
Q erleidet die Faſer im größten Abjtande e, von der neutralen Are die 
Spannung 
(Pl — Qua) e 


I = W , 
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und e8 ift folglich die ganze — 


— (Pl— Qa)e 
sSs= +9 = 4 za me 
Wenn diefelbe die — erreicht, fo iſt natürlich S= 7, daher 
läßt ſich 
rn (Pl — Qa)e 
I ey: F + W ſetzen. 


Uebrigens ift auch noch dann, wenn der Tragmodul 7, der Druckelaſticität 
von dem Tragmodul 7 der Zugelaſtieität abweicht, 
T, — 4,8 ge: 
zu fegen, wobei aber e den größten Abftand der zufammengedrüdten Faſern 
von der neutralen Are bezeichnet. In beiden Fällen hat man ftatt 
P fer — me, 
Nr a 
einzuführen, jo daß ſich nun die gefuchte nn. entweder : 


(5 7 ) (1 - WTaq 
en &- gl * e ’ 


fe E ( Q ya ' 
— (5) 1 + FT, 3 ergiebt. 


u | 





oder: 





Da für eine Heine Spannfraft Q: 


— — 
Pi Qa= FE 


gejegt werden kann, jo hat man hier, wenn man nur bie Ausdehnung in Be: 

















tracht zieht, 
pP er Nik en Ww )(1- Q\WT 
er 3 en E FT/ le 
3 * E 
Ohne die Spannung Q wäre die Tragkraft: 
WT 
P = le ’ 


e8 ift daher das Verhältniß: 


= lt) - 


und hiernad) leicht zu ermeſſen, daß diefelbe — N om vermindert ober 


d. i. je nad) 


m. wird, je nachdem 7, — — oder kleiner als m — 


dem — W größer oder Fleiner ats Z — — iſt. 
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Für eine große Spannfraft, wo ſich 


PlI— Qa—=P ne 





iegen läßt, hat man dagegen die Tragkraft: 


P-(1- #7) 22 —. 


7 


Dieſer Ausdruck wird mit Vo — vo zum Marimum, und zwar, wie 


ſich durch einfaches Differenziiren und Nullfegen des erhaltenen Differenzials 
guotienten leicht ergiebt, fitr 





FT 
= 


Es ift die Größe diefes Marimalwerthes: 


LE WTrT 


und das Verhältnig deffelben zur Tragfraft P, des ungefpannten Balfens: 


P_o» ıV/ 3 — ?' ‚2 
Be 3WE '* 3W 


Fir einen parallelepipediichen Balken von der Breite b und der Höhe A 


bat man F—= bh, W — * und e — N, daher: 


— _ Ze Al — 

P, 3 3h 

Befteht diefer Balken aus Holz, jo ift 
7 1 


E 600° 











und daher: 


pP Ve 1 F 
— 44 
ot — 0,0544 — 
P, "Von h’ 
J. B. für — 30, P — 1,632 Pi; 


es trägt alfo dann der Balfen fait um zwei Drittel mehr, als wenn er 
nicht geſpannt ift. 

Für —1 un — 18,4 ift PL — P, und für Werthe von m 
welche fleiner als 18,4 find, fällt jogar P, Heiner als P aus, wird aljo die 
Tragkraft P des Balfens durch die Spannung Q vermindert. 

Beispadh's Lehrbuch der Mechanik. I. 34 
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Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird 
eine Säule AB, Fig. 459, von einer Arenfraft Q und einem Umdre— 
hungsfräftepaare (P, — P) zugleid) ergriffen, jo findet eine Zufammen- 
fegung von Torſions- und Zug- oder Druds-Elafticität ftatt, deren Refultat 


fich wie folgt beurtheilen läßt. Iſt Sı, — x die von der Kraft Q hervor- 


— Pae 
gebrachte Axenſpannung pro Einheit der Querjchnittsfläche, und S,; — : * 
die dem Torſionsmomente entſprechende Spannung pro Flächeneinheit, im 
Fig. 459. 
N Be Fig. 460, 





u 


Abftande e von der Yängenare des Körpers, jo können wir anneh- 
men, daß ein parallelepipedifches Körperelemient ABCD, Fig. 460, von 


den Normalkräften AB.Sı und — CD.Sı auf AB und CD, fowie von 
dem Kräftepaare (AB.S S, — CD. I. 8,) fängg AB und CD, und von 
dem Gegenfräftepaare (BC.Z, —AD.Z) längs BC und AD ergriffen 
wird, Wenn nun die Diagonalebene A C den Winkel Y mit der Are des 
Körpers oder der Richtung der Kraft S, einjchließt, fo find die Componen— 
ten der Kräfte Si, S,; und Z auf der einen Seite von A C, 

AB.S, sin. v, AB.S, cos.v und BO.Z sin. v, 
und es es folgt daher die ganze Normalfraft auf AC: 

AC.S—= AB.Sı sin.v + AB.S,cos. vu + BÜ.Z sin. w, 

oder da das Moment von (BC.Z, — AD.Z) glei) ift dem Momente 
von (AB. $, — CD.8), di: 

AB.BC.Z=BC.AB.S, alo Z= $; iſt, 

AC.S— AB.S, sin. + (AB cos. y 4 BCsin. v) S,, 

fo daß ſchließlich die Normalfpannung A C pro Flächeneinheit: 
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AB AB BC 
So Tome +\T G 608. U +77 


AB 5 C 
Nun ift aber — Fe e inp. V umd Je daher folgt: 
S—= Sı (sin. p)? + 2 8; sin. Y cos. d — Sı (sin. d)? + S, sin. 2 Y 


— P) + Ssin.2%. (Vergl. $. 259). 


sin. u), folgt. 





’ 2 D ’ . - 2 5, 
Diefer Werth ift ein Marimum von S für fang. 2 y — — S = oder 
l 
28. 
sin. 2 UV — = und cos. 2 — — ‚und zwar 


VS? + (28)? Vs: - ri @ 2 9)? 
S 14 — 
— — In Vs?+@8,) 


Segen wir die obigen Werthe von S, und S, hier ein, jo erhalten wir 
die gefuchte — 


8—57 Var) ww 


und damit der Körper den Wirkungen diejer nn P und Q mit Sicher» 
heit wibderftehe, ift S,, dem Tragmodul 7, aljo 


tt 


zu fegen, woraus die Bedingungsgleihung 


Pae e OT, 
— 72 — — 


Es iſt — das — nn 





l) Pa= — "Vr-% T? — e= ſowie die zuläfjige Arenfraft 
F {/Pae\? 
2) ern E (ee) 


Um die gegebenen Kräften P und Q entfprechenden Duerjchnittsdinens 
fionen zu finden, fegen wir, je nachdem die Torſions- oder die Arenfraft 
itberwiegend ift, entweder 


W Pa 
— — m , oder 


12 
Vr-& 


34* 
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L 


—7— 





Fir eine parallelepipediſche Säule mit den Querdimenſionen 
und A ift 


F—=bh, W— (#4 1 und e— 1, Vb2+ AR?, folglich 





W bh 9 ı 29 a nn Pa — — 55) ie 

— =7 Vb: I- h? Vr-22 — Tr 3 bhT m” 
4 6Pa i% 

meh 67 337) 


 HR)T\on 
b 
Kennt man noch das Dimenfionsverhältnig u — 2 jo fann man mit 
tels diefer Formeln die Dimenfionen b und A ſelbſt bevedjnen. 
Für eine Säule mit quadratifcher Baſis iſt b — h, daher 


neV2 — De ( 0 \% 
— *7 1 75) und 


— Ag 
h=b= verere( — ſowie 


h?T 


6Pa\?]-! 
h?— . 1- PT | j und 


— — 1j, 6Pa is 
== 8 1 — 


Fiir eine cylindriſche Säule oder Welle hat man: 





2 
F=xrar!, W= — und e — r, daher 











3 » —— * 
— * und r = — (1 __® e fomie 
& Vr-2r xT zr:T 
ır? 
mr? — — — —, und r = Ye — = ® 
T_i 2Pa \’ nı r:T 
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Wirkt die Arenfraft Q zufammendrüdend, fo behalten die im Bor. 


Big. 461. ftehenden gefundenen Formeln ihre Anwen» 
dung, da hier nicht bloß die Richtung der Kraft 
A SB S, (Fig. 461) die entgegengefeßte wird, fondern 


auch die Kräfte S, und Zentgegengefegt angenom⸗ 
2 men werden können, wenn es darauf ankommt, 
* eine möglichſt große Mittelkraft 8, zu erhalten. 


C Beifpiel. Wenn eine ftehende Holzwelle von 
„Ss 10000 Pfund Gewicht das Umprehungsmoment 
Pa = 72000 Zollpfund aufzunehmen hat, fo ift 
bei dem Tragmodul 7 — 400 Pfund, der erforderlihe Halbmefler derfelben: 




















= - V& — — V /0,6366 . 72000 (1 = 10000 \—Ys 
e  ArT = 400 400 rn r? 
— —— a — 
Annähernd iſt 
r = V 114,6 — 4,85, daher 
7958 _ 7,958 __ aaa. 
— ———— 
und 
— 
(1 — er) 4 rs z — 1,071, 
r 0,6617 


fo daß nun fchärfer der gefuchte Wellenhalbmefler 
r — 4,85.1,071 = 5,194 Zoll, 


und folglih der Durchmefler der Welle, 
d — 10,39 Zoll folgt. 


Torsion in Verbindung mit Biegung. Nicht jelten kommen auch 8. 277 
Fälle vor, daß ein Balken oder eine Welle von einer Torfiond- und einer 
Biegungsfraft zugleich ergriffen wird, namentlich find die liegenden Rad— 
wellen in der Regel einer Torfion und Biegung zugleid, ausgefegt. Denken 
wir uns, um die Berhältniffe des Zuſam— 
menwirkens diefer zwei Kräfte zu erforschen, 
wieder einen prismatifchen Körper ABCD, 
Fig. 462, weldier an einem Ende BD 
fejtgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal- oder Biegungskraft Q, zu: 
gleich) aber nod; an einer Stelle C von 
einem Umbdrehungs» Kräftepaare (P, — P) 
ergriffen wird. ft 7, die Yänge 40 der 
Welle, Wı das Maß des Biegungsmomen. 
tes derfelben und e, die größte Entfernung 


Kia. 462. 
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eine Querſchnittselementes von der neutralen Are, jo Hat man die von der 
Kraft O9 erzeugte größte Arenfpannung 





> 2 _ = (vergl. $. 235); 


bezeichnet dagegegen « die lie H K des Kträftepaares (P, — P), W 
da8 Maß des Torjionsmomentes, und e den größten Abftand eines Quer: 
fchnittselementes von der Are CD diejes Körpers, fo läßt ſich die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte Schubjpannung 


Nun vertritt aber, wie leicht zu ermeſſen ift, die Spannung S, un 
I 
die Stelle der abjoluten Spannung S, = x im vorigen Paragraphen, da— 


her läßt fich aucd hier die Marimalfpannung im ganzen Körper 
ABCD, Fig. 462, 


— 4 Vo 183, oder 


_ he le, + (ha I, a\: — 





2m ( — 
ſetzen, woraus dann die > 
Pue\? * u 
—— — 2 
— * I folgt. 
Es ift daher das — — 
) Pu — — Vi 1 ‚„_ har T_WT — Ole 
m. 


ſowie die Axenkraft 





W, 1 — Puae 


2 — 
2) Q nat i: wonach entweder 


.W 
W 
m — — oder 
2 l aT 
Vr 1 mM. 
W; Qt, 


= — — (Pace — (Pas z zu jegen iſt. 
T\Ww ) 


Für den quadratifhen Schaft ift 
wW 1wV3 W, 
zz u 


— 
— — 


en 5 re daher 
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6VI Pa (1 a d 
——— 
_1\/6V7,Pa / 6QL\-% 
h= \/ — — ſowie 


h’= 


»T 
nn 6Qh f, _ (6V%R Pa\?]-! : 
T tr /|jI un 


h— Eh 1 en i, (320 7)" 
7 h’T j 


wogegen für die cylindrifche Welle 





w zr? M ar? 5 
—— — un — — — folglich 
2 Pa ( — 

rd = — — 
T\ zrT/ ui 





2 Pa 4Q1\% 
r — — 
Ayır: 2 (1 zr>:T ſowie 


— 4 QT, 2Pa \?| -! 
91 - )Tim 
/&ı Quf 4% 
=V- a J — 22a) zu fegen ift. 

Schr gewöhnlich ift es nicht ein Kräftepaar (P, — P), fondern eine 
ercentrifch wirkende Kraft P, welde die Torfion eines Körper® BCD, 
Fig. 163. dig. 463, hervorbringt. Da fich eine folche 
Kraft in eine gleiche Gentraltraft OP —= + P, 
und in ein Sräftepaar (P, — P) zerlegen 
läßt, dejien Armlänge a der Normalabftand 
CA zwifchen der Are CD des Körpers und 
der Angriffslinie der Kraft P ift, jo hat man 
es in diefem Falle, ſelbſt ohne Hinzutritt einer 
anderen Kraft Q, mit der zufammengefegten 
Feſtigkeit zu thun, indem fich die aus (P, — P) 
hervorgehende Torjion mit der durd) die Aren- 
fraft + P bewirften Biegung vereinigt. Es 
finden daher bei Beitimmung der Stärke eines folchen Körpers die letzten 
Formeln ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darin PT —= Qlı Sekt. 
Tritt zu der ercentrifchen Kraft P noch eine bejondere Biegungsfraft Q 
mit dem Momente Q1, hinzu, jo muß man natürlich, in den leiten Formeln 

Pl + Ql, ftatt Pl ſetzen. 
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278 Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Balfeı 
oder eine Welle BC, Fig. 464, von zwei Biegungsfräften Q, und Q, ew 
ig. 464. griffen wird, deren Richtungen €, Q, 
und C, Q, zwar recdjtwinfelig auf der 
Are C, B des Körpers ftehen, aber unter 
ſich felbft nicht parallel find, fo wird 
das Stüd 06, B deilelben von zwei 
Kträftepaaren (Q,,— Qı) und (Qa,— %) 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um die 
Art und Größe der Biegung beurtheilen 
zu können. Bezeichnen 7, und 2, die 
Hebelarme der Kräfte 9, und Q, ın 
Hinficht auf den feiten Punkt B, find alio 
Y,T und Q, 1, die Momente derjelben, 
und ift @ der Winkel, welchen die Kraftrichtungen zwiſchen ſich einſchließen, 
wenn man fie durch einen einzigen Punft legt, jo hat man nad) $. 95 dat 
Moment des refultirenden Kräftennares: 


Re = V(A 1)? + (Q1,)? + 2 (Qu lı) (Qi) cos... 
und es ift fir den Winkel 4, welchen die Ebene diefeg Kräftepaares mit der 
des Paares (Cꝛ. — Qı) einfchlieft, 


sin.B = 





a, 
Rec 
Um die Größe diefes Kräftepaares (R, — R) und die Ebene deſſelben zu 
finden, kann man die Kraft Q, von C, nad) C, reduciren und die reducirte 
Kraft Oo — 
einer Meittelfraft ZA, vereinigen; das Product Relr — Re iſt dann bie 
Größe des refultirenden Kräftepaares, und der Winkel Q, Ch Rı , der Wintel 
ß, weldjen die Ebene diefeg Paares mit der des Paares (Q,, — Q,) ein— 
ichließt. Diefe Ebene ift natitrlicy aud) diejenige, nad) weldyer der Körper 
gebogen wird, aud) ergiebt jid) mit Hilfe des gefundenen Montentes Re 
— R, |, die größte Spannung des Körpers: 
Ice 
w 
alſo wenn man dieſe dem Tragmodul 7’ gleichjegt: 
II VA FG)? F 2A) (Qi) em. 


e 


I i : 
? mit der Kraft Q, durch dag Kräfteparallelogramm zu 








— 





Wirkt nun auf dieſen Körper AB noch ein Umdrehungskräftepaat 
(P, — P) mit dem Momente Pa, fo ift die Marimalfpannung 


— | 


8. 278.] Die zufammengefegte Elaſticität und Reftigfeit. 537 


Ree, Rce, | (Pae\: 
2W, F 2 M F W ) 
zu fegen, wobei natürlihh W, das Maß des Biegungsmomentes, W das des 
Drehungsmomentes, und e, den größten Abftand des Körperumfanges von der 


neutralen Are, dagegen e den von der Yängenare des Körpers in D be- 


Sun — Y — 








zeichnet. 
Hiernach iſt 
=) _m_ Rce T 
J w, 


— 7? — [(Q, 1)? + (9, 13)? + 2(Q 11) (Q; 1.) cos. I 


Mit Hilfe der Formeln dei vorigen Paragraphen laflen ſich auch bie 
erforderlihen Querſchnittsdimenſionen des Körpers finden, wenn man in den— 
felben jtatt QL, die Summe Q, I, + Qrl, einfegt. 

Wenn nur eine Biegungsfraft Q, auf den Körper wirft, und bderfelbe 
anftatt des Kräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umdrehungsfraft P 
ergriffen wird, welche ſich in eine" Arenfraft P und in ein Umdrehungskräfte— 
paar (P, — P) zerlegen läßt, jo hat man ftatt Qz !,; dad Moment PL in 
den legten Formeln einzufegen. 


Schlufanmerfung. Obgleich über feinen Gegenftand der Mechanik bie jeßt 
fo viele Verſuche angeitellt worden find, als über die Glaftieität und Feftigfeit ver 
Körper, fo bleibt doch noch vieles zu unterfuchen und manche Unficherheit zu befeis 
tigen übrig. Wir haben WVerfuche hierüber von Ardant, Banks, Barlow, 
Bevan, Brir, Buffen, Burg, Duleau, Ebbels, Gptelwein, Fin— 
dan, Geritner, Girard, Gauthey, Kairbairn und Hodgfinfen, 
Yagerjbelm, WMuffhenbroef, Morveau, Navier, Rennie, Rondelet, 
Tredgold, Wertheim u. f. w. Die älteren Verſuche werden fehr ausführ- 
lich abgehandelt in Eytelwein's Handbuch der Statif feiter Körper, Bd. II., 
nächſtdem in von Gerſtner's Handbuch der Mechanif, Br. I. Gine umfäng- 
lihere Abhandlung uber diefen Gegenftand liefert auch v. Burg im 19ten und 
2oſten Bande der Nahrbücer des polytechn. Inftituts zu Wien. Man findet in 
diejen Schriften zum Theil auch abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
jube von Brir und Lagerjbelm iſt ſchon oben (S. 360) gedacht worden. 
Neue und fehr umfängliche Verfuche über die rüdwirfende Feftigfeit der Stein- 
arten, von Brir, rapportirt der 32ſte Jahrgang (1855) der Verhandlungen des 
Vereins zur Beförderung des Gewerbefleiges in Preußen. Cine einfache Theorie 
der Biegung von Brir findet man in der Abhandlung „elementare Berechnung des 
Miderftandes prismatifcher Körper gegen die Biegung“, welche aus den Verhand: 
lungen des preußijchen Gewerbevereins bejonders abgedrudt ift. Die neueiten 
Unterfuhungen über die Glaftieität von Wertheim find ebenfalls ſchon oben 
(ES. 362) befproden worden. Ueber Hodgkinſon's Verſuche findet man einen 
Auszug in Mofelen’s Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwerf von Hodafinfon ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron etc., bei 
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John Weale, 1846, erfchienen. Cine franzöftfche Meberfegung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, ver Annales des ponts et chaussees, auch wird hiervon in 
einem Aufjage von Goucde, Tome XX, 1855, der Annales des Mines ge 
handelt. Tredgold handelt in einer befondern Abhandlung „über die Stärke 
des Gußeiſens und anderer Metalle“, welche in Leipzig 1826 auch deutſé 
erjchienen iſt. Uebrigens it zum Studium zu empfehlen: Poncelet’s Intro- 
duction a la Mecanique industrielle, ferner Navier’s Resume des legons 
sur l’application de la Mecanique, Part. I., deutib von Weſtphal, unter 
dem Titel „Mechanif der Baufunft“, zu welder Schrift Boncelet in feine 
Theorie von dem Widerſtande feiter Körper (ſ. deflen Lehrbuch der Anwendung 
der Mechanif, Band II., deutih von Schnufe) Ergänzungen liefert. Ber; 
züglih und auch im vorliegenden Werfe mehrfach benußt ift: Resistance des 
materiaux (Lecons de Mecanique pratique) par A. Morin, ferner Thecrie 
ver Holz- und Gifenconftructionen mit bejonderer Nucjicht auf das Bauweſen 
von Georg Rebban. Wien 1856. Auch iſt zu empfehlen: die ſchon oben 
(S. 425) citirte Schrift, die Feftigfeit der Materialien, von Moll und Reu: 
leaur, ferner Me&moire sur la Resistance du Fer et de la Fonte etc. par 
G. H. Love, Paris 1852; fowie Tate, die Feitigfeit eiferner Balken und Tri: 
ger, nach dem Gnglifchen von von Weber, Dresden 1851. Die Theorie der zu— 
fammengefegten Feitigfeit it zuerit von dem Berfafler in der Zeitfchrift für tus 
gefammte Ingenieurwefen (dem Ingenieur) ven Bornemann u. f. w. Bd. J 
abgehandelt worden. In dem eriten Bande der neuen Folge dieſer Zeitichrift 
(„Eivilingenieur“ 1854) wird vom Herrn Kunſtmeiſter Bornemann die graphiſche 
Darftellung der relativen Feitigfeit abgehandelt; aud werden in demfelben die 
Ergebniffe ver Biegungsverfuche von Bornemann fowie von Lamarle mitgeteilt. 

Weitere Ausführungen der Lehre von der Glafticität und Feitigfeit fommen in 
der Folge bei der Theorie ver Schwingungen und der des Stofes vor. 

W. Rairbairn’s Useful Information for Engineers I. and II. Series, 
berichten mehrfache Verfuche über die Feitigfeit des Schmiedeeifens in verſchiedenen 
Formen, fowie auch über die von Steinen, Glas u. f. w. In theoretiſcher Bezie: 
bung iſt vorzüglich zu empfehlen: Leçons sur la theorie mathematique de 
l’elasticit€ des corps solides par Lam e, jowie AManual of applied Mechanics 
by W. J. M. Rankine, nächſtdem audy Cours de Mecanique appliquee, 1. 
Partie, par Bresse, fowie Theorie de la Resistance et de la flexion plane 
des solides par Belanger. Die Schrift von Laiffle und Shüblen: „Ueber den 
Bau der Brüdenträger“ it dem dermaligen Stand der Wiſſenſchaft entſprechend 
bearbeitet, und daher fehr zu empfehlen; auch enthalten Rühlmann’s Grundzüge 
der Mechanik, 3. Auflage (1860), einen lefenswerthen Abriß der Feitigkfeitelchre. 

Der Givilingenteur und die Zeitfchrift des deutichen Ingenieurvereins enthalten 
mebrere werthvolle Abhandlungen über Glafticitäte: und Feſtigkeitslehre, namentlic 
von Grashof, Schwedler, Winkler u. f. w , fowie auch mehrere qute Ueber: 
feßungen von frangöfifhen und englifhen Abhandlungen von Barlow, Bount- 
ceau, Fairbairn, Love u. f. w.; auch findet man in diefen Zeitfchriften die 
Ergebniſſe vielfacher Verſuche über die Keitigfeit, 3. B. von Bairbairn, Kar: 
marſch, Shönemann, Völfers u. ſ. w. 


Fünfter Abſchnitt. 


Dynamitk feſter Körper. 


Erſtes Capitel. 
Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 


Bewegungsarten. Die Bewegung eines feſten Körpers iſt entweder 8. 27 
fortſchreitend, oder drehend, oder beides zugleich. Bei der fortſchrei— 
tenden oder progreſſiven Bewegung (franz. mouvement de translation; engl. 
motion of translation) find die gleichzeitig zurüdgelegten Wege der Körper: 

Fig. 465. theile unter ſich parallel und gleid), bet der dre= 
henden oder rotirenden Bewegung (franz. mou- 
vement de rotation; engl. motion of rotation) 
hingegen bejcjreiben die Theile des Körpers um 
eine gewiffe gerade Yinie, die man die Umdre— 
hHungsare (franz. axe de rotation; engl. axis 
of revolution) nennt, concentriſche Kreisbögen. 
Jede zufammengefegte Bewegung läßt ſich als eine 
drehende Bewegung um eine bewegliche Are 
anjehen. Letztere ijt wieder entweder veränder— 
lich oder unveränderlich. 

In progreffiver Bewegung befindet ſich der 
Kolben DE und die Kolbenftange BF einer 
Pumpe oder Dampfmafchine, Fig. 465, in drehen« 
der Bewegung, dagegen ift die Kurbel oder der 
Krummzapfen A C, in zufanmengefegter Bewe— 
gung endlich die Surbelftange A B, denn das 
eine Ende B derjelben hat eine fortichreitende, 
und das andere Ende A eine drehende Bewegung. 
Bei einem ſich wälzenden Cylinder ift die Umdre— 


— — 
— 
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hungsare unveränberlih, bei der Kurbelſtange A B hingegen ift diefelbe 
veränderlich, denn fie ift der Durchſchnitt M zwifchen dem Perpendifel BK 
zur Arenrichtung CB der Kolbenftange und der Verlängerung des Kurbel- 
armes CA (f. 8. 101). 


Geradlinige Bewegung. Bei der geradlinig fortfchreitenden 
Bewegung eines Körpers finden die $. 82 und $. 98 gefundenen Bere 
gungsgefege eines materiellen Punktes ihre unmittelbare Anwendung. Die 
Maſſentheile M), Ma, M, u. f. w. eines mit der Acceleration p fortſchrei⸗ 
tenden Köfpers wiberftehen der Bewegung vermöge ihrer Trägheit mit den 
Kräften M,p, Map, M,p u. f. w. ($. 54), und da die Bewegungen aller 
diefer Theile in parallelen Pinien erfolgen, fo find auch die Richtungen dieſer 
Kräfte unter ſich parallel; e8 ift daher die Mittelfraft von allen diefen aus 
der Trägheit entfpringenden Kräften glei) der Summe 
Mp+Mp+Mpr+-- — (M+M +M; +--)p=Mp, 
wo M die Maffe des ganzen Körpers bezeichnet, und es füllt auch der An: 
griffspunkt derfelben mit den Schwerpunkte des Körpers zufammen. Um 
aljo einen übrigens frei beweglichen Störper von der Maſſe M oder dem 
Gewichte @ — Mg in eine geradlinig fortfchreitende Bewegung mit der 
Acceleration p zu verfegen, ift eine Kraft 

Gp 


P=Mrı = — 
9 


nöthig, deren Richtung durch den Schwerpunkt S des Körpers geht. 

Aendert fi) in Folge der Einwirkung der Kraft P die Gefchmwindigfeit c 
während der Zurliclegung des Weges s in die Gejchwindigfeit » um, fo ift 
die von der Maſſe in fich aufgenommene mechanische Arbeit ($. 72): 


ve — ce? ve — ce? 
Ps = (°) = (X F )e=u—m 6. 


Beifpiel. Der Kolben fammt Stange von einer Bumpe, Dampfmaſchine, Ge— 
bläfemafchine u. |. w. hat eine ungleihförmige Bewegung, bei feinem höchiten und 
tiefiten Stande ift er ohme Gefchwindigfeit, und nahe bei feinem mittleren Stande 
ift die Geſchwindigkeit deflelben am größten. Iſt das Gewicht des Kolbens und 
feiner Stange = G, und feine größte Gefchwindigfeit in der Mitte feines Auf: 
ever Miederganges — vr, fo beträgt hiernah das Arbeitsvermögen, weldes er 
vermöge feiner Trägheit in der eriten Hälfte feines Weges in fi aufnimmt und 
in der zweiten Hälfte defielben wieder ausgiebt: 

‚2 
L= 57 6. 
Kür @ = 800 Pfund und v — 5 Fuß ift dieſe Arbeit: 
L = 0,016.5°?.800 — 320 Fußpfund; 
wäre nun noch der halbe Kolbenweg s — 4 Auf, fo hätte man die mittlere Kraft, 


welche nöfhig ift, um den Kolben in der eriten Hälfte diefes Weges zu befchleuni- 
gen, und welche derfelbe in der zweiten Hälfte durch feine Verzögerung ausübt: 
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2 
8 298 4 


Drehende Bewegung. Geht die bewegende Kraft P eines Körpers $. 281 

AB, fig. 466, nicht durch den Schwerpunft S, fo nimmt der Körper eine 
Fig. 466. Drehung um diefen Punkt an, und es ſchreitet die- 
ſer fort, al8 wenn die Kraft unmittelbar in ihm 
angriffe, wie ſich folgendergeftalt beweifen läßt. 
Man fälle vom Schwerpunkte S ein Perpendifel 
SA=a gegen die Kraftrihtung, verlängere daf- 
felbe rückwärts, mache die Berlängerung SB dem 
Perpendifel gleich und laſſe zwei ſich das Gleichge- 
wicht haltende und parallel mit Pwirfende Kräfte, 
die eine + 1/, P ımd die andere — P, in B 
angreifen. Die Kraft + '/, P giebt in Verei— 
nigung mit der einen Hälfte der in A angreifenden Kraft P die im Schwer- 
punfte S angreifende Mittelfraft 
P=1WP+1,P=P, 
wogegen bie Kraft — '/, P mit der zweiten Hälfte (12 P) von der in A angrei- 
tenden Kraft P ein Kräftepaar bildet; es refultirt alfo aus der excentrifc 
wirkenden Kraft P eine durdh den Schwerpunft gehende Kraft 
P, — P, welche diefen Punft ſammt dem ganzen Körper progreffiv bewegt, 
und ein Kräftepaar (1, P, — 1/, P), weldyes den Körper um den 
Schwerpunkt dreht, ohne einen Drud in demfelben zu erzeugen. Das 
ſtatiſche Moment diefes Kräftepaares ift aber 
—1,P.SA+P.SB— P.SA—=Pa 

gleich dem ſtatiſchen Momente der in A angreifenden Kraft P in Hinficht 
auf den Schwerpunkt S; es ift folglich aud) die refultirende Umdrehung die- 
felbe, als wenn der Schwerpunft S feftgehalten witrde und P allein wirkte. 

Wird ein Körper AB, Fig. 467, durch eine Führung oder Leitung 
DE, D, E, gezwungen, eine progrejfive Be- 
wegung anzunehmen, jo übt die ercentrifche 
Kraft AP — P dieſelbe Wirkung auf die 
Bewegung des Körpers aus, wie eine gleiche 
im Schwerpunfte S deifelben angreifende Kraft 
SP, — P,, weil das übrig bleibende Kräfte: 
paar ( P,— !/; P) durd) die Führung auf: 
genommen wird. Iſt a die Excentricität SA 
der Kraft P, oder der Abftand ihrer Richtung 
von dem Schwerpunkte S des Körpers und 
bezeichnet b den Abjtand HK zwifchen den 





fig. 467. 
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durch die einander diagonal gegenüberliegenden Edpunfte F und G gelegten 
Normalen der Führung, fowie (N, — N) das Fräftepaar, mit welchem 
der Körper gegen die Führung wirkt, jo hat man durch Sleichjegen der Mo— 
mente diefev Paare (!,, PR — 15 P) md (N, — N): 

"Nb — Pa, und daher: 


a 
N= 7 P. 

Wird endlich der Körper AB, Fig. 468, durch eine feſte Are U verhin- 

Fig. 468. dert, fortzufchreiten, fo übt die excentriiche Kraft 


— — 


AP — P, deren Richtung um UA — a von 
der fejten Are C abfteht, diefelbe Wirkung auf 
die Umdrehung des Körpers um diefe Are C aus 
als ein Kräftepaar (!, P, — D) mit der 
Amläne AB 20A = 208 — 2a, 
oder dem Momente ',P.2a — Pa, weil die 
übrig bleibende centrifhe Kraft UP —Pı —P 
von den Arenlagern aufgenommen wird (vergl. $. 130). 





&. 252  Trägheitsmoment. Bei der Umdrehung eines Körpers AB, Fig. 

469, um eine fefte Are € legen alle Punkte M,, Ma u. |. w. deſſelben in 

Fig. 469. gleichen Zeiten gleiche Gentriwinfel Mı CN, 

— M; UN, u. |.w. — 90 zurüd, welchen 

alfo auch bei gleichem Radius, z. B. CD, 

— CD; u. |. w. — Eins (1) ein und der- 
‚felbe Bogen 


DE=DR E. n1\.w.—o0= 


entſpricht. 

Da die Geſchwindigkeit durch den Quo— 
tienten aus einem Raumtheilchen ꝙ und 
dem entſprechenden Zeitelemente r beſtimmt 
wird, ſo iſt folglich auch die Winkelge— 
ſchwindigkeit (franz. vitesse angulaire; engl. angular velocity), d.i. die 
Gefchwindigfeit derjenigen Punkte des Körpers, welche um die Pängeneinheit 
(3. B. einen Fuß) von der Umbdrehungsare abftehen, fr den ganzen Körper 
eine md diejelbe, nämlich 


0 
— 
1809 








Me 


und ebenjo ift auch die Winfelacceleration, oder die Acceleration des 
umlaufenden Körpers im Abftande Eins (1) von der Drehungsare, für den 
ganzen Körper eine gemeinfchaftlice Größe, und zwar 
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19) 
K—=-, 
T 
wenn hier @ den im Zeitelemente 7 erfolgten Zuwachs der Winkelgeſchwin— 
digkeit des Körpers bezeichnet. 

Um die Wege sı, 5 u. f. w., Geſchwindigkeiten ©, zz u. ſ. w. und Ae— 
celerationen p1,P3 u.|. w. der Punkte M,, My u. |. w. des Körpers zu finden, 
welhe um CM —=r,, CM; — r, u. ſ. w. von der Drehungsare C ent- 
fernt find, hat man natürlich den Winkelweg p, die Winkelgejchtwindigfeit @ 
und die Winkelacceleration x mit r,, 73 u.j.w. zu multipliciven; alfo 

si — pr, s8 =pr\. . w. 
vi = or, % = or u |. w. und 
sr BERG EN 
zu jegen. 

Beiteht folglicd) die ganze Maffe M des Körpers aus den Theilen M,, Ma 
u. ſ. w., welche um die Halbmeſſer r,, rg u. ſ. w. von der Drehungsare U 
entfernt find, fo find die Kräfte, mit welchen diefe Maffentheile der Umdre— 
hung widerjtehen:: 

P =Mp = +Mırn, P= Mm — x M.r, u |. w, 
und ihre Momente: 
Pn=xMır), Bn =xMır’ u]. w, 
und es iſt das erforderliche Moment zur Umdrehung des Körpers mit der 
Winkelacceleration «: 
2 Pa=xMır!’ +#Msr; +-- 
— x Alr + Mır’ + M;r? + ---). 

Ebenjo jind (nad) $. 84) die mechanischen Arbeiten, welche die Maſſen— 
theilchen M,, MM; u. ſ. w. erfordern, um die Gefchwindigfeiten ©, ©, u. f. w. 
anzunehmen: 

A, = WM, v) = !ıw®Mır}, 
A, = M, v? — Yo?Mar} u. f. w., 
und es ijt daher die mechaniſche Arbeit, welche der ganze Störper in Ans 
ſpruch nimmt, während ev die Winfelgejhwindigfeit « erhält: 
A=A+4+:-- 
= 1,0!(Mr!+Mr+Mır’+---). 

Es hängt aljo die Kraft und Arbeit einer rotirenden Maſſe vorzüglich von 
der Summe Mır!? + Mr? + Mar} + » +» aus den einzelnen Maſſen— 
teilen M,, M, u. ſ. w. und den Quadraten ihrer Entfernungen r,, r, u. |. w. 
von der Umdrehungsare ab. Man nennt diefe Summe das Trägheits-, 
Drehungs- oder Maffenmoment (franz. moment d’inertie; engl. mo- 
mentum of inertia), und wir werden es in der Folge durch Mr? oder W 
bezeichnen. Es ijt aljo hiernad) das Moment der Kraft, wodurd) der Maſſe 
M=— M, +M, + -- -, deren Trägheitömoment 
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W=Mr—=Mr’+ Mr?+---ift, 
die Winkelacceleration ertheilt wird: 
1) Pa=xMr’=xW. 
und dagegen die mechanijche Arbeit, wodurch diefe Maſſe M in eine Umdre— 
hung mit der Winkelgejchtwindigfeit @ verſetzt wird: 
2) Ps = ',0!Mr? — \/,@? W. 
Hat die Mafje ſchon anfangs eine Winfelgefchwindigfeit &, fo ift die me- 
chaniſche Arbeit, wodurd) diefelbe auf @ gefteigert wird: 
Ps = !",o! W — 1), W — !/; (02 — 82) W. 
Aud) läßt ſich hiernad) umgekehrt, aus der aufgewendeten Arbeit und An- 
fangsgeſchwindigkeit & die Endgefchwindigfeit @ beſtimmen; es ift nämlid): 


/ 
2Ps 
— 2 er 
o=V: + 


Beifpiel. Wenn der um eine fefte Are C drehbare und anfänglich ruhende 
Körper AB, Fig. 469, ein Trägheitsmoment von 50 Fußpfund befigt und mittels 
eines um eine Molle liegenden Seiles mit einer Kraft P —= 20 Pfund und bei - 
Zurüdlegung des Weges s — 5 Fuß in Umdrehung gefegt wird, fo ift die er: 
langte Winfelgefchwindigfeit dieſes Körpers: 


— — 
2P 2.20.5 7 e 
N Vr = Y 50 —- Vi? Fuß, 


d. h. jeder Punkt in der Entfernung eines Fußes von der Umdrehungsare legt 
nah Aufnahme diefer Arbeit in jeder Secunde 2 Fuß zurüd. Die Zeit einer 
Umdrehung it: 





t= * — 3,1416 Secunden, 
und die Zahl der Umdrehungen in der Minute: 
— — —19,1 
et 81416 * 


Geht die gefundene Winfelgeihwindigfeit ® = 2 Auf in die Gefchwindigfeit 
e — %, Buß über, fo verrichtet diefe Mafle die Arbeit: 
Ps = 1? — Y-% = Ua — Y)-B — hr: — 85,98 Fußpfe.; 
hebt alſo 3. B. ein Gewicht P, von 10 Pfund 8,593 Fuß hoch. 


— 


283 Reduction träger Massen. Sind die Winkelgeſchwindigkeiten zweier 
Maflen M, und M, unter fich gleich, gehören 3. B®. diefe Maſſen einem und 
demfelben rotirenden Körper an, jo verhalten fich ihre lebendigen Kräfte wie 
ihre Trägheitsmomente W, = Mı r) und W = Ms; r}, und jind nun auch 
diefe unter fich gleich, jo befigen die Mafien gleicje lebendige Kräfte. Zwei 
Maſſen haben aljo hiernad) gleichen Einfluß auf den Bewegungszuftand eines 
fi) umdrehenden Körpers, und e8 kann eine durch die andere erjegt werden, 
ohne daß dadurd) eine Aenderung im Bemwegungszuftande vor fich geht, 
wenn fie gleiche Trägheitsmomente M, r? und Mar} bejigen, fi) alfo zu 
einander umgefehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Umdre— 
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hungsare verhalten. Mit Hilfe der Formel Mr? = Mayr} läßt ſich eine 
Maſſe von einer Entfernung auf eine andere reduciren, d. h. es läßt fid) eine 
Maſſe M, angeben, welche in der Entfernung r, eben den Antheil an dem 
Bewegungszuftande des ſich drehenden Körpers hat, als die gegebene Maſſe 
M, in der Entfernung r, ; es ift — 
My r? W; 
M, = 7; = 73 
d. i. die auf die Entfernung vr; reducirte Maſſe ift der Quotient 
aus dem Trägheitsmomente der Mafje und dem Quadrate jener 





Entfernung. 
Zwei an einer Radwelle ACB, Fig. 470, feftligende Gewichte Q@ und 
Fig. 470. Q, in den Abſtänden CB—=b um 


CB, = a von der Umdrehungsare X X 
haben aljo vermöge ihrer Mafien auf die 
Bewegung der Radwelle gleichen Einfluß, 

? 
wenn Qha? —= Qb?, alſo Q, — g 
ift. Wirkt daher eine Kraft P am Hebelarme 
CA= CB, — a, um eine Mafje vom 
Gewichte Q im Abftande C B—b in Um: 
drehung zu fegen, fo hat man die letztere auf 
den Hebelarn a der Kraft P zu reduciren, alfo ftatt Q, 





_ 4° 
— 
und die von P bewegte Maſſe: 
M= (p E= 9% 
zu fegen, weshalb num die Acceleration des Gewichtes P: 
_ Kraft _ P — Pa? — 
— Maſſe b? ” 7 Pa? v2 


und die Winfelacceleration: 
r — — 
a Pa? + Q * 
ſich ergiebt. 

Beifpiel. Iſt das Gewicht der rotirenden Maffe Q—= 360 Pfund, ihr Abitand 
von der Drehare, b — 2,5 Ruf, das die bewegende Kraft ausmachende Gewicht 
P — 24 Pfund und defien Hebelarm a — 1,5 Ruß, fo folgt die von P beſchleu— 
— träge Maſſe: 


= [?+(5 =) Q]: g = 0,032 (+7 -360) — 0,032. 1024 


= 82,77 Pfund, 
Weisbach's Lehrbuch der Mebanif. L 35 
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und daher die Befchleunigung des Gewichtes: 
24 


„— 37” 0,732 Fuß, 
dagegen die Ncceleration der Mafle Q: 
b 5 5.0732 _ 00. 


und die Winfelacceleration: 
x — £ — 0,488 Fuß. 
Nah 4 Secunden ift die erlangte Winfelgejchwindigfeit: 


wo — 0,488.4 — 1,952 Ruß, 
und der entiprechende Weg: 





1,952. ee 
Yut=—— e — 3,904 Ruß, 
folglih der Umprehungswinfel: 
Pr on .180° — 1,2426 .1800 — 223045 , 


endlich der von dem Gewichte P zurüdgelegte Weg: 


2 7 2 
— Pl _ In — 5,856 Ruf. 


8 
, 284 Reduction der Trägheitsmomente. Kennt man das Trägheite 
moment eines Körpers oder eines Syſtems von Körpern in Hinficht auf eine 
dur) den Schwerpunkt S des Körpers gehende Are, fo läßt ſich daraus leicht 
das Trägheitsmoment in Hinficht auf eine andere mit jener parallel Laufende 
Fig. 471. Are finden. Es fei S, Fig. 471, die erfte durd 
den Schwerpunft gehende und D die zweite Dre 
hungsare, für welche das Trägheitsmoment des Kör— 
pers bejtimmt werden foll; ferner fei SD — d die 
Entfernung beider Aren von einander, und es feien 
SN=z, und N,M, —=yı die rechtwinkeligen 
Coordinaten eines Maffentheile® I, des ganzen 
Körpers. Das Trägheitsmoment diefes Theiles 
in Beziehung auf D ijt num: 
— 4. DM; =M (DN + NM) —=M [(d + 0) + si) 
und in Beziehung auf 8: 
— M.SM}=-M(SXN + NM) =M (e +), 
daher die Differenz beider Momente: 
— M (d+2dn +2? +) — Iı (+ y)—= Mid? + 2 M,dn. 
Für einen anderen Maffentheil Mz iſt fie: 
— M,d! + 2M,dn,, 








für einen dritten: 
== M; d? * 2 M,dz; u. ſ. w. 
daher für alle Maſſentheile zuſammen: 
=(M+M+M;+--.) a? +2dMı M + Mr, +.) 
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Nun ift aber M, + M; + - - - die Summe M aller Mailen und 
Mr; + M. 2. + -- - die Summe Mx ihrer ftatifchen Momente, es 
folgt daher die Differenz zwiichen dem Trägheitsmomente W, des ganzen 
Körpers in Beziehung auf die Are D und dem Trägheitmomente W in 
Beziehung auf S: 

W, -— W= Md? 4 2dMna. 

Da aber endlich, fiir jede Ebene durch den Schwerpunkt die Summe der 
ftatifchen Momente der Theile auf der einen Seite fo groß ift als die der 
Momente anf der anderen Seite, die algebraifche Summe aller Momente 
alio — Null ift, jo hat man aud) Mx — 0, und daher: 

W, — W — Mid, 
d. i. 
Ww — W -ı Ma? 

Es iſt alfo das Trägheitsmoment eines Körpers für eine er- 
centriihe Are gleid; dem Trägheitsmomente in Beziehung auf 
eine durd den Schwerpunkt gehende PBarallelare, vergrößert um 
das Product aus der Mafje des Körpers und dem Quadrate des 
Abftandes beider Aren von einander. 

Man erjieht auch hieraus, daß von allen Trägheitsmomenten in Bezie- 
hung auf lauter parallele Aren dasjenige am kleinſten ausfällt, deſſen Are 
die Schwerlinie des Körpers ift. 


Trägheitshalbmesser. Es ift nöthig, die TrrägheitSmomente von den 
vorzüglichiten Körpern der Geometrie fennen zu lernen, weil diefelben bei 
den Unterjuchungen der Mechanik jehr oft zur Anwendung kommen. Sind 
diefe Körper homogen, wie wir im Folgenden ſtets vorausfegen wollen, fo 
find die Maſſentheile M,, 7; u. j. w. den entſprechenden Bolumentheilen 
V,, F, u. | w. proportional, und es läßt fid) daher das Maß des Träg- 
heitsmomentes, weldyes man auch wohl Trägheitsmoment fchlechtweg nennt, 
durch die Summe aus den Bolumtheilen und den Quadraten ihrer Entfer- 
nungen von der Umdrehungsare erjegen. Auch laſſen ſich in diefem Sinne 
die Trägheitsmomente von Linien und Flächen angeben. 

Denkt man fid) die ganze Maſſe eines Körpers in einen Punkt zuſam— 
mengedrängt, jo läßt ſich die Entfernung deifelben von der Are unter der 
Vorausſetzung beftimmen, daß die fo concentrirte Maſſe mit der im Raume 
vertheilten Maſſe einerlei Trägheitsmoment befige. Man nennt diefe Ent- 
fernung den Drehungs- oder Trägheitshalbmefjer (franz. rayon 
d’inertie; engl. radius of gyration). Iſt W das Trägheitsmoment, M die 
Maſſe und A der Trägheitshalbmeiler, fo hat man Mk? — W, und daher: 


57 
— 


256 
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Uebrigens ift zu erinnern, daß diefer Halbmeſſer keineswegs einen be- 
ftimmten Punkt, fondern nur einen Kreis angiebt, in deilen Umfang die 
Maſſe beliebig vertheilt angenommen werden kann. 

Führt man in der Formel 


W =W+r Md, W—= Mk? und W, = Mk} 
ein, jo erhält man: 
k’—=Kkt + d%, 
d.h. e8 ift das Qnadrat des Drehungshalbmeilers in Beziehung auf eine Are 
gleich dem Quadrate des Drehungshalbmeflers in Beziehung auf die parallele 
Scwerlinie plus das Quadrat der Entfernung beider Aren von einander. 


Trägheitsmoment einer Stange. Bon einer Stange AB, Fig. 
472, welche ſich um eine Are X X durch ihre Mitte S dreht, beftimmt ſich 
Fig 472. das Trägheitsmoment auf folgende Weile. Es 

jei der Qimerfchnitt der Stange, — F, die halbe 
Tänge SA derjelben, — 7, und der Winfel, wel- 
chen ihre Are mit der Drehungsare einjchlicht, 
d. i. ASX =... Theilen wir die halbe Länge 
in n Theile, jo erhalten wir auch n Stüde, jedes 


von dem Inhalte - die Entfernungen diefer 


Stücke von der Mitte S find — — — w., 
n’'n'n 

daher die Abjtände derfelben von der Are XX, 

wie z. B. MN: 


F 28 _ 81 . 
= — sin. &, — sin. d, -— sin. c u. ſ. w. 
n n n 





und ihre Quadrate: 


— (- sin. 9 4 E sin. =), 9 (Frey. — 
n un n 


Durch Multiplication diefer Quadrate mit dem Inhalte ” eines Ele— 


x 








mentes und durch Addition der dadurch erhaltenen Producte ergiebt fid) nun 
das Trägheitsmoment der halben Stange: 


Fl ( sin. — | ( sin. J ( sin. @\? 
7* n * n — n ) 4 
F13 sin. a? 


= — HR HH 4m), 


N” 
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oder, da 1? + 2? + 3? +... + if, 
F13 sin. «@? 
— 

Da ferner FI das als Maſſe M zu behandelnde Volumen der halben 
Stange iſt, fo folgt endlid): 

W = !, MI sin. a*. 
Der Abftand eines Stangenendes von der Are X X ift 
aCGC= BD= a. = len, 

daher folgt einfacher 


W= 


W == !/, Ma”, 

welche Formel aud) auf die ganze Stange AB anzuwenden ift, wenn man 
unter M die Maffe der ganzen Stange verfteht. Eine Maſſe M, am End- 
punfte A der Stange hat das Trägheitsmoment M, a?, macht man daher 
M, = '/; M, fo hat M, mit der Stange einerlei Trägheitsmoment. Ob 
alfo die Maſſe auf die Stange gleichförmig vertheilt, oder ihr dritter Theil 
im Endpunfte A concentrirt fei, dies fommt in Hinficht auf die Trägheit 
auf eins hinaus. 

Set man W = Mk?, jo befommt man k? — !/, a?, und daher den 
Trägheitshalbmefjer der Stange: 

k=a Vıl == 0,5778.0, 

Steht die Stange fenkrecht auf der Drehungs- 
are, fo ift a = I, daher 

Ww=ı, m. 

Befindet ſich endlich die Stange AB, Fig. 473, 
mit der Drehungsare C, Di nicht in einerlet 
Ebene, und ift der Fürzefte Abftand 

Ss =CtGa =DD, 

der Stangenare von der Drehungsare, — d, fowie 
der Normalabftand AC— BD der Stangenenden 
A und B von der mit C, D, parallelen Are 
CD durch den Schwerpunkt S der Stange, = a, 
jo hat man (nad) $. 2854), das Trägheitsmoment 
der Stange: 

Wı = W + Ma? — M(d? + 1, a?) 


Fig. 473. 
X 





Rechteck und Parallelepiped. Die Trägheitsmomente von ebenen $. 287 
Flächen beftimmen ſich genau fo wie die Biegungsmomente W — Fi z} 
+ F,z; + » - » derjelben. Deshalb laſſen ſich auch die im vorigen 
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Abſchnitt fiir verfchiedene Flächen gefundenen Werthe von W al® Trägheit# 
momente W hier benugen. 
Für das Rechteck ABCD, Fig. 474, ift das Trägheitsmoment in 


Big. 474. Hinficht auf eine Are X X, welche parallel 
2 mit einer Seite läuft, und durch die Mitte 
S diefer Figur geht, nad) $. 226, 
0 
=: 


-X mo b die Breite AB —= CD, parallel zur 
Umdrehungsare, und h die Höhe AD—= BC 
der Fläche bezeichnet. 

Nun ift aber der Inhalt dA dieſes 
Rechteckes als Maſſe M deſſelben einzufegen, 
daher folgt da8 Trägheitsmoment : 

Mh? M /h\? 
„-%=3(): 
d. i. fo groß als das des dritten Theiles diefer Maffe, im Abſtande 


SF=8S60 —= -- von der Drehungsare angebradit. 





Dreht ſich diefes Rechteck um eine Are ZZ, weldye redjtwintelig gegen 
die Ebene defjelben fteht und ebenfalls durc die Mitte S der Figur geht, 
jo hat man nad) $. 225: 

__ Mh? Mb Mi +0) _M|/R\? b\?]- 
ze —— —3200 


12 12 12 3 


263 
— 3 5). 


wenn d die Diagonale AC — BD des Rechteckes bezeichnet. Man fann 
ſich alfo in diefem Falle den dritten Theil der Maſſe des Rechteckes in einem 
der Eckpunkte A, B.. . angebradjt denken. 
Da ſich ferner ein gerades Parallelepiped BEF, Fig. 475, durch 
Fig. 475. Parallelebenen in lauter gleiche rectan⸗ 
guläre Blätter zerlegen läßt, jo gilt 
diefe Formel aud) fiir diefes, wenn die 
Umdrehungsare durch die Mittelpuntte 
von je zwei gegenüber liegenden Flächen 
“ geht. Uebrigens folgt auch aus dieler 
Formel, daß das Trägheitsmoment des 
Barallelepipeds gleich ijt dem Träg- 
heitsmomente des in einem der Edpunfte A angebrachten dritten Theile 
feiner Maſſe. 
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Prisma und Cylinder. Mit Hitlfe der Formel für das Trägheits- 
moment eines “Parallelepipedes läßt ſich auch das eines dreifeitigen 
Prismas berechnen. Die Diagonalebene AD F theilt das Parallelepiped 

Fig. 476. in zwei gleiche dreifeitige Prismen mit recht— 
winfelig triangulären Grundflähen ABD, 
Fig. 476, es ift daher flir eine Drehung 
um die durch die Mittelpunfte C und K 
der Hypotenuſen gehende Are XX das 
Trägheitsmoment — 1. Md?. Benutt 
man num den Pehrfag in $. 284, fo erhält 
man das Trägheittmoment in Beziehung 
auf eine durch die Schwerpunkte S und S, der Grundflächen gehende 
Are 22: 


— 12 0. 
W=13„Md?2?— M.CS=M (< — (17 cB)‘) 
d? d\? 
= ul * (5) | 


W = 1 Md‘, 
und es folgt auch das Trägheitdmoment in Beziehung auf die Seitenfante 
BH: 
W= W+ M.SB?—= \/,Md? + M('/,d)? — #1, Ma? 
— 1,Md?, 
wobei d allemal die Hypotenuſe AD der triangulären Grundfläche bezeichnet. 
Für ein Prisma ADFE, ig. 477, mit gleihjchenfelig trian= 
gulären Grundflähen ift das Trägheitsmoment in Beziehung auf eine 
Fig. 477. Ure XX, welche die Mittelpumfte der 
Grundlinien verbindet, W, — !/; Md®, 
wenn d die Seite AD=AE einer Grund» 
fläche bezeichnet, weil fich diefe Fläche durch 
die Höhenlinie AB in zwei gleiche recht- 
winfelige Dreiede zerlegen läßt. Iſt nun 
diefe Höhe A B der gleicyichenfelig triangu- 
(ären Bajis, — h, fo hat man das Träg- 
heitömoment diejes Prismas in Beziehung 
auf die Are YF durch die Schwerpunfte der Grundflächen: 


W I, Md? h\ 1/ 1’, h? 
=1,Md —ı“(5) =M (ld — „ h?) 
=! M (ad? — !/;R°), 
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und endlid) das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Kante A F durch 
die Spigen A und F der Grundflächen: 
h? 4h? 


d? 
ET Be Eu zer 
— 1, M (!yd2 4 M2), 
Hiernach läßt ſich auch das Trägheitsmoment eines geraden regel» 
mäßigen, ſich um feine geometrifche Are drehenden Prismas ADFE, 


Fig. 478. Fig. 478, finden. St CA=CB—r ber 
K Halbmeffer der Grundfläche oder eines Ergänzungs- 
A? dreiedes der Bafis, A die Höhe CN von einem 





A der Ergänzungsdreiede ACB, und M die Maſſe 
2x de ganzen Prismas, fo hat man nad) der letzten 
Formel, wenn man darin r ftatt d fegt: 


F w= —X 4 1) . 
Das reguläre Prisma wird zu einem geraden Cylinder, wenn kh— r 


ausfällt, daher ift das Trägheitsmoment diefes Cylinders in Beziehung auf 
feine geometrische Are: 


2 
v=Y (7 +r)= Mr. 


Das Trägheitsmoment eines Cylinders ift alfo glei dem 
ZTrägheitsmomente der halben Cylindermaffe concentrirt in dem 
Umfange deſſelben, oder gleich, dem Trägheitsmomente der ganzen Mafle 
befindlich im Abftande 

k=rVı = 0,7071.r. 
Hat man e8 mit einem hohlen Cylinder ABDE, Fig. 479, zu thum, 
Big. 479. fo ift das Trägheitsmoment des leeren Rau: 
F mes von dem des mafjiven Cylinders abzu- 
S ziehen. Bezeichnet 7 die Länge, rı ben 
äußeren Halbmeffer CA und r, den inneren 
Halbmefier C @ diefes Körpers, fo hat man, 
nad) dem Vorigen, das Trägheitsmoment 
des hohlen Cylinders: 

W=Nh(äMn—Mr)='halt.r rd, (rt —r})l 

= 1a re +r)l=1hMlr! + r), 
weil das als Maſſe zu behandelnde Bolumen des Körpers — 7 (r— ri iſt. 
rn +r 


2 


Dr 








Pezeichnet ferner r den mittleren Halbmefjer 
der Ringfläche, jo hat man aud): 
2 
W=NM(r+ =) . 


und b die Breite rn, — r, 


$. 289.] Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 553 


Kegel und Pyramide. Mit Hilfe der Formel fir das Trägheits- 8. 289 

Fig. 480. moment eines Cylinders läßt fi) nun and) das 
Trägheitdmoment eine8 geraden Kegels, fowie 
das einer Pyramide berechnen. Es fi ACB, 
Fig. 480, ein ſich um feine geometrifche Are drehen- 
der egel,r — DA— DB, ber Halbmeffer feiner 
Bafis, und Aa—= CD, feine in die Are fallende Höhe. 
Führen wir in gleichen Höhenabftänden n Schnitte 
parallel zur Bafis, jo erhalten wir lauter dünne 
Scheiben von den Halbmeſſern 

75 7 7 


-,2-,3- ..n- 
N n N n 


und der gemeinfcjaftlichen Höhe 2. Die Volumina 
diefer Scheiben find: 
( 2) h (? ) h (* er). 
zi-) -—, a\—) -—, X Zufm, 
n n n n 
und daher die Trägheitsmomente — 
n/ 2n’ "\n/ an’ ar an. 


Die Summe diefer Werthe giebt endlid) da8 Trägheitsmoment des 
ganzen Kegels: 
w— ar! N 








(11 $ 2° + 8° 4... + 09), 
db.i,dalt +2? +3: +... + nt = a und die Maſſe des Kegels 








M= — zu ſetzen iſt, 
zııh 3 ar:h 3 
Der To re 
Fig, 481. Ebenſo iſt für die gerade Pyramide ACH, Fig. 481, 
E mit rectangulärer Baſis, unter denfelben Verhältniffen: 
W = !\, Md?, 
wenn d die halbe Diagonale DA der Bafis be 


zeichnet. 

Auch ergiebt ſich durch Subtraction von zwei 
Trägheitsmomenten, das Trägheitsmoment eines ge= 
raden abgefürzten Kegels (ABEF, Fig. 480), 
defien Halbmeffer DA und OF, r, und r, und 
Höhen CD und CO, h, und Ah, find, in Beziehung 


auf feine geometrijche Are XX: 
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x sch, 
— — 4 up JJ — — 9 
w σry 
oder, da die Maſſe 
M= 36 h, —r; Wer) it, 
5 — fo 
w_=?*» al —:). 


Ss: 20 Kugel. Auf gleiche Weife beſtimmi ſich das Trägheitsmoment einer 
Kugel, welche ſich um einen ihrer Durchmeſſer DE— 2r dreht. Theilen 
wir die Halbfugel ADB, Fig. 482, durdy Schnitte parallel zur Bafie 

Fig. 482. ACB in n gleicydide Scheiben wie G KH u. |. w, 
und beftimmen wir die Momente derfelben. Das 
Quadrat de8 Halbmeſſers GE K einer ſolchen 
Scheibe ift: — 

GX- —- GG-G —- CK", 

daher das —— derſelben: 


—4 x-- 6 — OK 





=. — CR + CK*!)- 
. 3r nr 
Segen wir nun für CK nad) und nad) e * u. ſ. w. bis * 


ein, und addiren wir die Ergebniſſe, ſo folgt das Erägheitsmoment der 
Halbkugel: 


vw In. rt— 2r? (2 Jetzt Iny+(Z (+24) 


ar rt mn? 4 n® 
37 lan 25.8 el —J Di: 
2nLl n 


| nn. 
w=Tu-}7 „+\)= 





Kun ift der Inhalt einer Halbkugel, M— ?/,ır r J läßt ſich daher ſetzen 
W=!,.?!,ar?.r? = %, Mr}, 
und nimmt man M für die ganze Kugel an, fo gilt die Formel aud) für diefe. 
Der Drehungshalbmeiler ift: 
k—=rV?, — 0,3% .r; 
zwei Fünftel dev Hugelmaffe um den Kugelhalbmeſſer von der Drehungsare 
abftehend, hat dafjelbe Trägheitsmoment wie die ganze Kugel. 
Die Formel 
W= :, Mr: 
gilt aud) für ein Sphäroid, deiien Aequatorhalbmeſſer — r ift ({.$. 123). 
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Dreht fid) die Kugel um eine andere, von ihrem Mittelpunfte um d ab: 
ftehende Are, fo hat man das Trägheitsmoment derfelben zu fegen: 
W=Md(d: +, r). 


Cylinder und Kegel. Das Trägheitsmoment einer Kreislinie $. 291 
ABDE, Fig. 483, in Hinficht auf eine Are durd) den Mittelpunft C und 
rechtwinfelig zur Ebene des Kreifes ijt, da alle Punkte um CA — r von 
der Are abftehen, 
W —= Mr’, = 
und folglich dasjenige in Hinficht auf einen der Durchmeſſer XX over YY 
(vergleiche $. 231): 
W = '"kW = '!%Mr:. 

Dagegen das Trägheitsmoment von einem freisrunden Blatte ABDE, 

Fig. 483, welches ſich um feinen Durchmeſſer BE dreht, ergiebt ſich wie 

das Biegungsmoment eines Cylinders: 

zı: _ Mr? 

ae 

es ift folglich der Halbmeffer der Trägheit diefer Fläche: 
ker Vu = hr, 

d. i. die Hälfte vom Halbmefler des Kreifes. 


Fig. 488. Fig. 484. 


— 
— 








Hieraus läßt ſich nun auch das Träg- 
heitömoment eines Cylinders ABDE, 
Fig. 434, finden, der fi) um einen 
durd feinen Schwerpunft S gehenden Durchmeſſer FG dreht. Hit 7 die 
halbe Höhe AF und r der Halbmefir CA — CB des Eylinders, fo hat 
man das Bolumen einer Hälfte defjelben — mr? 7, und führt man Schnitte 
parallel zur Baſis ımd in gleichen Abftänden, fo zerlegt man diefen Körper 


7 





. ; ö s * 
in n gleiche Theile, wovon jeder — iſt, und der erjte um = der 


. 21 31 . 
zweite um — der dritte um — 4 ſ. w. vom Schwerpunkte S abjteht. 


Mittel der Formel in $. 284 folgen nun die Trägheitsmomente diefer 
Blätter oder Scheiben: 


. 292 
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fuer] Zrlnes@y] 
fuer Ö]aın 


deren — das Trägheitsmoment des halben Cylinders: 


‘= rt; Say WER EEEIIT „| 
Li ‚m 
= arı( =) + — 75 —— 34 
liefert, und welches auch für den ganzen — gilt, wenn M die 
Maſſe deffelben bezeichnet. 

Auf ähnliche Weife beftimmt ſich das Trägheitsmoment eines geraden 
Prismas ABD, ig. 485, in Hinficht auf eine Querare X X durch den 
Schwerpunkt S. Iſt A der Trägheitshalbmefler der Grundflähe AB des 
Prismas in Hinficht auf eine Are NN, welche durch den Schwerpunkt C 
der Baſis geht umd parallel X X läuft, und bezeichnet 7 die halbe Fänge 
oder Höhe CS —= DS des Prismas, fo hat man das gefuchte Trägheits- 
moment befjelben in Hinficht auf die Are X X: 

W=M(i? + 1,1). 
Big. 485, Fig. 486. 

















Ebenfo findet man für den geraden Kegel ABD, Fig. 486, deſſen 


Umbdrehungsare X X durch den Schwerpunkt defielben geht und auf der 
geometrifchen Are CD winfelrecht fteht: 


h? 
w= 3/9, M r? + 7 . 


Segmente. Das Trägheitömoment eines Rotationsparaboloides 
BAD, ig. 487, weldes ſich um feine Notationsare A C dreht, wird 
ähnlich wie das einer Kugel beſtimmt. Iſt der Halbmeffer der Bafis, 

CB=(D=a, 


- die Höhe CA — h, und läßt man den Körper aus n Scheiben, jede von 


der Höhe = beftehen, fo hat man die Inhalte derjelben: 
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l 
— — a?, — a?, — a? u. ſ. w., 
n n N n n n 
weil fich die Quadrate der Halbmeſſer wie die Höhen oder Abftände vom 
Scheitel A verhalten. Hieraus ergeben fid) die Trägheitsmomente der auf 
einander folgenden fcheibenförmigen Elemente des Körpers: 
hnza hnAat hr Iat 
— 2. 2. mm) . 2. : u. ſ. w., 
n 2 n? 


und daher folgt endlich das Trägheitsmoment desganzen BParaboloides: 











ar zath n? zath 
W= 1? + 22 32 u ae 2 
2n? (1 7 r rm) ; 2n? 3 6 
za!h a? 
Bar ee — F Ma?, 
: S za?h., 
weil das Volumen diefes Körpers, M — - 5 iſt. 
Fig. 487. Dieſe Formel läßt ſich auch auf ein nie— 


driges Kugelſegment anwenden. 

Iſt die Höhe Ah eines ſolchen Segmentes 
gegen a nicht fehr Klein, jo hat man für das 
Trägheitsmoment einer Scheibe dejjelben: 


B 





ah ah 
— ai een ran I 
W; =, gr h? (2 h) 
sch 
— —. ıh? — 3 4 
eye (4r 4rh? + A) 


zu jegen, wobei r den Kugelhalbmeſſer bezeichnet. 
n 2h 3h 


Nimmt man num fuccefjiv ftatt A die Werthe Se j.w. an, fo 


erhält man das Trägheitsmoment des KHugelabjchnittes: 


ah h\: n? 3 nt (> 4 = 

PER And DW 5 (rad — a N 

w=sler ( 3 = n/ 4 + S 5 

A 3 

nn = (207? — 15rh + 322). 

Der Inhalt oder die Maſſe des Kugelſegmentes ift: 
M=nrR!?(r — sh), 
daher: 


2h h? 
W — r h? (r — I h)- 8 (' — 5/ah I go . — 17, -) 


Pe 
— ?/; Mh (7 — 5fjah + Yo m)‘ 
Meijt ift genügend genau 
W=?, Mh(r — ®fıh) = "/;M (a? + !/, RP). 
Diefe Formel findet ihre Anwendung bei den Pendellinſen. 
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‚293 Parabel und Ellipse. für eine Barabelflähe ABD, Fig. 488, 
ift (nad) $. 233), wenn man ftatt der Fläche F die Maſſe M einführt, alſo 


Ge 


F mit M vertaufcht, und die Sehne AB wie 
der mit s, forwie die Bogenhöhe CD mit h be 
zeichnet, da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf 
die geometrifche Are X X diefer Fläche: 
J Ms? 

Ww, = 20" 
und das in Hinficht auf die Are Y Y, welde 
durch den Schwerpunft S der Fläche geht und 
vechtwinfelig gegen X X fteht: 

W, — 12/7; MR. 
Hieraus folgt das Trägheitsmoment in Hinficht 
auf eine durch S rechtwinkelig zur Barabel- 
fläche gehende Are: 


s? g\? 
v=Ww+m=H(S+ Yu 2)—%% (2) +] 


Für eine folhe Are durch den Parabeljcheitel D wäre hingegen, da 
DS — °/,h ift ($. 115), diefes Moment: 


W=W+ Mh? — 1, M [G) + 1 "| 


und dagegen fiir das Moment durd) den Mittelpunkt C der Sehne: 


W.= W+M (2/5 h)? — 1/s M (2) 4 S/r J 


Dieſe Formel gilt natürlich auch für ein Prisma mit paraboliſchen 
Grundflächen, namentlich auch für Balanciers, welche aus zwei ſolchen 
Prismen beſtehen und um eine durch ihre Mitte C gehende Are ſchwingen. 

Für eine Ellipje ABAB, Fig. 489, mit den Halbaren CA=a 
Fig. 489. 





und CB — b ijt (nad) $. 231) das 
Zrägheitsmoment in Hinficht auf die Are 
BB: 











3 2 
— 748b — Ma 
4 4 
und das in Hinficht auf die Are 4A: 
‘ 3 J 2 
— 74b — Mb 
4 4 


folglich das Trägheitsmoment in Hinſicht 


$. 294.] Die Lehre von ben Trägbeitsmomenten. 559 


auf eine Are durd; die Mitte C und rechtwinfelig zur Ebene der 
Figur: W= Wı + W = 1/,M (a? + 22). 


Rotationsflächen und Rotationskörper. Mit Hilfe des höhe- ($. 294 
ren Calculs laſſen fich die Trägheitsmomente von Rotationsflächen und 
Rotationsförpern (f. $. 125) durch die im Folgenden entwidelten For— 
meln ermitteln. 

1) Dreht fi) ein Gürtel oder eine Zone PQQ, Pı, Fig. 490, vom Halb- 

Kia. 490. mefler 7 P— y und der Breite PQ = 05 
um feine geometriiche Are A C, fo fällt, da der 
Inhalt deilelben (nach $. 125) 

60 —2nyös 
ist, das Trägheitömoment dejielben 

„200 = 2ry?0s 
aus, und es ift folglid, das Trägheitsmoment 
der ganzen Rotationsflähe APP, in 
Hinfiht auf ihre Are A C: 


W == 22 / vrön 


2) Eine Scheibe PQ Qı P,, deren PVolu- 
mn EV=ny?or zu ſetzen ift, hat nad) 
$. 288 das Trägheitsmoment in Hinficht auf die Are A C: 
oV.y? __ aytox 


2 2 
folglich ift da8 Trägheitsmoment des ganzen Rotationskörpers APP:: 


w—#/woa 


Wäre AP ein Kreisbogen, und folglich die von ihm durd, Umdrehung 
erzeugte fläche eine Kugelcalotte, jo hätte man: 
y„”’—=2rr — md yos—=rö6r, 
folglich das Trägheitsmoment diefer Calotte: 


w=1: [ars ris=ur(e ‚| z02— [ 202) 


— —A — 5) 








oder, wenn man die Höhe AM — x durd) h erjegt: 


h\ h 
— ( — _—\— — um 
W—2arh(r ;) Mh (r ;) 


da der Inhalt oder die Maije der Calotte, M—=2rrh ift. 
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Für die ganze Kugeloberfläde ift A — 2r und daher 
Ww= 23 Mr?. 
Wäre hingegen AP ein Ellipfenbogen und folglich der mittel® der ebenen 


Fläche APM durch Umdrehung erzeugte Notationsförper APP, die Calotte 
eines Rotationsellipfoides, fo hätte man 


— 
’y=7- (ar — 2?) 


und daher das Trägheitsmoment deffelben in Hinficht auf die Are A C: 


h4 
W537 (ax — 22) 0x 
b4 
— — — dar? 4 rt) öx 
abi 


2a* 5 
3. B. für das ganze Ellipfoid, für welches x — 2a ilt: 
Ww= 8/15 zbta — 2/5 .%/a zab?.b? — 2, Mb:, 


x» 
— — Hg a?r?d — art ES 5); 


2 
da ſich der Inhalt diefes Körpers durch) en 2/; za? — |; ab? ausdrüden 
[äßt (vergl. 8. 123). 

3) Dreht ſich ferner der Gürtel PQ Q, Pı um eine Are durch A, welde 
vechtwinfelig auf der geometrifchen Are A C jteht, jo hat man (nad) $. 234 
und $. 291) das Trägheitsmoment deſſelben 

=00( + !hy?) = 22 (@ + y0. 
und daher das Trägheitsmoment der ganzen Calotte AP P.: 
HB —J + y?) yOs. 


4) Dreht fich endlich die ganze Scheibe PQ Q, Pı um eben diefe Are 
durd) A, jo ift deren Trägheitsmoment 
over (a + Yuy?) Oz, 
und daher das des ganzen Körpers APP:: 


wor /(@ + u) wOa. 


Für ein Rotationsparaboloid (ſ. $. 292) ift, wenn man deſſen Höhe 
AM durd) h und den Halbmefjer MP feiner Bafis durch a bezeichnet: 


27 


a mW 
folglid) da8 Trägheitsmoment in Hinſicht auf die Drdinatenare durch A: 


na? a?’zx a? a? 2? 
— — 2 Bf en — (1,24 + 1! 
we (2 7407 ) »0 2 (Hz Ya) 
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aljo, wenn man x — Äh einführt: 

W=— !,na®h (h? + Va?) = 1, M (h? + 1a), 
da das Volumen diefes Körpers — !/,ma?h ift (vergl. $. 124). 


Hieraus folgt endlich wieder das Trägheitsmoment diefes Körpers in Hin: 
ficht auf eine Are durd) den Schwerpunkt S und reditwinfelig zu AC: 


W, = 1,M (h? + 1/,a?) — (?/,)? Mh? —= !/,M (a? + !/,h?). 


Beschleunigte Umdrehung einer Radwelle. Die Theorie der 
Trägheitsmomente findet gerade bei Maſchinen und Inftrumenten die häufig- 
ften Anwendungen, weil an diefen meift votirende Bewegungen um eine feite 
Are vorfommen. Es werden deshalb in der Folge noch vielfache Anwendungen 
diefer Yehre vorkommen, und möge daher genügen, zunächft nur einige ein- 
fache Fälle derjelben abzuhandeln. 

Wirken an einer Radwelle ACDB, Fig. 491, mit den Hebelarmen 

Fig. 491. CA=a und DB=b zwei Ge 

" wichte P und Q mitteljt vollfommen bieg- 

jamer Schnüre, und find die Zapfen hin- 
reichend dünn, um die Japfenreibung ver- 
nacjläffigen zu können, fo bleibt diefe Ma- 
ſchine im Gleichgewichte, wenn die ſtati— 
ichen Momente P. CA und Q. DBein- 
ander gleid) find, alſo Pa — Qb ilt. 
it hingegen das Moment vom Gewichte 
P größer als von Q, alfo Pa > @b, 
jo jinft P und fteigt @, ift dagegen Pa < @b, jo fteigt P und finft Q. Un— 
terfuchen wir nun die Bewegungsverhältnifje in einem der legteren Fälle, 
jegen wir z. B. voraus, dag Pa > @b jei. Die dem Gewichte Q entjpre: 
chende und am Arme b wirkende Kraft erzeugt am Hebelarme a eine Kraft: 





2”, welche der dem Gewichte P entjprecjenden Kraft entgegenwirft, jo da 
u ‚ Ob RER 
die bewegende und in A angreifende Kraft, P— = ithrig bleibt. Die 


Maſſe reducirt ſich beim Verſetzen aus dem Abſtande b tn den Abſtand « 


auf - „es ift daher die von der Kraft P— x bewegte Maſſe: 


“—(P + 7): 


2 
oder, wenn das Trägheitdinoment der Hadwelle, vw und daher die 





Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. J. 36 


5. 2% 
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2 
auf A reducirte träge Mafle derfelben, — — iſt, ſchärfer: 





v=(r+% er :9—= (Pa? + Qb? + Gk?):ga?., 
Hieraus folgt num die Acceeration des Gewichtes P oder Radumfanges: 
P— . 
Bewegende Kraft a 
Maffe Pa + ou x am I“ 
Pa — Qb 


Pa + 9% + Gm? 
dagegen die Acceleration des fteigenden — 0 oder des Wellenumfanges: 
b Pa — Qb n 
Pa? + Qu + Gm” 
Die Spannung des Seiles von P ift: 


—— — 


s=r— = r(1- 2) 0.8.70), 
die des Geiles von Q: 
s=0+2=o(1+2), 


daher der Zapfendrud: 


= _...(Pa— Qb)% 
S+S=P+Q— 24,4 P+Q P®2+9u» tG® 
Es ift folglich der — im Zapfen bei einer umlaufenden Radwelle Heiner 
als bei einer im Gleichgewichte ftehenden Radwelle. 


Aus den Accelerationen p und q laſſen ſich endlic, die iibrigen Bewegung® 
verhältnifje finden; es tft nad) 2 Secunden die Geſchwindigkeit von P: 
v— pi, 
von Q: 
m =qt, 
und der durchlaufene Weg von P: 
s;= Ugpt?, 
fo wie der Weg von Q: 
| s — 19t2. 


Beiſpiel. Es ſei das Gewicht am 
Rade Fig. 492, P — 60 Pfund, das an 
der Welle, Q — 160 Pfund, der Hebel 
arm von jenem, CA=a—=20 Zoll, und 
von diefem, DB=b= 6 Soll; es be 
ftebe ferner die Welle aus einem maſſiven 
Eplinder von 10 Pfund Gewicht, das Rad 
aber aus zwei eifernen Ringen und vier 
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Armen, jene zu 40 und 12 Pfund, diefe zufammen von 15 Pfund Gewicht; endlich 
jeien die Halbmefler des größeren Nadringes AE, — 20 und 19 Zoll, und die 
des Fleineren Ringes FG, — 8 und 6 Zoll. Man foll die Bewegungsverhältnifie 
diefer Mafchine — Die bewegende Kraft am Radumfange iſt: 


und das Trägheitsmoment der Maſchine, wenn man noch die — und Seil⸗ 
maſſen unberückſichtigt läßt, * Fi ea der Welle: 
A ee 

== * — 
plus Moment des kleineren Ringes: 

-Aeutd_2.@ +6 _ 0 

— = — — 
plus Moment des größeren Ringes: 

_R + rd) _ @. gr + 19%) _ 15990, 


plus Moment der Arme, — 
—_ Attor) _ Andtrnhrd) _ 15.09°419.848N) _ ggg, 
’ 


— — —— 
JJ 


daher zuſammen: 
Gk?2 = 180 + 600 + 15220 + 2885 — 18885, 

oder für Fußmaß: 
18885 
— 4 


Die gefammte, auf den Radumfang reducirte Maffe ift nun: 
Qb® * Gk 6\? 18885] , 
M=(P+ EN [60 + 100 (5) + Sr ]:o 
_ (60 + 160.0,09 + . 0,032 
= (60 + 14,4 + 47,21).0,032 — 121 ‚61.0,032 = 3,3915 ®funv. 


Hiernach folgt die Neceleration des Gewichtes P fowie die des Radum— 
fanges: 


= 131,14. 


P— 0 12 
P= Par gar gm I = zuge * 94 Buß, 
a? 


dagegen die von Q: 
4= 29 = %.30% = 0925 Sup; 
ferner die Seilfpannung von P: 


8— (1 — ) ( — 315). — (1 — 0,099) .60 — 54,06 Pfb., 


dagegen die von Q: 
S=(1+ 2). Q=(1 + 0,925.0,032).160 — 1,030.160 — 164,8 Pfi.; 
und folglih der Zapfendruck S + S, — 54,06 + 164,80 — 218,86 Pfund 


oder mit Ginfchluß des Gewichtes der Mafchine, — 218,86 + 77 — 295,86 Pfund. 
Nah 10 Secunden hat P die Gefhwindigfeit v = pt = 3,0841.10 — 30,84 


36* 
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Fuß erlangt, und den Weg s — = — 30,84.5 = 154,2 Fuß zurückgelegt, un 


es it Q ums, — - s — 0,3.154,2 — 46,26 Fuß geftiegen. 


296 Das Gewicht P, welches dem Gewichte Q die Acceleration 
Pab — Q% 
. IF Perg + Gm? 
ertheilt, kann auch durch ein anderes Gewicht P, erſetzt werden, ohne die 
Ucceleration von Q zu verändern, wenn dafjelbe au einem Hebelarme a, 
wirft, für weldjen ift: 
Bu 08 2* Pa — Qb 
Die Größe nn durch c bezeichnet, erhält man: 
do +d+ am 


2 — 
a 06 = 
1 l p 
1 


und den in Frage ftehenden Hebelarm: 


ums Ve) BE. 


Auch läßt ſich mit Hülfe der Differenzialvehnung finden, dag Q vom 
Gewichte P dann am ftärfften accelerirt wird, wenn der Hebelarm des legten 
der Gleichung Pa? — 2Qab — = (0 + + Gk x entipricht, aljo 


— + V( Cr gb? + GM ı GR 


ift. 

Die im BVorftehenden gefundenen Formeln nehmen eine complicirtere Ge 
ftalt an, wenn auf die Reibung der Zapfen und Steifigkeit der Seile Rüd: 
ficht genommen wird. Bezeichnen wir den Inbegriff beider Widerftände, redu— 
cirt auf den Umfang der Zapfen, deren Halbmeffer —= r fein möge, durd) F, 


fo ijt ftatt der bewegenden Kraft P— 2 Q, der Werth P — eb * 
zu ſubſtituiren, weshalb z. B. die Beſchleunigung von Q: 
_FPa— Fr)d— au 
— Patgme ram” 
und 
Ob : tr r Yb’ + GR Gk® 
cur zu Aue 20 Ike men 


ausfällt. 
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Beifpiele. 1) Wenn vie Gewichte P = 30 Pfund, Q — 80 Pfund an den 
Hebelarmen a — 2 Fuß und b = Y, Fuß einer Radwelle wirken und das Träg- 
heitsmoment diefer Mafchine, @ k*? — 60 beträgt, fo ift die Befchleunigung des 
fteigenden Gewichtes Q: 

.902.%—- 80." „_ _I0-20 9195 — 3125 

IH OL I RR Farm" 720 

— 1,5625 Ruf. 
Soll aber ein Gewicht ‘P, — 45 Pfund diefelbe Beihleunigung von Q hervor: 
bringen, jo ift der Hebelarm von P;: 
pe —————— 
V _9.%%+9+6 
487* (3) = 45 
200 


60 + 40 
/ 32 
a=5+ V» - = 5 + Y,.11,3858 = 5 + 3,786 
— 8,786 Ruß oder 1,214 Ruß. 
2) Die Befchleunigung von Q fällt am größten aus, wenn ber Hebelarm der 
Kraft oder ver Halbmefler des Rades, 





oder, a c= — 10 iſt, 





14:80, 1/7401 , 2 +60 _ 4 /16 , 24 _4+V% 
dk + (35) + 5 =7+V,+ J— 
— 3,4415 Ruf 
beträgt. Es ift diefe Marimalbefchleunigung: 
„— ( 39-1,7207 — 20 IN aan 
1 = (50.8,4415)° + 80) 9 = oz I TAT 


3) Iſt das Moment der Reibung ſammt Seilfteifigfeit, Fr = 8, Io hat man 

ſtatt Qb, Qb + Fr =40 +8 = 48 zu fegen, weshalb folgt: 

48 /(a\ , 8 _.. _ 

un Eu v (5) +57=16 + V 5,227 = 3,886 Fuß 

und die entfprechende Marimalbefchleunigung: 

30.1943 — 8.1, — % 3429 , 
ee — — 6 ff SEE -51,25 —= 2,01 i 

30.0 ze? 2 Su 


— 033 

Fallmaschine. Die $. 295 gefundenen Formeln fir die Hadwelle gel» $. 297 
ten auch für die einfache fefte Rolle, denn fegt man b=a, fo geht die 
Radwelle in eine Rolle oder Welle über. Behält man die übrige Bezeich— 
nung des angeführten Paragraphen bei, jo hat man fir die Beichleunigung, 
mit welcher P finft und Q fteigt: 

(P — Q) «a? 
P+Qa+ GR 
oder, mit Berückſichtigung der Reibung: 

_..@P—Q)a— Far 
PFIZpTgQaram! 

Um die Zapfenreibung herabzuziehen, legt man die Zapfen C der Rolle 
AB, Fig. 493 (a. f. ©.), auf Frictionsräder DEF und D, Fi Fı. Sind 
num die Trägheitsmomente diefer Räder (+, k} und die Halbmeſſer derjelben, 

” 





9, 


pP — — 
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DE=D,E = a, fo hat man, wenn F wieder die auf den Umfang 
des Zapfens C veducirten Reibungen bezeichnet, zu jegen: 
(P— Q) a? — Far 
A EEE 7.77 Bde 
OA GBS HT, 


a? 
weil die auf den Umfang der Frictionsräder oder der Nadzapfen reducirte 
.2 
träge Maſſe dieſer Räder, — Ar I beträgt. Durch Umkehrung erhält man 
1 
die Beichleunigung der Schwere: — 
P+Qa@+GR+ ht 
PETTPp-Qe—Frar # 

Bei einer Heinen Differenz; P— Q beider Gewichte fällt die Beichleu- 
nigung p Hein aus, e8 geht daher die Bewe— 
gung langfam vor fid) und es ift der Wider: 
ftand, welchen die Puft den Gewichten entge 
genjeßt, unbedeutend, weshalb fic mit Hülfe 
von Verſuchen über das Sinken von Gewichten 
an einer folchen Vorrichtung die Bejchleuni- 
gung der Schwere mit ziemlicher Sicherheit er- 
mitteln läßt, was bei einem frei fallenden Kör- 
per geradezu unmöglich ift. Verſuche der Art 
hat zuerft der Engländer Atwood (j. At: 
wood's Treatise on Rectilinear and Ro- 
tary Motion) angeftellt, weshalb der Apparat 
unter dem Namen der Atwood’jchen Fall— 
majchine befannt if. Zur Beſtimmung der 
Fallräume dient eine Scala HK, an der das 
Gewicht P niederfintt. Aus dem Fallraume 
s und der entjprechenden Zeit t folgt aller: 
dings ſchon 





__2.8 
b 75 
hebt man aber die bewegende Kraft während 
des Fallens auf, indem man ein ihr gleiches 
und einen hohlen Ring bildendes Gewicht ZZ, von einem feſten engeren 
Ringe NN, auffangen läßt, fo wird der übrige Theil s des Yallraumes 
gleihförmig durchlaufen und es ergiebt ſich nun mit Hilfe der an einer gu 
ten Uhr beobachteten Zeit t, die Geſchwindigkeit: 
5 
Tr 
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ſowie die Acceleration: 


Macht man endlid) t, = t —= 1, fo giebt der Verfuc, unmittelbar pP = Sı. 
Setzt man den jo gefundenen Werth von p in die obige Formel, jo beftimmt 
ſich dadurd) die Beichleunigung g der Schwere. 


Beschleunigte Bewegung der Rollenzüge. Die Uccelerationen der 8. : 
Gewichte P und Q, weldye an einer Verbindung aus einer feften Rolle 
AB und einer lofen Rolle EG, Fig. 494, hängen, ergeben ſich auf fol- 

Fig. 494. gende Weife. Es feien die Gewichte der Rollen AB und 
unit; EG, — @ und @,, die Trägheitdmomente derjelben GA? 
und G,k? und die Halbmefir CA=a und DE=Aa, 


TE k? 
aljo die auf die Umfänge reducirten Maſſen M =2. * 
und M, — - 2 Sinkt das Gewicht P um einen ge- 


willen Weg s, jo feigt Q + Gı auf !/a s ($. 164), es 

wird daher die Arbeit Ps — (Q + G,) 5 verrichtet; 
hat bei diefem Sinken das Gewicht P die Geſchwindigkeit v angenommen, fo 
ft @ + G, in die Geſchwindigkeit 5 verſetzt worden, und es hat die Rolle 


A B die Umfangsgefchwindigkeit v und die Rolle EG, da bei der rollenden 
Bewegung progrefjive Bewegung und drehende einander gleich find, die Um— 





fangsgefhwindigfeit 5 erlangt. Die Summe der diefen Maſſen und Ge— 


ihwindigfeiten entjprechenden lebendigen Kräfte ift: 
pP Q+G J G, oo Gr ,, Ak e) 
De 2) Fa "+706): 
und fegt man nun * Hälfte der aufgewendeten Arbeit gleich, ſo bekommt 
man die Gleichung: 
er) -( g+G, GM, Ak 
(r 2 —— 4 * a? 4a? /2g 
Hiernad) ift die dem von P zuritdgelegten Raume s entſprechende Ge- 
ſchwindigkeit: 

















298 (p — ) 

® = 
= Q+G , Gm, Gk 
2 4 a? 4a, 
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i 2 
Für die Acceleration „ ift ps — zZ: daher hier 


a+ 6 
P— 
2 
’=|79r0 06 am 
p+&T09 , GE —— 
4 a? 4a, 


Die Ucceleration vn 9 + & itpı = PO und ebenfo groß iſt audı 


2 
die drehende Acceleration von G,. 


Die Spannung des beide Rollen verbindenden Seiled BE ift 


.2\ 
Ss-P— +; 2, 


9 
— 











und 6 ver— 


wendet wird; die ——— F befeſtigten Seiles @ H hingegen: 
an Gıkı kr ? 
— a? 25 
weil die Rolle EG durch die Differenz S — S, der Seilſpannungen in 
Umdrehung gejegt wird. 


Beripiel. An der Rollenverbindung in Fig. 494 bängen vie Gemidie 
P = 40 Pfund und Q — 66 Pfund, und es wiegt jede der maſſiven Rollen 
6 Biunv: man ſucht vie Beichleunigungen dieſer Gewichte. 

Die bewegende Kraft ıft: 

(r 66 ) 3 
a —— — 40 — — — 4 Pfund, 
die Maſſe einer Rolle auf ihren Umfang reducirt: 
 k2 Y k3 ' “ 
Er = ee Er 
ga? ga 29 29,9 
umd die gefammte träge Mafle 
( G, Gk? G, k# = 247 
— (pP 7 2r5 a a2 + Tr) 9 = + 44343 ):9=T77: 
1 
daher die an des finfenden Gewichtes: 
Me ge EA a en 
neh: "A 7 A 7 ne nn} 
dagegen Die nenn des ſteigenden Gewichtes: 


Pı =5 = 1012 Auf. 


Die Spannung des — BE it: 


(Fr y 2.024 . a% 
N P— (PP =) — 40 — 413 - 2 —— 2: 40 — 2,785 = 37,215 Pfund; 
= ( -+ 3/y 40 4 J 5 72151 
die des Seiles (FH: 
i FG p u 1,012 EEE 
SI =NS— =. = 397215 — 3: — ! Ss Pfund. 
1 229 1,215 3 31.25 37,118 Pfur 
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Zufammengefegter ift die Bewegung, wenn die Kolle EG, fig. 495, $. 299 

nur an einem umgejchlagenen Seile hängt. Nehmen wir an, daß P 

Fig. 495. mit der Acceleration p finft, und Q mit y fteigt, fo erhal- 
ten wir die Acceleration der drehenden Bewegung am 
Umfang der lofen Rolle: 

— 46. 8). 

Setzen wir num die Spannung des Seiles A E, = S., 
jo erhalten wir: 


12 
P—s=(r + &£)R, 


a? /g 





ferner: 


s-W+H)=(0+6) 


da nad) $. 281 angenommen werden fann, daß S in — Schwerpunkte D 
von EG angreift, und endlich: 
. G,k Gık, d 
S=—= * —: 5 
da auch anzunehmen tft, daß si Schwerpunft D feitgehalten und die Rolle 
durch S in Umdrehung gelegt wird. 
Die legten drei Formeln geben die Accelerationen : 





Pr & 8S—-(Q + 6) Sa, 
P= —ah 1* 7 aba Zi 
p+ = + 6 7ıe) G,k, 
und alle drei in die Gleihung 4 — p — 4 eingefegt, erhält man: 
—— ETB Ic W EB), 
—— —— + 
Ad 
woraus num die Seilfpannung 
Ba 2 Pu? + Gk? 


a, 1 
65 + 5) (Pa? + Gk?) + ua? 
folgt. Aus dem Werthe fir S ergeben fich nun auch durd) Anwendung obis 
ger Formeln die Beichleunigungen der Gewichte P und ©. 
Bernadjläfjigen wir die Maſſe G der feften Rolle, und fegen wir aud) 
 — Null, fo erhalten wir einfad): 
2 Pa2.G,k} 2 PGhk} 
P(a?+kd)ar+Gatk? Guk?+ Pia tr) 
Iſt das Seilende AE, ftatt daß es über die Rolle AB weggeht, feſt, 
jo Hat man die Befchleunigung » — 0, daher yı — — g und folglich die 
Spannung: 


Sm 
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(Q + 61) Gıky 





S— LT I I 
(+ G)ar + Gık 
fir C — Null: 
.2 
8 — ZN; 
a + & 
Iſt der rollende Körper @, ein mafjiver Cylinder, jo hat man: 
G,k? 
ln 
1 
und es ergiebt ji die Spannung fir den erften Fall: 
gs _2PG 
3P+G' 
und fiir den zweiten: 
— A, 
3 


Soll im erften Falle das Gewicht P fteigen, jo hat man p negativ, aljo 
S>Pbit.: 

2PGRk? > PGk? + Pla? + kN), 
einfach: 


2 
a, 


Gı 
be. 1 =.: 
P je + k. 
damit ferner G, fine, ift nöthig, daß S < Gi, alfo 
G a? ö 
> >1— Pr fei. 
Beifpiel. Wenn bei der Mollenverbindung des Beiſpieles zu $. 298, Fig. 4%, 


das Seil @H ylöglic reift, fo wird wenigftens anfänglich das Seil BE geimm! 
durch die Kraft: 


pr CR 
8— a? — 2.40 + 3 
u Ei 1 GK +) aW+Nr! 
GatrTre) Fr) Mr 
88.72 __ 5976 


25.43 472 - 1147 
Hierbei ift die Befchleunigung des finfenden Gewichtes P: 


p P— 2 y= 40 — 5,210 3 3125253 Ruf, 
4 


— 5,210 Pfunv. 


Gk 40+3 43 


a? 
ferner die Befchleunigung der finfenden Rolle: 

_(Q+H—S\,_ (72 — 5,210 6679 J 
12 = — 3,5 =” 31,25 = 29,0 Buh 
und die Umdrehungsacceleration diefer Rolle: 

Sa! 5,210 


u —— = , 
— — 9* 31,25 = 54,27 Fuß 
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Fortrollen eines Körpers auf einer horizontalen Ebene. F. 


Wenn ein runder Körper ABD, Fig. 496, mit einer gewillen Anfangs- 

Fig. 496. geſchwindigkeit c auf der 
horizontalen Bahn DE 
fortgefchoben wird, fo 
nimmt derjelbe in Folge 
der Reibung auf biefer 
Bahn eine Drehung mit 
allmälig wachjender Ges 
Ihwindigfeit an, deren 





2 
p—= Mate ———— 9 beſtimmt ift, 
worin 9 den Keibungscoefficienten, G — Mg das Gewicht, alfo $ @ 
die Reibung, ferner Mk? das Trägheitsmoment des Körpers und a den 
Wälzungshalbmefler CD deflelben bezeichnen. Die durd) diefe Acceleration 
in der Zeit & erzeugte Umdrehungsgefchwindigkeit im Abftande CD = a 
von der Are C ift 


2 
v= pi = P 59. 


Dagegen erleidet die fortfchreitende Bewegung des Körpers eine Netarda- 
tion q, welche die (Formel 
_ BViefad Pa _ 
= Mi m 9 
angiebt, und wonad) die Geſchwindigkeit diefer Bewegung nad) t Secunden 
vv — — 9t — c — pgt if. 
Setzt man nun v, — v, alſo 


— —— Pat, 


fo erhält man die Zeit, nad) welcher die Gefchwindigfeit des Drehens gleich 
der des Fortfchreitens wird, und daher das Wälzen des Körpers eintritt: 


— c k? c 
——— u 0 er u 7 
(1 Er = ) —— +Kk2 og 
k 
Am Ende diefer Zeit ift die — Geſchwindigkeit 


ee NS 


und der progrefjive Weg des Körpers: 
(+8), 2a? +2 c k2 _ @a+k)R a 
Ss Zat+tR 2 arm — (24299 
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Wäre der Coefficient der vollenden Reibung — Null, fo wilde der 


Körper AB mit der conftanten Gefchwindigfeit c, — auf der ho⸗ 


a?c 
a? + k? 
rizontalen Ebene ohne Ende fortrollen; da aber diefer Bewegung noch die 
wälzende Reibung +2 entgegenwirkt (j. $. 192), fo wird der Körper nach 


Zurücklegung eines gewiffen ce s; zur Ruhe kommen. Am Ende diejes 





Weges ift durch die Arbeit 7 a diefer —— das ganze Arbeitsvermögen 


Ga, Gk: — — Ge} 
er — ee Be 
der trägen Maſſe des — — a — 
FGS — Ge 
— a? 29 
zu feßen, wonach ber Veg 


a? a c? a3 c? 





a == - — — — 
"fa '2g — fa! + R) 29 
in der Seit 

' —28 arktc _ ac 

a4 ja 6 5 


zurädgelegt wird, bis der Körper zur Ruhe kommt. 
2 * 
Für eine rollende Kugel iſt — ?,, und fir einen Cylinder _— a; 
J. 8. 290. 


6) 





* n 
If ti i — F 12/ a 
Im legteren Falle ift z. B. 57° cı Jac, 8 55 
a c? 
und s; — — 


Zweites Capitel. 
Die Centrifugalkraft ftarrer Körper. 
Normalkraft. Die Kraft der Trägheit tritt nicht bloß bei Geſchwin— 


digfeitsveränderungen, fondern auch bei Richtungsveränderungen 
eines bewegten Körpers hervor, da ein Körper vermöge feiner Trägheit allein 
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nur gleihförmig und in der geraden Linte fortgeht (j.$.55). Die Beurthei- 
lung der Wirkungen der Trägheit bei ftetigen Nichtungsveränderungen, nament- 
{ich bei der Bewegung der Körper in krummen Linien, und insbefondere im 
Kreife, iſt Gegenſtand diefes Capitels. 

Bewegt ſich ein materieller Punkt in einer krummen Linie, ſo hat derſelbe 
an jeder Stelle eine von der jedesmaligen Bewegungsrichtung ablenkende 
Aeceleration, die wir in der Phoronomie unter dem Namen Normalacce— 
leration fennen gelernt haben. Iſt der Krümmungshalbmeſſer an einer 
Stelle der Bahn des bewegten Punktes, — r und die Gefchwindigfeit diejes 
Pımftes, — r, fo hat man für die Normalacceleration : 


u? 
De = ($. 42). 


Iſt nun die Maffe des Punktes — M, fo entjpricht diefer Normalaccele- 
ration eine Kraft: 
a 


Fr Hy — 


die wir als die erſte Urſache, weshalb der Punkt an jeder Stelle ſeine Be— 
wegungsrichtung ändert, anſehen müſſen. Hat der Punkt außer der Nor- 
malfraft feine andere (Tangential-) Kraft, jo ift die Gefchwindigfeit v defjel- 
ben unveränderlich — c, und daher die Normalfraft 

Me? 


P= — 
7 


nur abhängig von der jedesmaligen Krimmung oder von dem Krlimmungs- 
halbmeffer, und zwar Heiner bet Schwacher Kriimmung oder großem Krümmmungs- 
halbmeſſer, und größer bei ftarfer Kriimmung oder Heinerem Krimmungs- 
halbmefier. Bei doppeltem Krummungshalbmeſſer ift z. B. die Normalkraft 
nur halb jo groß als bei einfachen Krümmungshalbmefier. Wird ein mate- 
rieller Punkt M durch eine horizontale Bahn, Fig. 497, gezwungen, eine 
Fig. 497. frumme Linie ABDFH zu durd)- 

j laufen, jo behält derjelbe, wenn wir 
die Reibung außer Acht laſſen, an 
allen Stellen einerlei Geſchwindigkeit 

c, und itbt an jeder Stelle einen der 
Normalkraft gleichen Drud gegen die 

K  concave Seitenwand aus. Während 
der Durchlaufung des Bogens AB 


2 
ift diefer Drud — — während 
CA 





‚2 : 
der Durchlaufung von BD ift er = ==. fir den Bogen DF ift er 
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2 Mc? 
— => und fir den Bogen FH fällt er — PL 
GD KF 





aus, wenn CA, EB, 





GD und KF die Krlmmungshalbmeiler der Wegtheile AB, BD, DF 
und FH find. 


302 _Centripetal- und Centrifugalkraft. Bewegt fid) ein materieller 
Punkt oder Körper im Kreife, fo wirkt die Normalfraft radial einwärts 
weshalb fie dann Centripetal- oder Annäherungsfraft (franz. force 
centripede; engl. centripetal force) genannt wird, während die Kraft, mit 
welcher der Körper vermöge feiner Trägheit entgegengefegt, d. i. radial aus 
wärts wirft, den Namen Centrifugal-, Flieh- oder Schwungfraft 
(franz. force centrifuge; engl. centrifugal force) erhalten hat. Gentri- 
petalfraft ift die auf den Körper eimmwirfende und Gentrifugalfraft ift die 
vom Körper zurückwirkende Gegenfraft.e Beide find an Größe einander 
gleich und in der Richtung entgegengefegt ($. 65). 

Bei der Umdrehung der Planeten um die Sonne befteht die Gentripetal- 
fraft in einer Anziehungskraft der Sonne; wird der bewegte Körper durd; eine 
Führung oder Leitung, ähnlich wie Fig. 497 angiebt, gezwungen, eine 
Kreisbahn zu durchlaufen, fo wirft die Führung durd) ihre Starrheit ale 
Gentripetalfraft und der Centrifugalfraft des Körpers entgegen, ift endlich 
der umlaufende Körper durd) einen Faden oder durch eine Stange mit dem 
Drehungspunfte verbunden, fo ift e8 die Elafticität der Stange, welde ſich 
mit der Gentrifugaltraft des Körpers ins Gleichgewicht fett und eben dadurch 
als Gentripetalfraft wirft. 

St @ das des in Umdrehung befindlichen Körpers, alſo defien 


Mafe M — .. iſt der Halbmeſſer des Kreiſes, in welchem die Umdrehung 


vor fi) geht, — r und die Umdrehungsgeſchwindigkeit — v, fo hat man 
nad) dent legten Paragraphen, die Centrifugalfraft: 

Mv: Gv? 2 

r gr 20 r’ 
alfo auch: 
„2 
P:G= — :ır, 

d.h. die Centrifugalfraft verhält fid) zum Gewichte des Körpers, 
wie die doppelte Gejchwindigfeitshöhe zum Umdrehungshalb- 
meffer. 

Iſt die Bewegung gleihförmig, welches allemal eintritt, went außer 
der Gentripetalfraft feine andere Kraft (Tangentialfraft) auf den Körper 
wirkt, jo läßt fi die Gefchwindigfeit » — c durd) die Umdrehungszeit 
ausdrüden, indem man ſetzt: 
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— Weg _ 2ar 
— —— 
und man erhält — für die Centrifugalkraft: 


2 2 2 
P=(°7) 4_2 u,—2E.6r. 
t r g 


Da 4? — 39,4784 und für Fußmaß Fr — 0,032 ift, fo hat man 








für die Rechnungen bequemer: 
P— —— -Mr — 1,2633 - = Pfund. 


Dft giebt man die Zahl u der Umdrehungen in der Minute, und erfegt 
" 
bespalb € dund) —-, weshalb folgt: 


4 
= u Mr = 0,010966 u? Mr — 0,0003509 u? Gr Pfund. 
Auch a P — 4,0243 — — 0,001118 u? Er Kilogramm. 


Da = die Winkelgeſchwindigkeit @ ift, jo läßt fich auch fegen: 
P= 0o?.Mr. 

Hiernach folgt, daß bei gleichen Umbdrehungszeiten oder bei gleich viel 
Umdrehungen in einer gewiflen Zeit, und alfo aud) bei gleihen Winfel- 
geihmwindigfeiten, die Gentrifugalfraft wie das Product aus 
Mafje und Drehungshalbmefifer wählt, und daß fie unter übrigens 
gleichen Umftänden den Duadraten der Umdrehungszeiten umgefehrt, 
oder den Quadraten der Umlaufszahlen und aljo aud) den Quadra— 
ten der Winfelgefhwindigfeiten direct proportional ift. 


Beifpiele. 1) Wenn ein Körper von 50 Pfund Gewicht einen Kreis von 
3 Fuß Halbmeffer in ver Minute 400 mal durdläuft, fo ift feine Gentrifugalfraft: 
P = 0,0003509 . 400?.50.3 = 3,509.16.50.3 — 350,9.24 — 8422 Pfr. 

Iſt diefer Körper durch ein Hanffeil mit der Are verbunden, und der Feſtig— 
feitsmodul für Hanfjeile ($. 212) 7000 Pfund, fo folgt: 


8422 = 700. F,, 
daher der Duerfchnitt dieſes Seiles: 
8422 
= —— 700 7 — 1,203 Ouabdratzoll, 
und der Durchmefler deſſelben: 


d- V u — 0,5642 . V4,812 — 0,5642.2,193 — 1,24 over 14, Zoll. 


Bei dreifacher Sicherheit ift aber 
d—1,24.V3 — 1,24.1,732 — 2,15 Zoll 
zu nehmen. 


$. 303 
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2) Aus dem Gröhalbmefler r = 20, Million Fuß und der Umprebungseit 
oder Tageslänge t — 24 St. = 24.60.60 — 86400 Sec. folgt die Gentri: 
fugalfraft eines Körpers unter dem Aequator der Erbe: 

20250000 G 2558 1 
P = 1,2633. — 8 = Son G, 
wäre aber die Tageslänge 17 mal jo Flein, alfo > — 1 St. 24’ 42”, jo würde 
diefe Kraft 172 — 289 mal jo groß, alfo ungefähr dem Gewichte G des Körpers 
gleich fein. Unter dem Aequator wäre dann die Gentrifugalfraft der Schwerkraft 
gleih und Körper vdafelbit würden ebenfo wenig niederfallen ale in die Höbe 
ſteigen. 

3) Bei der Umdrehung des Mondes um die Erde wird die Gentrifugalfraft 
deflelben von der Anziehungskraft der Erde aufgehoben. Iſt G das Gewicht des 
Mondes, r feine Entfernung von der Erde und # feine Umdrehungszeit um die 
jelbe, ſo folgt die Gentrifugalfraft dieſes Weltkörpers 

Gr 
— 1,2688 . a 

Iſt a der Erdhalbmeſſer und nimmt man an, daß die Schwerfraft in veridie: 
denen Entfernungen vom Mittelpunfte der Erde umgefehrt wie die nte Potenz 
diefer Entfernungen wachſe, je hat man die Schwere des Mondes oder die Angie: 


bungsfraft der Erde 
a n 
= 65)" 


und jegen wir beide Kräfte einander gleich, fo erhalten wir: 
(*)" = 1,2683 . 4: 
RI TRE t2 


Nun iſt - = r = 1215 Millionen Auf un t— 297 Tage 7 ©. 


42 Min. — 39342 Min. — 39342.60 Sec., es folgt daher: 


—— nu _ 1 = (4) 
60/ — 393,42.36 3600 ’ 


und es tft hiernah n — 2, d. h. die Schwerkraft der Erde ſteht im umgefehrten 
Berhältniffe des Duadrates der Entfernung vom Mittelpunft der Erde. 


Arbeit der Centrifugalkraft. ft die Bahn CAB, fig. 498, in 
welcher fich ein Körper M bewegt, felbft nicht in Ruhe, fondern dreht jid 
Fig. 498, diefelbe um eine Are C, jo theilt fie 

dem Körper eine Gentrifugalfraft ? 
mit, vermöge weldyer er entweder eine ge- 
wifie mehanifce Arbeit verridtet, 
oder eine jolde in Anfpruch nimmt, je 
nachden er fid) bei feiner Bewegung in der 
Bahn von der Drehimgsare C entfernt, 
oder jich derfelben nähert. Iſt M die Maſſe dee 
Körpers, © die conftante Winkelgeſchwin— 
digkeit, mit welcher fich die Bahn, z. B. ein 
Kreifel (franz. sabot; engl. top), um ihre 
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Are C dreht, und bezeichnet z die veränderliche Entfernung CM des in der 
Bahn CAB laufenden Körpers, fo hat man die veränderliche Centrifugal- 
fraft deilelben: 
P= o?Maz, 
und es ift folglich die Arbeit diefer Kraft, während der Körper ein Weg- 
theilhen MO durchläuft, und der Halbmeffer CM um NO — & wächſt: 
Pt = o»’Me.t. 

Denken wir uns nun den Halbmeſſer z aus n Theilcyhen, jeden — 8, 
bejtehend, jegen wir alfjo ⸗ — n£, und nehmen wir an, daß der Körper 
feinen Weg im Drehungspunfte C beginnt, jo erhalten wir die Arbeit der 
Gentrifugalfraft des Körpers beim Durcjlaufen des Weges CAM, wobei 
die Entfernung des Körpers allmälig von O bis z wächſt, indem wir in 
dem letzten Ausdrude ftatt z nach und nad) die Werthe &, 28, 38,...n 
einjegen und die jo erhaltenen Werthe addiren: 
A—=@®ME(lC +26 4364 tn) =@2MER(1 +2 434-4), 
oderdal +2 +3 + +++ n bei einer großen Anzahl von Gliedern 


2 
> zu ſetzen ift: 


A=o “5 — 1,02 Met. 


Da die Umdrehungsgeſchwindigkeit des Kreiſels im Abſtande CM — x 
von der Umdrehungsare: 
u = Ms 


iſt, jo läßt ſich folglich einfacher 
v? 
A= 1); Mv — 29 G 


jegen, wenn man nod) ftatt der Maffe M das Gewicht G — Mg des Kör— 
pers einführt. 

Wenn der Körper feine Bewegung nicht in C, fondern in irgend einem 
anderen Punkte A außerhalb der Umdrehungsare beginnt, deilen Entfernung 
von C, CA — z,, und Umdrehungsgeſchwindigkeit 

vi = 02 
ift, jo fällt natürlich die Arbeit 1/, @® Mz} beim Durchlaufen des Weges 
CA ganz aus, und es ift daher die entiprechende Arbeit der Centrifugalfraft, 
während der Körper von A nad) M läuft: 
A — !h 02 Mz? — !, 0? Mx) = wa? M(z? — e}) 
-y,41w—- lg 
— : 27 

Wenn ſich aljo ein Körper in einer ftarren Bahn oder Rinne bewegt, 
welche ſich um eine feſte Are dreht, jo nimmt das Arbeitsvermögen diejes 
Körpers um das Product aus der Maſſe (7) defjelben und aus der Diffe- 
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' 2 ‚2 
renz der Gefchwindigfeitshöhen (= und #), welche den Umdrehungs 


geichwindigfeiten der Endpunfte A und M des Weges zufommen, zu oder 
ab, und zwar erjteres bei einer Bewegung von innen nad) außen, umd leg 
teres bei einer Bewegung von außen nad) innen. 


$. 304 denn der Körper M feinen Weg AMB auf einem Kreifel ABC, 
Fig. 499, in A mit der relativen Gejchwindigfeit c, beginnt, und den 

Fig. 499, Kreifel in B mit der relativen Geſchwin— 

digkeit c, verläßt, und wenn die lmdre 
hungsgeſchwindigkeiten des Kreifeld ın A 
und B, v,; und ©, find, jo ijt umter der 
Vorausſetzung, daß außer der Centrifugal: 
kraft feine anderen Kräfte auf den Körper 
wirken, der Gewinn des Arbeitsvermögens 
defjelben beim Durchlaufen des Weges AMB: 

R k 


2 — 











c2 e 6— v., 
folglich die relative Austrittsgeſchwindigkeit ſelbſt: 
c = Ve? - - ⸗Vc + oX(r!—r}), 
wobei @ die Winkelgeſchwindigkeit des Kreiſels, ſowie r, und r, die Entfer- 
nungen CA und CB des Eintritts- und des Austrittspunftes (A und B) 
von der Drehungsare C bezeichnen. 

Ebenſo beftimmt fic die relative Austrittsgefhwindigfeit cy, wenn der 
Körper bei B mit der relativen Geſchwindigkeit c, den Kreifel erreicht und 
fi) auf demſelben von außen nad) innen bewegt; es ift nämlich): 

am Ve: — (v„—-ev) = J c? — oa? (r7 — r?). 

Da der Körper beim Durdjlaufen de Weges AMB aufer feiner relatı- 
ven Geſchwindigkeit (c) in der Bahn auch noch die Umdrehungsgeſchwindig— 
feit (v) der letzteren hat, fo ift er bei A mit einer abjoluten Geſchwindigkeit 
Aw, —w, einzuführen, welche ſowohl der Größe als auch der Richtung nad 
durch) die Diagonale des aus c, und v, conftruirten Parallelogramms beftimmt 
wird, und es ergiebt ſich ebenjo die abjolute Austrittsgejchwindigfeit B ws 
— wg des Körpers bei B durd die Diagonale des aus den relativen Ge 
ſchwindigkeiten cz und v, conftruirten Parallelogramms B cz w; v;. 

Das Arbeitsguantum, weldes der Körper bei Durchlaufung des Krei⸗ 
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jel8 in der Bahn AMB gewonnen oder verloren und folglich der Kreifel 
verloren oder gewonnen hat, ift 


A=+t —8 F — @. 
29 


Soll der Körper beim Durdjlaufen des Kreifel8 in der Richtung AM B 





. a Me — 
ſein ganzes Arbeitsvermögen 29 @ dem Kreiſel mittheilen, fo muß die ab- 


jolute Austrittsgeſchwindigkeit — Null, und deshalb nicht allein cz, — vs, 
jondern aud) die Richtung von c, der von ©, genau entgegengefegt fein, und 
deshalb die Bahn bei B tangential am Umfange des Kreiſels auslaufen. 


Beifpiel. Wenn der in Fig. 499 abgebildete Kreifel den inneren Halbmeſſer 
CA=r, = 1 Fuß und den äußeren Halbmeſſer CB= r, = 11%, Fuß hat, 
und fich pr. Minute 100 mal umdreht, fo ift feine Winfelgefchwindigfeit: 
= 3,16 - rn — 10,472 uf, 
und folglich auch feine innere Umfangsgeichwindigfeit : 

v, = or, = 10,472 Fuß, dagegen aber feine äußere: 
v, = wor, —= 10,472.1,5 — 15,708 Fuß. 

Läßt man nun in denfelben bei A einen Körper mit w, —=25 Fuß fo eintreten, 
dag der Winfel ww, Av,, welden feine abjolute Bewegung mit der Umdrehungs: 
rihtung einfchlieft, « — 30 Grad iſt, fo hat man für die relative Gefchwindigfeit 
Cj, mit welcher der Körper die Bewegung im Kreifel beginnt: 
et — v2 + w? — 20, w, cos.« — 109,66 — 453,45 + 625,0 — 281,21, 
und daher: 


WW = 


c, = 16,77 Fuß. 

Ferner iit für den Winfel v, Ac, — Pß, unter welchem ſich die Bahn bei A 
an den inneren Kreifelumfang anfchliegen muß, damit der Körper ohne Stöße in 
diejelbe einlaufe: 

sin. _w, s 





— alſo: 
sin.« c 
— 25 sin. 30° 
le — 16,77 ° 


wonach 8 — 48°, 12’ Y, folgt. 
Für die relative Austrittsgefchwindigfeit c, ift 

e2—=c!+ v! — v! = 381,21 + 109,66 [&%)? — 12] = 418,28, 

folglich: 
Cy = 20,45 Fuß; 

dagegen für die abjolute Austrittsgefchwindigfeit w,, wenn der Ganal oder bie 
Rinne AMB ven Äußeren Umfang unter einem Winfel d von 20 Grad fchneidet, 
alfo v, Bc, = 160° ift: 

u2—=c?+v2—2c,v,c0s.d —= 418,23 + 246,74 — 603,72 — 61,30, 


folglich: 
w, — 7,80 Fuß. 
Endlich ergiebt fih aus den Gefchwindigfeitshöhen: 


wr — Di wg, — — 81 F 
— 0,016.625 = 10 und —— 0,016.61,31 = 0,981 Fuß, 


37* 
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das NArbeitsquantum, welches der Körper vom Gewichte G beim Durchlaufen vs 
Kreifels diefem mittheilt: 


w-— u, y 
A= — G = (10 — 0,981) G = 9,019 6, 


3. B. wenn diefer Körner das Sewiht GT —= 10 Pfund bat: 
A = 9,019.10 — %,19 Fußpfund. 


Anmerfung. Die voritehende Theorie der Bewegung eines Körpers in einem 
Kreiiel findet ihre Anwendung bei den Turbinen oder Kreijelrädern. 


Centrifugalkräfte ausgedehnter Massen. Auf einen Inbegrifl 
von Maffen oder auf eine Mafje von endlicdyer Ausdehnung ift die oben 
gefundene Formel für die Centrifugalfraft nicht unmittelbar anwendbar, weil 
man im Voraus nicht weiß, welcher Drehungshalbmeifer r in die Rechnung 
einzuführen ift. Um diefen zu finden, fchlagen wir folgenden Weg ein Ci 

fig. 500. ſei in ig. 500, CZ die Umdrehungsar, 
und CX und C Y feien zwei rechtwinkelige 
Coordinatenaren; es ſei ferner I an 
.Maſſentheil, ud MK=rxr, ML=y 
und? MN —= 2 ſeien deſſen Abjtände von 
den Soordinatenebenen YZ,X Zud XT. 
Da die Centrifugalfraft P radial wirft, ſo 
läßt ſich ihr Angriffspunft nad) dem Durch— 
ſchnittspunkte O mit der Drehungsare ver- 
(egen. Zerlegen wir nun diefe Kraft nad 
Fe — 4 —9* den Axenrichtungen CX und CY, ſo erhal- 
ten wir die GSeitenfräfte OQ — Q mt 
OR=R, für welde gilt: 

00:0P=0L:0Mw OR:OP=0OK:OM, 

weshalb nun 





Q=-PmR=* P 


folgt, wobei r die Entfernung O M des Mafjentheilchens von der Umdre 
hungsare bezeichnet. Gehen wir auf gleiche Weife mit allen Maſſentheilchen 
zu Werke, fo erhalten wir zwei Syfteme von Parallelfräften, eins in der 


- Ebene X Z und das andere in der Ebene YZ, jedes aber auf die Are CZ 


winfelvecht wirkend. Bedienen wir ung zur Unterfheidung der Inderzahlen 
1,2,3 u. f. w., fegen wir alfo die Maffentheile M,, M;, M,, und ihre 
Abftände z,, 22, 2 u. f. w., fo befommen wir hiernady die Mittelfvaft det 
einen Syſtemes Fig. 501: 
getan tat+r. Mr; Am Der. 
r| Y3 Y3 


= 9?,(M, 7 -L My,2; 4 2 
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und die des anderen: 


kR=R+R+-- =o!.(My + My + --.). 

ig. 501. Seen wir endlich die Ab- 
ftände CO), 0 0, u. f.w. der 
Maſſentheile von der Ebene 
XY, = 2,2.u[f.w., fo 
erhalten wir für die Angriffs: 
punfte U und F diefer Mittels 
fräfte die Abftände CU — u 
und CE V—v durd) die Glei— 
ungen 
(ı +9 +--.)u 
= Qzaı that 








B mwd(R+R ++ )v— 
s Rızı + Ryz2 + +, wes⸗ 
halb folgt: 
„— fat eat _ MaatrMma 
a a Ms+Mz +: 
und 


„— Rız + R2-+:- _ Hama + M,; yı 22 +: 2 
R+R+--- MytMy+°-- 

Es werden alfo hiernady im Allgemeinen die Gentrifugalfräfte eines 
Maſſenſyſtemes oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurlidige- 
führt, die ji, jo lange u und v ungleic) find, nicht zu einer einzigen ver» 
einigen laflen. 

Beiipiel. Sind die Maflen eines Spitemes: 


M, = 10 Ph. M, = 15 Pfd. M, = 18 Pfd. M, = 12 Pf. 
und ihre Abitände: 


x =08cl, x, = 4 Sec, % = 2 Boll, &, = 6 Zoll, 
y=93 u »=]1 „ y=5 „ y=3 u 
21 = 2 „ &g = 3 Pr ẽ3 — 38 — | " 


fo hat man folgende mittleren Gentrifugalfräfte: 
Q — 02.(10.0 + 15.4 + 18.2 + 12.6) = 168.2 und 
R= w2.(10.3+ 15.1 + 18.5 + 12.3) = 171.0%, 
und hiernad die Abftände ihrer Angriffspunfte von dem Anfangspunfte CO: 
10.0.2 4 15.4.3 + 18.2.3 + 12.6.0 _ 288 12 
— 10.00 T 16. 1— 18. 2 + 12.6 u ak eh 
und 
0.3.2 Er 18.5.3 12.3.0 { 5 
BEE LIFE IST AN 1 
10.3+15.1+18.5 + 12.3 171 57 
Die VBerfchiedenheit diefer Werthe von u und v zeigt an, daß die Gentrifugals 
fräfte dur eine einzige Kraft nicht erfegt werden konnen, 
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‚806 Befinden fic) die Maffentheile in einer Umdrehungsebene, d.i. in einer Ebene 
Fig. 502. XCY, fig. 502, welche winkel: 
, recht auf der Umdrehungsare ſieht, 
wie Mı, Ma..., fo laſſen ſich ihre 
Gentrifugalfräfte in eine einzige 
vereinigen, weil fich ihre Richtungen 
in einem einzigen Punkte C der 
Are CZ ſchneiden. Behalten wirdie 
Bezeichnungen des vorigen Para 
graphen bei, jo erhalten wir die 
refultirende Centrifugalfraft in die: 
jem alle: 
P=V@+R=oV(Ma +++ My + nt 
Sind nun CK —= x und CL = y die Coordinaten des Schwerpunltes 

vom Maffenfofteme M—= M + Ma + - - -, fo hat man: 

Ms +M% +---—= MHz uw 

MytMy+-' =My 
und e8 folgt daher die Centrifugalfraft: 


P—= o!VYMx + My? — 0 MVx: + Ar, 


wofern noch r — Var? + y2, den Abftand CS des Schwerpunftes von der 
Umdrehungsare CZ bezeichnet. 


Fr den Winkel PCX —= «, welchen diefe Kraft mit der Are CX cin 
ſchuͤeßt, iſ 





tang. & ===: 
e8 geht daher die Kihtung der Centrifugalfraft durd den 
Schwerpunkt des Syftemes und es ift diefelbe genau fo groß, 
als wenn die fämmtlihen Maffentheile im Schwerpuntte 


vereinigt wären. 

Für eine auf der Umdrehungsare ZZ rechtwinkelig ftehende Scheibe AB, 
Fig. 508. dig. 503, ift hiernad) die Gentrifugalfraft eben: 
Z fall — @? Mr, wenn M ihre Mafle und r die 
Entfernung CS ihres Schwerpunftes S von der 
Are bezeichnet. 

Liegen ebenfo die Schwerpunkte der Maſſentheile 
eines Körpers in der Umdrehungsebene, oder ift 
diefe Ebene Symmetriecbene des Körper ADFF,, 
dig. 504, jo laſſen fich die Gentrifugalträfte der 
Maffentheile des Körpers zu einer einzigen, im Schwerpunkte deffelben au 
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greifenden Mittelkraft vereinigen, welche dem Abſtande S dieſes Punktes von 
der Umdrehungsare entſpricht und ſich daher durch die Formel P = @? Pr 
beſtimmen läßt. 


Fig. 504. Fig. 505. 
Z 





Um die Gentrifugalfraft eines anderen Körper ABDE, Fig. 505, zu 
finden, zerlegen wir denfelben durch Ebenen winkelrecht zur Are ZZ in fchei- 
benförmige Elemente, ermitteln die Schwerpunfte S,, 5, u. |. w. derfelben, 
bejtimmen mit Hilfe der legteren die Gentrifugalfräfte, zerlegen jede derjelben 
nad) den Arenrichtungen COX und C Y in Seitenfräfte, und vereinigen bie 
Seitenfräfte in der Ebene ZCX zu einer Mittelfraft @, fowie die in der 
Ebene ZCY zu einer Mittelfraft R. 


Befinden ſich die Schwerpunkte ſämmtlicher Scheiben in einer Barallellinie 
zur Umbdrehungsare, fo ift x = x — 2, u. f. w., fowie y — yı = Yı 
u. f. w., und daher uhr = r, — r, u. f. w.; e8 folgt daher die Cen— 
trifugalfraft des ganzen Körpers: 

P=eoe(Mr+Mr-+:-.)= o?®’Mr, 
und der Abftand ihres Angriffspunftes von der Ebene X Y: 


„— Hıs + M;2 + +.J)r _Mı2 + M2 + — 
(M+M+-)r M+M+:. 7 

Diefen Gleichungen zufolge ift die Gentrifugalfraft eines Körpers, welcher 
fich in Elemente zerlegen läßt, deren Schwerpunfte in einer mit der Umdre— 
hungsare parallel laufenden Linie liegen, gleich der Gentrifugalfraft der in dem 
Schwerpunkte diefes Körpers vereinigten Maffe deffelben, und es fällt auch 
der Angriffspunft diefer Kraft mit diefem Schwerpunkte zufammen. Hiernach 
laſſen ſich die Gentrifugalfräfte aller {ymmetrifchen Körper (f. $. 106), 
deren Symmetrieare der Umdrehungsare parallel läuft, und alfo auch die 
aller Notationsförper, deren geometrijche Aren mit der Umdrehungsaxe 
parallel find, finden. Fällt die geometrifche Are eines ſolchen Körpers mit der 
Umdrehungsare zufammen, fo ift die refultirende Eentrifugalfraft ſogar Null. 
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Beifpiel. Es find die Dimenfionen, die Dichtigfeit und Feftigfeit eines Mühl: 
feines ABDE, Fig. 506, gegeben, man foll die Minfelgeihwindigfeit o finke, 
bei welcher das Zerreigen deſſelben in Folge der Gentrifugalfraft eintritt. Seren 

Fig. 506. wir den Halbmeflfer CA des Nibs 
Z fteines — r,, den Halbmeſſer (6 
feines Auges — r,, die Hohe AE 
— HL=[|, die Didtigfeit = y 
und den Feſtigkeitsmodul — K, ſe 
erhalten wir die Kraft zum Zerreisen 
deflelben in einer diametralen Ebent, 
P= 2(r, — 15) IK, 
das Gewicht des Steines: 
G=a(t!— N) ln, 
_Z und den Umdrehungséhalbmeſſet für 
jede Hälfte des Steines, d. i. die 
Entfernung ihres Schwerpunftes von der Umbrehungsare ($. 114): 
BEE ea 
* 55 —7 

Im Augenblicke des Zerreißens iſt die Centrifugalkraft von einer Hälfte des 

Steines der Feſtigkeit gleich, wir befommen daher die Beſtimmungsgleichung: 


Ar = 2 (r, — r2) IK, 





eye lern nik, 
und 27 zu beiden Seiten | Geiten aufgehoben, folgt: 
=) — -V/ BR 
* fer — 1) rMr+rrn M+rnn+ 79} rdy 
Str, = 2Fuß = 4 Zoll, — — 43oll, K = 750 Pfund und das ſpecifſce 
Gewicht der Mühlfteinmafle, = 2,5, alfo das Gewicht eines Cubikzolles Natt 


"or 
deſſelben, „= E22 — 0,08934 Pfo., fo folgt die Winfelgefhtwindigfeit kim 





1728 
Gintreten des Zerreifens: 
/3.12.31,35.750 _ 1 /210937 _ 
* =) 033.0,08051 T5,307 — 1172 Soll. 


f ’ Inu 
Iſt die Zahl der Umdrehungen in einer Minute — u, fo hat man u ' 


en — 1119. Die gewöhnliä 


Umprehungszahl eines ſolchen Mühlfteines ift nur 120, alfe Imal fo Flein. 
Für ein Schwungrad läßt fh + rıra tr? = 3r? ſetzen, wenn r MM 
mittleren Halbmeſſer feines Ringes bezeichnet. Daher ift bier 


0) - VIE oder v—= or = Ve. 
7 Y y 


daher umgefchrt u — —, bier aber — 


8.307 Befinden fic die fämmtlichen Theile M;, I, eines Maffenfyiteme, 


Fig. 507, oder die Schwerpunkte der Elemente eines Körpers In 
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einer durch die Umdrehungsare gehenden Ebene, fo bilden die Cen— 
trifugalfräfte ein Syſtem von Parallelfräften und es laſſen fich daher diefels 
ben in der Pegel auf eine einzige 
Fig. 507. Kraft zuriidführen. Sind die Entfer- 
nungen der Maffentheile oder Elemente 
von der Umdrehungsare ZZ: ' 
0M=1n 0: M = Tr u |. w. 
jo erhält man für ihre Gentrifugalfräfte: 
P, = o!M,r. Pı = GM, r, 
u. ſ. w., und daher die mittlere Centri- 
fugalfraft: 
pP, = 0? (Mı; rı + Mr +--.) 
= 0?Mr, 
wofern 7 den Abjtand des Schwerpunf: 
tes der ganzen Maſſe M von der Um— 
drehungsare bezeichnet. Es ift aljo auch hier der Abftand des Schwerpunftes 
von der Umdrehungsare als Drehungshalbmeifer anzufehen. Um aber den 
Angriffspunft O der refultivenden Gentrifugalfraft P zu finden, fegen wir die 
Abftände der Maffentheile von der Normalebene: CO, — 1,00, = 2% 
u. ſ. w. in die Formel: 





Mna+Mnoa-+°--- 
MnHt4r +. 
Mit Hülfe der Formel P= @? Mr laſſen ſich die Gentrifugalfräfte von 
Rotationskörpern umd von anderen Körpern der Geometrie finden, wenn 
die Aren diefer Körper mit der Umbdrehungsare in eine Ebene fallen. 


Für eine Stange AB, Fig. 508, deren Länge A C—1 und Neigungs- 
winfel A CZ gegen die Umdrehungsare CZ, — « ift, hat man: 
Big. 508. r— KS— !lsin.e, 
und folglic, die Gentrifugalfraft : 
P= o?.1/, Misin.e; 
um aber den Angriffepunft O diejer 
Kraft zu finden, fegen wir in dem Aus- 
drude 


CO=:= 


BE. 
coꝰ · zsin.&.X cos. & 
n 


M e 
— 0?.— r? sin. & 008. & 
n 





für das Moment vom Elemente . der 
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21 31 


l — 
Stange, ſtatt x nad) und nad) ——— ſ. w. und vereinigen die Er- 


gebniſſe durch Addition. Auf dieſe Weiſe ergiebt ſich das Moment der gan— 
zen Stange: 


12 
Pu = 0? = sin. & C0S. — (12 + 22 +3? + ...+ m) 


— 1/, @® MU’ sin. «cos. «, 
daher der Hebelarm CL = 0, 0, oder: 

u — Y, 0? Ml?sin.a cos. : 1/,@? Mlsin.a« = ?/,lcos.«, 
und die Entfernung des Angriffepunftes O von dem in der Are Tiegenden 
Stangenende C: 

00 = Yıl. 
Keicht die Stange AB, Fig. 509, nicht bis zur Are, fo hat man: 
P= 1 o!Fl’sin.a — 1, oa? Fl}sin.« 
— 1), o® Fsin. a (l} — 1})). 
und dag Moment: 
Pu —= !/,o? Fsin.acos. a (I) — 1}), 
weil die Maffe von CA (= Querſchnitt mal Pänge) — Fl, und die Maſſe 
von OB, = Fi; ift. Es folgt daher die Entfernung des Angriffspunftes 
O vom Durchſchnitte C mit der Are: 
313 

c=% me der co = N, 
wenn I die Entfernung CS des Schwerpunftes und I, — I, die Länge der 
Stange AB ausdrüdt. 


Fig. 510. 





Diefe Formel gilt auch für ein rectanguläres Blatt ABDE, Fig. 510, 
welches fic durd) die Arenebene CO Z in zwei congruente Kechtede theilen 
läßt und deffen Ebene rechtwinkelig gegen diefe Arenebene fteht, weil die 
Centrifugalkraft von jedem der Elemente, welche ſich durch Schnitte normal 
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zu CZ ergeben, in der Mittellinie FG angreift. Sind alfo die Entfernungen 
CF und C@ der beiden Grundlinien A B und DE von dem Arenpunfte 
C, Ii und 2,, jo hat man auch hier 





13 — 13 RE 
— 1/.J4 2 — ———————— 


Ebenſo ergiebt ſich die Centrifugalkraft eines geraden Kreiskegels ABD, 
Fig. 511, welcher ſich um eine durch die Spitze D deſſelben gehende Are 
Fin. 511. CZ dreht, wenn man in der Formel 

z P= o?®Mr, ftatt r den Abftand XS 

des Schwerpunftes S diefes Körpers von 
CZ einfegt. Bezeichnet A die Höhe KD 
de8 Kegels und & den Winfel B CZ, 
um welchen die Bafis AB deflelben von 
der Umdrehungsare abweicht, fo hat man 


KS=DSc0o.DSK=°/,hcos. «, 
z == rund daher die geſuchte Gentrifugalfraft 
— 0? M.°/,hcos. a. 
E Der Angriffspunft O diefer Kraft ift 
x dur) die Goordinaten DL — u und 
JE 





LO = v beftimmt, für welche die hö— 

here Analyfis unter der PVorausfegung, 

daß die Umdrehungsare CZ nicht durch 
die Kegelmaffe hindurchgeht, folgende Ausdrüde findet: 


4/ } 2 )\| d 
ut, hsin.« E — 65 un 
— r tang. -) 
v /s h cos. & E + (u 7 
findet, worin r den Halbmefjer KA — KB der Bafis bezeichnet. 


In dem Falle, wenn die Körpertheile weder in einer Normalebene zur 
Umdrehungsare, noch in einer Ebene durc) die Umdrehungsare enthalten find, 
lafjen fich die refultirenden Gentrifugalfräfte 
Q = 0?(Mız + M;2, +) und R— @? (Myı + Maya + ---) 
nicht in eine einzige Kraft verwandeln, wohl aber ift es möglich, diefe Kräfte 
durch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft 


P=Y Q?-+ R’= 0 Mr 
und dur ein aus Q und R zufanmengejegtes Kräftepaar zu erſetzen. 
Bringen wir nämlich, im Schwerpunfte S vier fi) das Gleichgewicht haltende 


Kräfte + Q und — Q, fowie + Rund — Ran, fo geben die pofitiven 
Theile die Mittelfraft 


8. 308 
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wogegen die negativen Theile — Q und — R mit den in U und F 
(ſ. Fig. 501) angreifenden Gentrifugalfräften die Kräftepaare (Q, — 0) 
und (R, — R) bilden, die ſich zu einem einzigen Kräftepaare zufammen- 
jegen laſſen. 
Um mit diefer Zurückführung der Gentrifugalfräfte eines umlaufenden 
Big. 512. Körpers auf eine Kraft umd ein 
Kräftepaar befannt zu werden, 
ziehen wir folgenden einfachen 
Fall in Betracht. Die Stange 
AB, fig. 512, weldye fid um 
die Are ZZ dreht, liege parallel 
zur Ebene YZ und ruhe mit dem 
Ende A in der Are COX. Teen 
wir die Pänge AB diefer Stange 
— 1, das Gewicht derielben = 6, 
den Winfel AB B,, um welden 
diefe Stange von der Dreharen 
richtung abweicht, — «, und ihren 
Abftand CA von der Ebene TZ, 
welches auch ihr Fürzefter Abftand 
von der Are 27 iſt, — a. Mi 





—— 
nun E ein Element = der Stange, 


und y— AE, die Horizontalprojection feines Abftandeg A E vom Ende 
A, fo hat man für die Componenten der Gentrifugalfraft Pi dieſes 


Elementes: 
Qı — a2. E. CA .— — und R, — of. GE — — 
n n N n 
dagegen ihre Momente in Beziehung auf die Grundebene XCY, da der 
Abftand diefes Elementes von der Ebene X Y: 
ERE=AE, cotg.a — ycotg. « ift, 
M —. 


— M 
GA = en CA.bBE= 0’. —aycotg. a und 


Rıe = @°- TyPcotg. a. 


Die ſämmtlichen Seitenfräfte parallel zur Ebene X Z geben bie Reſul⸗ 
tirende: 


M 
9=ı ++ >= n. 09. — a—= 0°.Ma, 


8. 308.] Die Gentrifugalfraft ftarrer Körper. 589 
und das Moment derjelben: 








M 
Qu — Qı 2ı Rn Qr 22 B= —A— arm a cotg. & (yı En Ya B= .. ) 
sin. I sin. 31sin. 
oder, da Yı — — = — — <. y = — u. |. w. zu neh— 


men, und cofg. «sin. — cos. « ift, 

M U aM In? 
ar — ——— 08, il 3... nn) 0°: — ar ‚I. — 
Qu—0©o — 4.008. 0 Zi 2 +n)=® „8608.07 5 

— 1,0?.Malcos. «. 
Es ift alfo der Abſtand des Angriffspunftes diejer Seitenfraft von der 
Srundebene X Y: 


1/, 0 Malcos. & 
‚9 @" i .c 
sS=u= — — 


— 14 208, 
— — 1/,1cos.«, 
d. h. es fällt diefer Punft mit dem Schwerpunkte der Stange zuſam— 


men. Die Seitenfräfte, welche parallel zu YZ wirfen, geben die Nejultivende: 


M 
R=R+R+--=o.- y+nt:) 


M Isin.a n? ’ 
— .— — !/,@? Mlsin.« mit dem Momente 





n n 2 
M 


Rvr=w'.—.cotg. a 3 493 4) 


= „M (“ sin. &)? (2 1sin. «)* u ) 

= a’. cotg. a | + — 4 
M I— 

. 7 (sin.o)? oot.a(l H4+9 ++ m) 


— 0°. Mt sin. & cos 
Zu nn? 8 
— 3, @® Ml’” sin. a cos. &. 

Es ift hiernad) der Abftand des Angriffspunftes O diefer Kraft von der 
Grundebene X Y: 
1/, 0® Ml? sin. cos. « 

1/0? MlIsin.« 

d. i. diefer Angriffspunft Liegt um (2/5 — 1/,) Teos. a — N/s1cos. « jenf- 
recht, oder überhaupt um SO — ein Sechstel der Stangenlänge A B über 
dem Schwerpunkte S der Stange. 

Aus den Kräften Q — @? Ma und R— Y, @® Mlsin.a folgt die 
im Schwerpunkte der Stange angreifende Endrefultivende: 

P—= Vo: + R— o®M Va? + !yl’sin.e®, 


und das Kräftepaar (R, — R) mit dem Momente 


00=t = — ?/,1cos. a, 


590 Fünfter Abfchnitt. Zweites Gapitel. [$. 309. 
R.SO — !, o®? Mlsin.«. 1/„Tcos. «& 
— 1/3 @® Ml?sin. «cos.«@ — !/,, @® Ml?sin.2«. 


$. 309 Freie Axen. Im Allgemeinen üben zwar die Gentrifugalfräfte eines 

fi um eine Are gleichförmig umdrehenden Körpers einen Drud auf die Are 
aus, es iſt jedoch auch möglich, daß diefe Kräfte fich gegenfeitig aufheben und 
deshalb die Are gar feinen Drud auszuhalten hat. Diefer Fall fommt 
3. B. vor bei jedem fic um feine geometrifche oder ſymmetriſche Are drehen- 
den Notationskörper, bei einer Nadwelle und einem Waflerrade insbejondere, 
u. j. w. Wenn auf einen unter diefen Umpftänden fid) umdrehenden Körper 
oder auf ein ſolches Maſſenſyſtem feine äußeren Kräfte einwirken, fo bleibt 
der Körper ohne Ende in diefer Umdrehung begriffen, ohne daß es nöthig 
ift, die Umdrehungsare feitzuhalten. Man nennt deshalb diefe Umdrehungs— 
are eine freie Are (franz. axe libre; engl. free axis). Aus dem Vor— 
hergehenden folgen fogleic die Bedingungen, unter welchen eine Drehaxre 
eine freie Are ift. Es ift nöthig, daß nicht nur die Mittelfräfte Q und R 
aus den parallel den Arenebenen X Z und YZ wirkenden Componenten der 
Gentrifugalfräfte, fondern aud) die Summe der Momente von jedem der bei- 
den Kräfteſyſteme — Null ift, aljo hiernad) : 

)Maı +M 2% +: =0, 

2) Myı + My — 0, ferner 

3)) Mærei + Mn +-:--—=0, m 

)MysatMbyma+:- —=0. 

Die beiden erften Gleichungen bedingen, daß die freie Are durch den 
Schwerpunkt des Körpers oder Maſſenſyſtemes geht. Die beiden letzteren 
aber liefern die Elemente zur Beftimmung der Yage diefer Are. Es Täft 
fich übrigens nachweiſen, daß jeder Körper oder jedes Maſſenſyſtem mindeftens 
drei freie Aren hat, und daß diefe Aren im Schwerpunkte des Syitemes 
unter rehten Winkeln zufammenftoßen. 

Die höhere Mechanik unterfcheidet von den freien Aren nod) andere Üren, 
welche fi) in irgend einem Punkte des Syſtemes durcjfreuzen, und nennt 
diefe Aren Hauptaren (franz. axes principaux; engl. principal axes). 
Man beweift aud), daß das Trägheitsmoment eines Körpers in Beziehung 
auf eine der Hauptaren ein Marimum, und in Beziehung auf die zweite 
ein Minimum ift und daß es in Hinficht auf die dritte Are einen Mittel- 
werth hat, ſowie daß für einen Punkt, welcher in einer der freien Aren Liegt, 
die Hauptaren mit den freien Aren, oder den durd) den Schwerpunkt gehenden 
Hauptaren parallel laufen. 


8. 310 Freie Axen eines ebenen Massensystemes. Befinden jid) die 
Theile einer Maſſe in einer Ebene, bildet z. B. die Mafje eine dünne 
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Platte oder ebene Figur, fo ift die gerade Linie durch den Schwerpunft der 
ganzen Maffe, und normal zur Ebene derfelben eine freie Are der Maſſe, 
denn e8 ift in diefem Falle die Mafje ohne Drehungshalbmeiler, und daher 
die einzig mögliche Gentrifugalfraft — Null. Um nod) die beiden anderen 
Fig 513. freien Aren zu finden, jchlagen wir folgen- 
den Weg ein. Sei S, fig. 513, der Schwer— 
punft einer Maffe, und fein UU und VV 
zwei in der Maflenebene befindliche Coordi— 
natenaren, bejtimmen wir die Maſſentheile 
durch Goordinaten parallel zu diefen Aren, 
3. B. das Mafientheilhen M, durd) die 
Goordinaten MN=u und M, O—v.. 
Sei dagegen XX eine freie Are, Y Y eine 
Are winfelrecht gegen diejelbe, ferner der zu 
beftimmende Winkel USX, um melden 
die freie Are von der Coordinatenare S U abweicht, — 9, und jegen wir die 
Coordinaten der Maffentheile in Hinficht auf die Aken XX und YY: 
2,2%... und Yı, %9 - . ., alfo für den Mafjentheil M;: 
M,K=zı und M, L= yı. 

Hiernad) ergiebt ſich ſehr leicht: 
2, =M,K=SR-+ RL=S0c0s.$9 + OM, sin. p=u,cos.p-+v,sin.p, 
Yyı=ML=—-0O0R+OF=— S50Osin. + OM, cos. 

— —u, sin.@ +vıC0s.p; 
und daher das Product: 

%ı Yı = (U 608.P + vı sin.p).(— u sin.p + vı cos. P) 

— — (u? — vi) sin. pcos.p + u v, (cos ꝙꝰ — sin. @?) 

oder, da sin.pcos. P—=1/ysin.2p und cos. P® — sin. pP? — 008.2 iſt, 





2 Yyı = — "ar (u? — v)) sin.29 + ur 00829, 
und daher das - des Maſſentheiles My: 
M, sı Yyı = — — (ui — v?) sin.29 + Mı u tı 608.2 9, 


ebenso da8 Moment s Mafientheiles M,: 
M,aY% = — — 2 (u? — v)) sin.29 + Myu, 0, 008.2 


u. f. w., und die En der Momente aller Mafjentheile, oder das Mo— 
ment der ganzen Maſſe: 
My + May +. — — sin. 2p[(Mu?+ Mu} -+--.) 
— (M,v? + Mav} M + 008.29 (Miuvı + Mateta + >). 
Damit X X eine freie Are werde, muß aber nad) dem vorigen Para 
graphen diejes Moment — Null fein; wir müffen daher jegen 
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Iasin2p(Mu + Mu + )— Mi’ + Mu ++] 
— 08.29 Mur + ;urn, ++.) —=(, 
und erhalten hiernad) als Bedingungsgleichung : 
sin.2p __ 2 Mwvc + Ibwı + +) 
cs.2p (Mu?+ Mu}+-)— (Me?+Aleit+t-) 
Doppeltes Moment der Centrifugalfraft 
Differenz der Trägheitsmomente 
Durch diefe Formel ergeben ſich zwei Werthe für 2 @, welche von ein— 
ander um 1809, und alfo aud) zwei Werthe von P, weldje von einander 
um 909 abweichen; e8 ift deshalb nicht allein die durch diefen Winkel ꝙ 
beftimmte Are X X eine freie Are, fondern auch die gegen fie winkelrecht 
gerichtete Are YY. 





tang.29 —= 


Von vielen Flächen und Körpern laſſen fich die freien Aren ohne alle 
Nechnung angeben. Bei einer ſymmetriſchen Figur ift z. B. die Sym— 
metrieare eine freie Are, das Perpendifel im Schwerpunfte die zweite, und 
die Are winfelreht gegen die Ebene der Figur die dritte freie Are. Bei 
einem Rotationsförper AB, Fig. 514, ift die Notationsare ZZ eine 
freie Are, ebenfo auch jede Normale XX, YY... zu diefer Pinie durch 
den Schwerpunkt S. Beieiner Kugel ift jeder Durchmeſſer eine freie Are, bei 
einem geraden, von fech® Nechteden begrenzten Barallelepipede ABD, 
dig. 515, aber find es die drei durc) den Schwerpunft S gehenden und auf 


Fig. 514. Fig. 516. 
zZ 





den Seitenflächen BD, AB und AD normal ftehenden oder mit den Sans 
ten parallel laufenden Aren XX, YYımd ZZ. 

Beſtimmen wir noch die freien Aren von einem jchiefwinfeligen 
Parallelogramme ABCD, Fig. 516. Yegen wir durd) den Schwer: 
punkt S deſſelben die unter fich rechtwinkelig ftehenden Coordinatenaren UU und 


VV fo, daf die eine der Seite AB des Parallelogrammes parallel läuft, 
und zerlegen wir das Parallelogranım durch Parallellinien in 2 gleiche 
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Streifen, wie z. B. FG. Iſt nun die eine Seite AB — 2a, die andere 
Seite AD — 2b, und der fpige Winfel ADC zwifchen je zwei Seiten, 
fig. 516. — «, fo erhalten wir fir den um 
SE — x von UT abftehenden Strei- 
fen F@ die Länge des einen Thei- 
le8 EG, 
—=KG+EK=art eeotg.e, 
jowie die des anderen Theiles EF 


= 0 — —& cotg. c, 





und, da — sin. die Breite beider 
it, die Inhalte diefer Streifen 


bsin.« 


— (a + zcotg.«) und — 





(a — x.cotg.e); 


auch folgen die Maße der Gentrifugalfräfte von diefen Theilen in Hinficht 
auf die Are V V: 








bsin.a IN. 
= — (a+xcotg.«).N/; (a + x cotg. «) — * (a + zcotg. «)? 
N 
und 
bsin.« 9 
——— (da — 2.cotg. 0)” 
9 n (a co 4 «) ’ 
ſowie ihre Momente in Hinficht auf die Are UT: 
bsin.« bsin.« 





(a + zcotg.a)?x und 





Br. . 2 '# 

2 * (a — xcotg. a)? x 

Da beide Kräfte in Hinficht auf F V° einander entgegengefegt wirken, fo 
giebt die Vereinigung ihrer Momente die Differenz : 

bxsin.« 


2 
Fr [(a + x cotg. a)? — (a — x eotg. e)?] = abx? cos. a. 
) n 


5 bsin.a 2bsin.« 
Segen wir in der Formel für x nad) umd nad) —, ern 


’ 
N 


3 bsin. RR — Ergebni 
—— ſ. w. ein, und addiren wir die dadurch erhaltenen Ergebniſſe 


— 


jo befommen wir das Maß für das Moment der Gentrifugalfraft des 
halben Parallelogrammes: 


ah b?sin. a? — n? 
— “ — (1?+2?2+3?4 ...4.9°2)— 2 ab?sin.a? cos.«- * 
n n 


— ?/, ab? sin. «? cos. a, 


und aljo für das ganze Parallelogramın, oder: 
Weisbach' s Lehrbuch der Mechanik, L 33 
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Mwev + Mwr + +: -— *,ab?sin. a? cos. «. 


Das Trägheitsmoment in Hinſicht auf die Are 9 VW ift für einen 
Streifen FG 
bsin.« (a + zcotg. «)? (a — z.cotg. a)? 
e 
n 3 3 
U b } . — o D DE . 2 ) 
= (a? +3 ax? cotg.a) —- “im a(a? + 32? cotg.a‘). 


Mr > gm, dsin.a 2bsin.a S3bsin.« 
Set man nım fiir © fuccefjiv — —— —— u. ſ. w., um 
ſummirt man die ſich ergebenden Werthe, ſo folgt das Trägheitsmoment der 
einen Hälfte 
— ?/,absin.a (a? + b cos. «?), 
und daher Tas des Ganzen 


— '/,absin.a (a? + b?cos. «?). 





In Hinficht auf die Umdrehungsare UT ift hingegen das Trägheits 
moment des Parallelogrammes 


j b? sin. a? 
— 4absin.a- 





— '!/,ab?sin. «* ($. 237); 


es ergiebt ſich daher die gefuchte Differenz der Trägheitsmomente, d. t.: 
(Mu? + Mu +.:.)— (Me + Mıt?+ +) 
— *'/,absin.« (a? + b? cos.) — */, ab?sin.a® 
!/absin.a [a? + b? (cos.a? — sin. «°)] 
!,absin.a (a? + b?cos.2«). 
Endlich folgt fir den Winkel USX — 9, weldyen die freie Are XA 
mit der Coordinatenare U U oder der Seite AB einfhlieht, nad) $. 310: 
21h, wur + wer + --») 
(u? + Mu +.) — (Mei+ Mer) 
2 .4/, ab? sin. a? cos. «& __._ bisin.2a 
—Azabsin.@ (a? + b?cos.2e) a? + b!cos.2« 
Beim Rhombus ijt a — b, daher: 


sin.?2 «& 2 sin. cos. & 2 sin. cos.« 
tang.2p = Een 


alſo: 


Il 


lang.2p = 


2p=«, und 9=;: 


Da diefer Winkel die Richtung der Diagonale angiebt, fo folgt, daß die 
Diagonalen freie Aren des Rhombus find. 
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Beifpiel. Bei dem fchiefwinfeligen Parallelogramme ABC D, Fig. 516, 
meflen die Seiten AB = 2a — 16 Zoll und BC = 2b — 10 Zoll, und iſt 
der Umfangswinfel ABC —= « — 60°, welche Richtungen haben veflen freie 
Aren? Ge ilt 

52.sin.12000  25.8in. 600 __. 25. 0,86603 
82 +52. cos. 12007 64 — 25 cos. 600 "64 — 25.0,5 

= 0,42040 — tang. 220,48’, oder tang. 2020,48°. 

Hiernady felgen 9 = 119,24’ und 1019,24’ als Neigungswinfel der zwei erften 
freien Aren gegen die Seite AB. Die dritte freie Are fteht auf der Ebene des 
Parallelogrammes rechtwinkelig. Diefe Winfel beitimmen auch die freien Aren 
eines geraden Parallelepipedes mit rhombeidalen Grundflächen. 


tang. 20 = 


Wirkung auf die Umdrehungsaxe. Wenn fi ein materieller 
Punkt M, Sig. 517, ungleihförmig um eine fefte Are CO dreht, fo hat 
Fig. 517. diefelbe nicht bloß die Gentrifugal- 
kraft, jondern auch die Kraft der 
Zrägheit diefes Punktes auszuhalten. 
Während die Gentrifugalkraft radial 
auswärts wirkt, hat natürlich die 
„Kraft der Trägheit eine tangentiale 
Richtung, und zwar entweder der der 
Umdrehungsbewegung entgegengefetzt, 
oder mit derjelben zufammenfallend, 
je nachdem die Acceleration diefer 
Bewegung eine pofitive oder eine 
negative (Netardation) ift. Man kann 
daher aud) annehmen, daß die Cen- 
trifugalfrft UN—= CN— N 
unmittelbar in der Are C angreife 
und daß bie Kraft der Träghet MP— — P aus einem Sräftepaare 
(P, — P) und einer Arenfraft OP — —P bejtehe, und folglic) die ganze 
Arenfraft OR— R durch die Diagonale eines aus N und — P conſtruir⸗ 
ten rechtwinkeligen Parallelogrammes beſtimmen. 


It r die Entfernung CM der Maſſe M von der Umdrehungsare C, 
jowie @ die Winfelgefchwindigfeit und x die Winfelacceleration, jo hat man 
nad) $$. 302 und 282: 





N— 0? Mr 
und. 
P=x%Mr, 
daher die gefuchte Mittelkraft: 
s= VX: + pı —= Vo! + x2,Mr, 


38* 


8. 31 
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und für den Winfel RCN — p, um welden die Richtung diefer Kraft 
von der Richtung CM der Gentrifugalfraft abweicht, 
— P P_ x 


NN 

Da in Folge der Acceleration x, @ veränderlich ift, jo fällt natürlich auch 
die Gentrifugalfraft N umd die Mittelfraft AR variabel aus. 

Um die Bentrifugal- und Trägheitsfräfte eines Syſtems don Maſſen M,. 
M, u... w. zu vereinigen, zerlegt man dieje Kräfte nad) zwei Arenrichtungen 
XX und YY in Zeitenfräfte, vereinigt hierauf die in einer Arenrichtung 
wirfenden Kräfte durch algebraiiche Addition, und jest endlich die hieraus 
rejultirenden zwei Kräfte wie oben zu einer Mittelfraft zufammen. Sind z 
und y die Goordinaten CK und CL des materiellen Punktes M, in Hin- 
ficht auf das Areniyitem XX, Y Y. jo hat man die beiden Componenten 
der Gentrifugalfrait N: 


tany.p — 


i % 
TE — Pr N— 0?Mx und 


x Ho 
N, — N — 02 4, 
Y 


dagegen die der Trägheit: 
P= - P—x%My und 


— P MA; 
es folgt daher die Geſammtkraft in der Are X X: 
— N 4P = o’NMr + — Au, 
und die in der Are FV: 
R— N, — Pı = 0?My — Ma. 

Hat man es nun mit einem fich um eine fefte Are C, Fig. 518, drehenden 
Syſteme von materiellen Punkten oder Maflen A, , Mas u. j. w. zu thun, 
deren GCoordinaten in Hinficht auf eine Goordinatare X X: 

Ch, Che iin, 
und in Hinficht auf die andere Goordinatare I Y: 

Ch =y, CL =y uf. mw. 
jind, jo fällt folglich) die Geſammtkraft in der erften Are: 
"= o’Mxr -»M m + oe?l,; M ya +. -,di: 
V=a(lhn + m +. )+r lm +Ihm +) 
und dagegen die in der anderen Arc: 
R=o!(My +4 +.) — “Ma + M2 +.) an. 
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Bezeichnet man endlid) die ganze Male M + M + +: durh 7 
und die Coordinaten ihres Schwerpunftes in Hinſicht auf die Aren X 
und Y durch x und », fo hat man (fiehe $. 305) 


Fig. 518. 





—X 
Ma + +. =Mxwud 
MytMy+-=AMy; 


daher einfacher: 
d = @?Mx + »AMy um 
R= vo!My — »Mı. 
Aus Q und R folgt nun die Mittelfraft: 
Ss—=VgQ: + R:, 
ſowie für den Richtungswinkel X CS — P derfelben: 
tang.p = a. 
1% 

Da Mx und My die ftatiichen Momente des Schwerpunktes find, To 
folgt, dag man bei Beſtimmung des Arendrudes (S) eines in einer und ders 
jelben Umbdrehungsebene befindlichen Maſſenſyſtemes die ganze Maſſe in dem 
Schwerpunkte des Syſtemes vereinigt annehmen fönne, und da die Entfer⸗ 
nung des Schwerpunftes des Maſſenſyſtemes von der Umdrehungsare, 


— — — 


r= Var + y 
ift, jo hat man aud) 
—— V[(w: Mx + My): + (oe My — »Mx)?] 
- Ver @+W+@@+ mM) 
— MVot + 2 Vz? + y: — Vo + #2,.Mr. 


Anmerfung. Für ein Dreied ABC, Fig. 519 (a. f. S.), welches ih um 
feinen Edpunft C dreht, und vefien Edpunfte A und B durd die Goordinaten 
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(2, Y,) und (2, %5) beitimmt find, hat man nad $. 112 die Coordinaten feines 
Schwerpunftes $: 


Big. 519. cs =:= ats 
und 


. 
os =y-4tn, 
und die Mafle, wenn man biefelbe durch ven 
Flächeninhalt mist, 

van 43, 
Auch läßt ſich das Trägheitsmoment deſſelben in 
Hinfiht auf die Umpdrehungsare C durch den 
Ausdruck 

wo (a y—%) 
6b \2ı — 2 Yı — Ya 


-I @+mm +24 yv + Yıy + %) 





beftimmen. 
Diefe Formeln finden auch ihre Anwendung auf ein gerades Prisma, deſſen 
Grundfläche das Dreiet ABC if. 


Beifpiel. Gin gerades Prisma mit der bdreifeitigen Grundflähe ABC 
foll durd ein conitant wirfendes Kräftepaar fo fchnell um die Seitenfante C ge: 
dreht werden, daß es im Verlaufe von £ — 1 Secunde, u — 5/, Umdrehungen 
macht, und man foll nicht allein das Moment diefes Kräftepaares, fondern auch 
noch die Wirfung diefer Bewegung auf die Are C beftimmen. Es fei die Baſis 
ABC dviefes Körpers durch die Goordinaten 

27, = 1,5, y, = 0,5; T2 — 0,4, Yyı= 1,0 Fuß 
beftimmt, ferner die Höhe oder Länge deffelben 1 — 2 Fuß, und feine Dichtigfeit 
y = 350 Pfund. Hieraus berechnet ſich zunächſt der Inhalt der Baſis: 
F — *ı Ya > 23Yı _ 1,5.1,0 B 0,4 ..0,5 — = — 0,85 Duabratfuf, 
und daher die Maffe des ganzen Körpers: 


M= — — 0,032 .0,65.2.30 — 1,248 Pfund. 
Nun ift ferner 


2 +22 + 2 = 225 + 0,60 + 0,16 = 3,01, 
Yv+YYy + Yr = 0,25 + 0,50 + 1,00 = 1,75; 
baher folgt das Trägheitsmoment des Körpers: 
W M 1,248 
= (3,01 — 1,75) = 4,76. Eu = 0,99008 Fußpfund. 


Da in Folge der Beſtändigkeit des Umdrehungskräftepaares die Umdrehungsbe⸗ 
wegung eine gleichförmig beſchleunigte iſt, ſo folgt die Winkelgeſchwindigkeit 
des Körpers am Ende der Zeit £ von 1 Secunde (f. 8. 10): 

28 2.2nu 2.2.5n 
T — 7 — — — — 31,416 Fuß, 


und es iſt daher die erforderliche mechaniſche Arbeit: 


oo = 
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A="weT= Y, (31,416)?.0,99008 — 488,6 Fußpfund. 


Die Winkelacceleration if 
x — ri = u — 31,416 Fuß, 
daher das Moment des Kräftepaares: 


Pa =xW = 31,416.0,99008 — 31,10 Fußpfund. 





Die Abftände des Schwerpunftes S der Baſis von den Goordinataren X X 
und YY find 


5 
— — er — 0,6333 und 


i 
Tb ul + 10 _. 0,5000, 


== 


Y == 
folglich ergiebt fich der Abitand des Schwerpunftes von der Are: 
cCS=-r=YVa + y = 0,651. 
Kerner ift 
o+ — 31,416* — 974090 und 
x? — 31,416? = 997; 
daher folgt: 
Vot + x2 —= V 975077 — 987,86, 
und es wächſt demnach der Arendruck während der befchleunigten Umbrehung 
des Körpers, von 
P=xMr = 31,416.1,248.0,6511 — 25,53 Pfund 
bis 
R = Vot + x2.Mr — 987,46..0,8126 — 802,41 Pfund. 
Wenn nah Verlauf von einer Secunde Zeit das Kräftepaar zu wirfen 
aufhört, fo nimmt der Körper eine gleichformige Umpdrehungsbewegung an, und 
es beiteht von nun an der von der Are auszuhaltende Drud nur in der Gentri- 
fugalfraft: 
N = o®2Mr —= 986,96 . 0,8126 — 802,00 Pfund. 


Der von 25,53 bis 802,41 allmälig anwachſende Arendrud ift anfangs recht: 
winfelig gegen die centrale Schwerlinie CS gerichtet, nähert fih aber während 
des Wachſens der Gefhwindigfeit diefer Linie immer mehr und mehr, fo daß er 
am Ende der Zeit 2 — 1 Secunde, nur noch um einen Winfel @ von diefer Linie 
abweicht, welcher durch 


beitimmt it und biernah den Wertb 2 —= 19,49 hat. Wenn das Kräftepaar 
zu wirfen aufhört, jo fällt natürlich die Nichtung der Arenfraft N = 802,00 
Pfund ganz in die centrale Schwerlinie CS, und dreht fich folglich auch mit diefer 
Linie im Kreife herum. 

Wenn man ftatt des Kräftepaares nur eine Kraft P am Hebelarme a auf den 


Körper wirken läßt, fo gefellt fi zu dem obigen Axendrucke noch ein diefer Kraft 
gleicher Drud P. 
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Zweites Gapitel. [$. 313. 
Definden fich die einzelnen Iheile 4, 


M;, - - -, Sig. 520, eines rotirenden Mafjenfyftemes nicht im einer 


Fig. 520. 


*22228 


und derſelben Umdre— 
hungsebene, ſo fallen die 
Richtungen der Kräfte 

1 =@a®Mıx, +# My. 
9, =@?M; u +rllmi 
nicht mehr im die Coordi⸗ 
natenare X X, fondern in 
die Goordinatenebene XZ 
und ebenjo die der Kräfte: 
R=0:M y—aM,n. 
I —= @°’M,yy —#M;r.x. 
nicht mehr in die Coordi— 
natenare Y Y, fondern in 
die Coordinatenebene YZ. 
Es laſſen ſich nun zwar 
die Kräfteſyſteme Qı, G 
u. ſ. w. und Ri, R, u. ſ. w. 
auf die bekannte Weile 
($. 305) zu dem Mittel: 
fräften: 

= +Q+ m 
R=R+R+t' 


vereinigen, da aber ihre Angriffslinien UQ und VR im Allgemeinen me 
in eine Ebene fallen, fondern die Drehungsare CZ in zwei vericjiedenen 
Punkten U und V fchneiden, jo ift eine weitere Vereinigung dieſer Kräfte 
zu einer Mittelfvaft nicht, fondern nur eine Zurüdführung derfelben au 
eine Kraft und ein Kräftepaar möglich. Die Seitenkräfte Q und R fin 
natürlich wie oben: 
3=o? (Mx + Ah + 
— 0°? Mx xXM, und 

?(My+tMn + )—rMatMm +) 
o? My — »Ma, 
wenn wieder MM die ganze Mafle I + IM + ++ und x und y die Ab 
ftände ihres Schwerpunftes S von den Coordinatebenen YZ und XZ be 
zeichnen. 

Setzen wir ferner die Abftände der Maſſen M,, M> u. ſ. w. von der auf 
der Umdrehungsare CZ redhtwinkelig ftehenden Umdrehungsebene X Y, &ı 


+)+#(My +Aby +) 


R 
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2, u. |. w., jo erhalten wir (wie in $. 305) für die Abftände der Angriffs: 
punkte U und V der Kräfte Q und ZA von dem Anfangspunfte C: 
—L — 
Hat: | 
(Massa +M%2 + -)+%(Mhyz + Meyızs +:-:) 
(Ma ++ )+r My ++) 





und 
— Res + R 2 +--- 
TIER ER HL 
_. 0? (AMyz + My +) — x (M, 1a + Az +) 
ent t+)— rn tin te) 
Wird die Are CZ in zwei Punkten A und B (Zapfenlagern) fejtgehalten, 
welche um die Koordinaten CA — I, und CB — 1, vom Anfangspuntte 
abjtehen, fo zerlegt fid) die Kraft Q in die Geitenfräfte: 
I, u— I, 


— U 
X; — (+) Q und Xa — =) Q, 


und die Kraft R in die Seitenfräfte: 





— 8) BEN (=) 
y= er Rum Y, = — R, 


und es ift nun der Drud im Zapfen A: 

s =-Vx+ry, 
und der im Zapfen B: 

s=Vx+Y 

Wird die Acceleration der Umdrehungsbewegung nicht durch ein Kräfte: 

paar, deſſen Moment Pa ift, fondern durch eine ercentrifche Kraft P am 
Hebelarıne a hervorgebracht, jo tritt noch cin diefer Kraft P gleicher Drud 
zu den Arenfräften Q und R Hinzu. Laſſen wir diefe Kraft P parallel zur 
Are CY, und im Abftande FO a von der Umdrehungsare, rechtwinke— 
(iq gegen die Ebene X Z wirken, und nehmen wir nod) an, daß ihre Angriffe: 
linie um CF = HO — b von der Goordinatebene X Y abftehe, fo wird 
durch diefelbe nur die Kraft A um P vergrößert, und zwar der Theil Yı 
im Stütpunfte A um 


— 
bh = G=r)P 


und der Theil Y, im Stüßpunfte B um 


u HN 
vn = (>)? 
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Ben Ma + Mn +:-- = 0, ſowie 
My +My +: = 0, feme: 
Ması+Mo»zı —0 und 
Myza+ Myzat+=0, 
und folglich die Umdrehungsare CZ eine freie Are ift, fo fallen nicht allein 
die Kräfte Q und Z, fondern aud) ihre Momente Qu und Av einzeln Rull 
aus, und es ift daher (vergl. $. 309) zu folgern, daß bei Umdrehung eines 
Maflenfyftemes um eine freie Are fich nicht allein die Centrifugalkräfte, fon: 
dern auch die Trägheitsfräfte einander das Gleichgewicht halten. 

Nehmen wir an, daß fid) das Maſſenſyſtem in Ruhe befindet, daß alio 
© — Null ift, oder jehen wir von der Wirkung der Centrifugalfräfte auf 
die Umdrehungsare ab, jo erhalten wir einfacher die Arendritde: 

Q=:My=-+(My+tMy +.) 


R=—»M:=—»(M& +Mx + --), fon 
Qu=»(Myızı +My2 +) um 
Rr=— + (Ma2z + M,2; + *-*-»). 


Wenn die Ebene XZ Symmetrieebene und folglich auch Schwerebene 
des ganzen Maſſenſyſtemes iſt, jo fällt 
My t+tMy + =0 m 
MyatMyıa + = 


Fig. 521. und daher auch 
20, 
ſowie 
Qu = 0 
aus, 


Machen wir mım mod die 
Forderung, daß die Umdre 
hungskraft: 

P= =. 
a 

durch die Trägheitstraft R 
aufgehoben wird, ohne eme 
Wirkung auf die Umdrehung 
are zurüdzulaflen, fo Fünnen 
wir folglich: 

P+R=0 
und 

Pb+Rvr=!0, 





* 2 
d. i.n: 
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= — + (Ma +Mx% +:--)=0, fowie 


x Vb 
a 
jegen, und es folgt hiernad): 
W_Mr'’+Mır?’-+--- _ Trägheitsmoment 





— (Ma + M; 92 +-:-)=0 





= — — 10000. O0 u 

E Mx Ma + Ib, -+--- ftatiiches Moment e 

— (= Tı 2ı 4 M:.x, 2, Bz 2) — A, x 2 ne M, x, 2 + ... 
== W — M, X 4 A, 72 ... 


Gentrifugalfraftmoment 
ſtteatiſches Moment 


Diefe Koordinaten beftimmen einen Punkt O, welcher der Mittelpunkt 
des Stoßes (franz. centre de percussion; engl. centre of percussion) 
genannt wird, weil jede durch denfelben gehende und gegen die durch die 
Umdrehungs- oder feite Are CZ gehende Symmetrieebene X Z des Körpers 
rechtwinkelig gerichtete Stoßfraft P beim Zufammenftoß diefes Körpers mit 
einem anderen Körper von der Trägheit der Maſſe des erfteren aufgehoben 
wird, ohne eine Wirkung auf die Are des Körpers zuriic zu laſſen oder einen 
Drud auf diefelbe auszuüben. 


Beifpiele. 1) Für eine gerade Linie oder eine überall gleih die Stange 
CE, #ig. 522, welde an einem Ende Ü mit der Umdrehbungsare CZ unter 
Fig. 522 einem bejtimmten Winfel ZCE zufammenftößt, ift, wenn 
en M vie Maſſe derfelben und r den Abſtand DE ihres 
zweiten Gndes E von der Umbrehungsare bezeichnet, das 
Trägheitsmoment: 
W= MI2 — Y, Mr? (f. $. 286), 
dagegen das ftatifche Moment: 
Mx: = Mr, 
und endlich das Gentrifugalmoment, da, wenn A die Pro: 
jection CD der Stangenlinge CE in der Umdrehungsare 
CZ bezeichnet, 


Z 





SI. — 
O,M, — & r s 
alfo: 
h. h 
Mi 22 = z Mı 2, I, = — Mi 2. 


u. ſ. w. ausfällt: 
h h 
M, 7%] + M,x,2, u .... Tr (M, 2. + M, x. B= .. .) — 7 * 1 Mr? /,Mhr., 
Daher find die Goordinaten des Stoßmittelpunftes O diefer Stange durch 


' Trägheitännoment 1/, Mr? 
ſtaliſches Moment 1, Mr /s r und 


n Gentrifugalmoment 1. Mhr 
GP be Zen u SENT 5 
ftatijches Moment Y, Mr ah 
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beftimmt, und es iſt demnach dieſer Mittelpunft um zwei Drittel der Stangen: 
Fig. 523 länge CE vom Ende C und um ein Drittel derſelben 
— vom Ende FE der Stange entfernt. 

2) Das Trägheitsmement einer rechtwinfeligen 
Dreiedsflähbe ABC, Fig. 523, welche Ah um eine 
Kathete CA dreht, if, wenn man deren Maſſe durd 
M, und deren Katheten CA und AB durch Ah mer 
bezeichnet: 

2 
1 75 * 377 1, Mr? (|. $. 229), 
und das ftatifche Moment derfelben, da ihr Schwerpunkt 


S um = von der Are CA abiteht, 


folglich ift der Abſtand des Stoßmittelpunftes O dieſet 
Fläche von eben diefer Are: 
1/ Mr? N 
’ — — En ge 
FO0=a= — ‚gr. 
Kür ein ftreifenförmiges Element KL des Dreiedtes, welches die Länge z un 





die Breite a hat, und um CK = z von ver Spige U abiteht, ift das Gent: 


fugalmoment : 


Mxz  ta-ıyan, 
x r r_.. 
oder, da 7=Y alſo x = 746 iſt, 


MA * —J 


Nimmt man nun für z nad) und nach (=), 2(*), s(*).-..(-) 


und addirt die dadurch erhaltenen Werthe für Mxz, fo ergiebt ſich das gan 
Gentrifugalmement: 


h\3 
Ms, +M%3+' =" = (#) (13+23 +33 +...+n°) (—) 


hyr\? nt h\? RL... 
N 
=), Mrh, 
und daher der Abitand des Stopmittelpunftes O vom Eckpunkt C: 


Y, Mrh 
— — 44 — — 
CF=b= Kar Yıh. 


— 


—— 
— 


* 
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Drittes Gapitel. 


Von den Wirkungen der Schwerkraft bei Bewegungen auf 
vorgeichriebenen Wegen. 


Gleiten auf der geneigten Ebene. Gin ſchwerer Körper fann auf $. >11 
mancherlei Weije verhindert werden, frei zu fallen; betrachten wir indefjen 
im Folgenden mur zwei Fälle, nämlid) den Fall, wenn der Körper von einer 
geneigten Ebene unterftügt wird, und den all, wenn er um eine horizontale 
Are drehbar ift. In beiden Fällen find die Wege des Körpers im einer 
Berticalebene enthalten. Befindet fid) der Körper auf einer geneigten 
Ebene, fo zerlegt ſich da8 Gewicht deſſelben in zwei Seitenfräfte, von denen 
die eine normal gegen die Ebene gerichtet ft und von diejer aufgenommen 
wird, und die andere parallel zur Ebene und auf den Körper als bewegende 
Kraft wirft. Iſt @ das Gewicht des Körpers ABCD, Fig. 524, und « 

Fig. 524. die Neigung der jchiefen Ebene FHR 
gegen den Horizont, jo hat man nad) 
> F $. 146 jenen Normaldrud: 
N == 608.8; 
und diefe bewegende Kraft: 
EL 6 —— 
Die Bewegung des Körpers kann 
num entweder gleitend oder wälzend 
fein; berückſichtigen wir zunächſt nur 
die erſtere. In dieſem Falle nehmen alle Theile des Körpers gleichen An— 
theil an der Bewegung des Körpers, und haben daher auch eine gemeinſchaft— 
liche Acceleration p, die ſich durch die bekannte Formel: 
Kraft P @G sin.« 








— — — — 5 9 — 4Ssın.€ 
ausdrücken läßt. Es iſt alſo 
2:9 — Sin.a:l, 


d. 5. die Bejdyleunigung eines Körpers auf der fchiefen Ebene 
verhält fi) zur Beſchleunigung des freien Falles wie der Si— 
nus des Yallwinfels der ſchiefen Ebene zu Eins. Wegen der hin- 
zutretenden Reibung gewährt aber diefe Formel felten hinreichende Genauig— 
feit; es ift daher nothwendig, in vielen Fällen der Anwendung auc) auf dieje 
Rückſicht zu nehmen. 


8. 315 


606 Fünfter Abjchnitt. Drittes Gapitel. [$. 315. 


Bewegt ſich ein Körper auf einer frummen Fläche, fo ijt die Acceleration 
veränderlid) und an jeder Stelle gleich der Acceleration, welche der Berüb- 
rungsebene an die krumme Fläche entſpricht. 


Gleitet ein Körper mit der Anfangsgefhwindigfeit Null auf einer geneig 
ten Ebene ohne Reibung herab, jo ift nach $. 11 die Endgejchwindigfeit nad) 
t Secunden: 

ve — 9 sin.a.t = 31,25 sin.@.t Fuß — 9,81 sin. @.t Meter, 
und der zurücgelegte Raum: 

s—1,9sin.«.t?— 15,625 sin. @.t? Fuß = 4,905 sin. @.t? Meter. 
Beim freien Fall iſt — grund s; — Y,gt?, es läßt ſich daher ſetzen: 

eek eTL 
d. h. es verhalten fi die Endgefhwindigfeit und der Raum 
beim Fallen auf der fchiefen Ebene zur Endgeihwindigfeit 
und dem Naume beim freien Fallen, wie der Sinus dei 
Neigungswinfels der [hiefen Ebene zur Einheit. 
In dem rechtwinfeligen Dreiede FGH, Fig. 525, mit verticaler Hypo— 

Fig. 525. tenufe FG ift die Kathete: 
J FH—FGsin. FOH— FG. sin. FIR—=FGsin.e, 
wenn & die Neigung FIIR diefer Kathete gegen den 
Horizont bezeichnet; es ift daher: 

FH:FG = sin.a:l, 

es durchläuft alfo ein Körper die verticale Hypotennſe 
FG und die geneigte Kathete FH in einer und derſel— 
ben Zeit. Es läßt ſich hiernach zu dem Fallraum auf 
der jchiefen Ebene der entſprechende Raum des freien 
Falles, und zu dem letzteren der erftere durch Conftruction finden. 

Da die auf dem Durdymelier FG, ig. 526, ftehenden Peripheriewinkel 

FH G, FH, G u. ſ. w. lauter rechte find, jo ſchneidet der Halbfreis über 

Fig. 526. FG von allen in F anfangenden ſchiefen 
Ebenen die mit dem Durchmefjer, und deshalb 
auch unter ſich, in gleichen Zeiten durchlaufe— 
nen Räume FH), FH, u. f. w. ab. Man 
jagt daher: die Schnen eines Kreijes 
und der Durchmeſſer defjelben wer 
den gleichzeitig oder ifohron durd: 
fallen. Uebrigens gilt diefer Iſochronismus 
nicht allein für die Sehnen FH,, FA, u. ſ. w, 
welche im höchften Punkte F des Kreijes ar 
fangen, fondern aud) für die Sehnen Ar 6, 
K, @ u. ſ. w., welche in dem unterjten Punkte 
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@ deilelben auslaufen; denn e8 laſſen ſich durch F Sehnen FKı, FR, 
u. ſ. w. ziehen, welche mit den Schnen GH), @ H, u. f. w. gleiche Page 
und gleiche Pänge haben. 


Aus der Gleichung 8. 316 
v2 u? R 
E_ — a en durchlaufenen Raum folgt: 
ev? 
ssna — ——, 
9 


und umgekehrt: 
v= V 29ssin. c. 

Nun iſt aber 8sin. « die Höhe FR (fig. 527) der ſchiefen Ebene oder 
die Verticalprojection A des Weges FH — s auf derfelben; es find 
daher die Endgejchwindigleiten von Körpern, welche mit Null Anfangs- 

ig. 527. geichwindigfeit von verichieden geneigten, gleich) 
haohen Ebenen FH, FH, u. ſ. w. herabfallen, 
unter ſich gleich und aud) gleich der Geſchwindig— 
67 / |  feit, welche ein Körper erlangt, wenn ex von der 
EFT. Höhe FR diefer Ebenen frei herabfällt. (Hiermit 
H iſt jowohl S. 43, al8 aud) $. 85 zur vergleichen). 

Aus der Gleichung 





s — 1/, gsin.a.t? 


folgt die Formel für die Zeit: 


cl. di ⸗— — 











gsin.a  sin.a 9 Tine q 
Für den freien Fall durd) die Höhe FR — h ift aber die Zeit: 
2h 
tı — ’ 
9 


es ergiebt jid) demnach: 

ch =l:ina—=sch = FH:FR, 
es verhält fi alfo die Zeit des Fallens auf der ſchiefen 
Ebene zur Zeit des freien Falles von der Höhe diefer Ebene 
wie die Länge zur Höhe der ſchiefen Ebene, 


Beiſpiele. 1) Bon einer fchiefen Ebene FH, Fig. 528 (a. f. ©.), ift der 
Anfangspunft F’ gegeben und der Gndpunft H in einer gegebenen Linie AB fo 
zu beftimmen, daß der Kall auf diefer Ebene in der kürzeſten Zeit erfolge. Zieht 
man durch F die Horizontale FG bis zum Durchſchnitt mit AB, und macht 
man @H = GF, jo erhält man in H ven gefuchten Punkt, und alfo in FH 
ie Gbene der Fürzeften Ballzeit; denn führt man dur F' und M einen fih an 
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FG und FH tangential anlegenden Kreis, fo find deſſen iſochron durchlaufene 
Sehnen FR), FR, u. f. w. fürger als die Längen FH), FH, u. ſ. w. ver 

Fig. 528, entfprechenden ſchiefen Ebenen; es ift folglih auch vie 
Ballzeit für jene Sehnen Feiner, als für diefe Längen, und 
die Fallzeit für die fchiefe Ebene FH, melde mit einer 
Sehne zujammmenfällt, die kürzeſte. 

2) Man foll die Neigung derjenigen fchiefen Ebene 
FH, Fig. 527, angeben, von welcher ein Körper in der: 
jelben Zeit berabfällt, als wenn er erft von ver Höbe 
FR frei berabfiele und dann mit der erlangten Geſchwin— 
1 digfeit horizontal bis 7 fertginge. Die Zeit zum Herab— 

* SI fallen von der ſenkrechten Höhe FR = iſt: 





| 3h 
\ {. = J —, 
und die erlangte Geſchwindigkeit in R ült: 
r = V2ı q Ih. 


Tritt num beim Uebergange aus der verticalen Bewegung in die berizentale Fein 
Geſchwindigkeiteverluſt ein, was erfolgt, wenn die Ecke R abgerumdst it, fo wird 
der Weg RH — heotg.« gleichförmig und in der Zeit 
2 — Berge = —— = NY, cotg. « | /2h 
v \29h 
durchlaufen. Die Fallzeit für die fchiefe Ebene iſt: 


— vr 
Ten.aV g’ 
fegen wir daher — t, + t,, fo erhalten wir die Beitimmungsgleichung : 
a = —=1-+1,cotg.« oder nt —=tang.a + ,, 
deren Auflöfung auf tang.e — °/, führt. In der entiprechenden fchiefen Ebene 
verhält fih hiernach die Höhe zur Baſis zur Yünge wie 3 zu 4 zu 5, und es if 
der Neigungswinfel « = 36° 52’ 11”. 














3) Bei einer fchiefen Gbene von der gegebenen Balls a it die Zeit zum 


Herabgleiten : 
; JJ E73 -V/ BE | TEE 
— Y gsn.a  Y gsSin.acos.«e NY gsin.2«’ 
jie fällt daher am Fleinften aus, wenn sin.2« am größten, d. i. — 1, alje 


2a — WP, over a — 450 ift. Don Dächern mit 450 Neigung fließt daher 
das Waſſer in der Fürzeften Zeit herab. 


Geht die Bewegung auf einer ſchiefen Ebene mit einer gewiffen Anfang s- 
gejhwindigfeit c vor ſich, jo hat man die in $. 13 und $. 14 gefunde- 
nen Formeln in Anwendung zu bringen. Hiernach iſt fr einen auf der 
ſchiefen Ebene hinaufjteigenden Körper die Endgefchwindigfeit: 

v=c— gsind.t, 


und der zurlicgelegte Weg: 
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s—=ct — \Ygsin.«.t, 
dagegen fiir den von der fchiefen Ebene herabfintenden Körper: 
v=c+9gsinatmds—ct + "/gsin.a.t.. 
Uebrigens gilt in beiden Fällen der Bewegung die Formel: 


v2 — cc? j v — c? v? c? 
= ——, te ssina=mh= — = — —_ —_. 
2 gsin.a 29 29 29 


Es ift aljo ftets die Verticalprojection (A) des auf der ſchiefen 
Ebene zurückgelegten Weges (s) gleich der Differenz der Ge- 
ſchwindigkeitshöhen. 

Stoßen zwei fchiefe Ebenen FG Cund GHR, Fig. 529, in einer 
abgerundeten Kante an einander, jo findet beim Uebergang des fallenden Kör— 

Fig. 529. pers von der einen Ebene zur anderen fein Stoß, 

r und deshalb aud Fein Gefchwindigfeitsverluft 

ftatt; e8 gilt deshalb auch für das Herabfallen 

eines Körpers von diefer Verbindung zweier Ebe- 

g fen die Regel: Fallhöhe (FR) gleich Diffe- 

ae venz der Gefhwindigfeitshöhen. Uebrigens 

el ift leicht zu ermefien, daß dieſe Regel auch bei dem 

Sinfen und Steigen auf einer derartigen Verbindung von beliebig vielen Ebe- 

nen, ſowie beim Fallen und Auffteigen auf frummen Linien ober Flächen ihre 
Nichtigkeit behält (vergl. $. 85). 

Beiſpiele. 1) Ein Körper fteigt mit 21 Fuß Anfangsgefhwindigfeit auf einer 
ſchiefen Ebene von 220 Neigung hinauf, wie groß ift feine Geſchwindigkeit und 
jein zurüdgelegter Weg nah 1%, Secunden? 

Es if die Geſchwindigkeit: 

v = 21 — 31,25. sin. 220.1,5 = 21 — 31,25 .0,3746. 15 = 21 — 17,56 

— 3,44 Buß, 
und der Meg: 

Er HM, = — — 18,33 Fuß. 





s= 


2) Wie hoch erhebt ih ein Körper mit 36 Fuß Anfangsgefhwindigfeit auf der 
Ichiefen Ebene von 48% Anfteigen? 
Es ift die fenfrechte Höhe: 
„2 


h= F — 0,016.02 = 0,016.36? — 20,736 Fuß, 
daher der ganze Weg auf der fchiefen Ebene: 


20,736 
sin.a sin. 480 — 27,903 Fuß. 
Die zur Zurüdlegung deſſelben nöthige Zeit ift: 
2.8 _2.27,903 __ 27,903 
ae Se: 





— 1,55 Secunben. 








Gleiten auf der geneigten Ebene mit Rücksicht auf Rei- $. 318 
bung. Die gleitende Reibung übt einen bedeutenden Einfluß auf das 
Weisbad 8 Lehrbuch der Diebhanik. 1. 39 
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Fallen und Steigen eines Körpers auf einer fchiefen Ebene aus. Aus dem 
Gewichte G des Körpers und aus dem Neigungswinkel « der jchiefen Eben 
folgt der Normaldrud: 

N= @Gcos.«, 
und hieraus wieder die Reibung: 

F=-9N=9G.cos.a. 
Subtrahirt man diefe von der Kraft P= G sin. a, mit welcher die Schwer: 
fraft den Körper von der fchiefen Ebene herabtreibt, fo bleibt die bewegende 
Kraft: 

P= Gsin.a — 9 G cos. 0, 
und es ergiebt fich die Befchleunigung des von der ſchiefen Ebene herabjinfenden 
Körpers: 
Kraft E sin.« — @ @.cos.& 
Maſſe G u 
Bei einem auf der jchiefen Ebene hinauffteigenden Körper ift die bewe 

gende Kraft negativ und — Gsin.a + P. G cos. c, daher aud) die Ac- 





) 9 = (sin.a — pcos.c) 1. 


celeration p negativ und —= — (sin.« + 9 cos. a) 9. 
Sind zwei auf verfchiedenen Ebenen FG und FH, Fig. 530, befind: 
Fig. 530. (ice Körper durch eine über eine Yeitrolle 


C gelegte, vollfommen biegfame Schnur mit 
einander verbunden, jo ijt es möglich, dar 
der eine von beiden Körpern ſinkt und den 
anderen mit emporzieht. Bezeichnen wir die 
Gewichte diefer Körper durd) G@ und Gr. 
* md die Neigungswinfel der ſchiefen Ebenen, 
auf welchen diefelben fortgleiten, duch « 
und &,, und nehmen wir an, daß G finfe und Gi mit emporziehe, jo erhal: 
ten wir als bewegende Kraft: 

P= @sin.a — G,sin.cd; — G cos. « — Gi 008. q 

— 6 (sin.a — ꝙ cos. c) — Gı (sin. + P cos. &ı), 

und als bewegte Maſſe 


M= 





G+ 6ı 
— 
daher die Acceleration, mit welcher G finft und G, ſteigt: 
= G (sin.a — 9 cos. c) — Gr (sin.a, + @cos. “),, 
G-+ Gı i 
Da die Reibung als widerftehende Kraft feine Bewegung erzeugen kann, 
fo iſt für das Sinken von G und Steigen von G, nöthig, daß 


G (sin.a — ꝙ cos. x) > G, (sin.a, + cos.) 
alſo 
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G _ $8in.adı + 9 cos. c @ * sin. (&ı + 0) 

G sin.a — gcos.a' GN sin. (C — 0) 
ft. Soll hingegen G, finfen und G mit emporziehen, fo muß fein: 

G, sin. « + @cos.« 

> — ———, 

G sin. — 9 cos. 

G _ sin.d; — 9 cos. «, ; @ = sin. (Ci — 0), 

G, sin.@ + gcos.a’  "G sin. (@ + 0) 


Y 


&o lange aber — innerhalb der Grenzen 


Gi 
sin.dı + @cos.c, sin.& — P co8s.cı 
sin. « — @ cos. & sin.«a + @pcos.« ' 
sin. (&ı + 0) sin. (&ı — 0) 
— — und —— — 
sin. (a — 0) sin. («@ + 0) 


liegt, ſo lange wird die Reibung jede Bewegung verhindern. 


Beifpiele. 1) Gin Schlitten gleitet auf einer 150 Fuß langen und 20 Grab 
fallenden Schneebahn herab und geht, unten angefommen, auf einer horizontalen 
Schneebahn fort, bis ihn die Neibung in Ruhe verfegt. Wenn nun der Goefficient 
der Neibung zwifchen Schnee und Schlitten, — 0,03 ift, welden Weg wird der 
Schlitten, ohne Rückſicht auf den Widerftand der Luft, auf der horizontalen Ebene 
zurücklegen ? 

Es ift die Ncceleration des Schlittens: 

p = (sin.«a — 9c08.«)g — (sin.20° — 0,03. cos. 20) . 31,25 
= (0,3420 — 0,03 ..0,9397) .31,25 — 0,3138..31,25 = 9,806 Fuß, 
daher die des 8 Herabgleitens: 


— V2ps — V2.9,806.150 — V2941,8 = 54,4 Fuß. 
Auf der — Ebene iſt die Acceleration: 








pı = — 9 = — 0,03 .31,25 = — 0,9375 Fuß, daher der Weg: 
v2 2941,8 E 
= 1876 — 1569 Fuf. 
Die Zeit zum iſt: 
28 3 
= «au 5,5 Secunden, 
und zum Kortgleiten: 
„28 3138 » u 
u= un — 57,8 Secunden, daher die ganze Bahrzeit: 
Big. 531. , 
dis t—ct = 63,3 Secunden — 1 Minute 3,3 Secunden. 


2) Ein gefüllter Kübel X, Fig. 531, mit 250 Pfund 
Bruttogewicht, foll durch ein ſenkrecht niederziehendes Ges 
wicht G von 260 Pfund auf einer fchiefen Ebene FH 
von 70 Ruß Länge und 50° Neigung emporgezogen wer: 
den; welche Zeit wird dazu nöthig fein, wenn der Coeffi— 
cient der Meibung des Kübels auf der Leitung, 0,36 
beträgt? 





39 * 
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Es ift die bewegende Kraft: 
— @ — (sin.a + p cos.e)K —= 260 — (sin. 50° + 0,36 . cos. 50%) . 250 
— 260 — 0,9974.250 — 10,6 Pfund; 
daher die Befchleunigung: 
106  _ 106 
PP 250 260 — 5i0 
ferner die Zeit der Bewegung: 


— 0,0208 Ruf, 





t -V7 =); nn — V6731 = 82,04 Sec. = 1 Min. 2 Ser, 


und die Endgefchwindigfeit: 





28 140 
Fe = F = 1,70 Ruf. 


v — 
8.319 Rollende Bewegung auf einer schiefen Ebene. Ber einm 
von einer fchiefen Ebene Herabrollenden Wagen wirft vorzüglid) die Are: 
reibung der Befcjleunigung entgegen; ift G das Gewicht des Wagens, r der 
Axen⸗ und a der Radhalbmeifer, jo beträgt die Reibung : 
BL —— A G cos. &, 
1 a 


Ü 


und daher die Beichleunigung : 
( pr ) 
p = |sın.da — FT 08.0) 9. 


Wälzt fi) ein vunder Körper AB, 5.2. ein Cylinder oder eine Kugel 
u. f. w., von einer fchiefen Ebene FH, fig. 532, herab, fo hat man es 
Fig. 532. mit einer progrejjiven und drehenden Bewegung 
zugleid, zu thun. In der Regel ift die Accelera: 
tion p des Fortſchreitens gleich der Acceleration 
de8 Drehens ($. 169); jegen wir daher das Träg- 
heitsmoment des fid) wälzenden Körpers, — Gk’, 
und den Halbmejjer CA des Wälzens, — a, jo 
erhalten wir für die Kraft AK — K, mit wel: 
cher die Walze in Folge des Eingreifens ihrer 
Theile in die Theile der jchiefen Ebene in Umdrehung geſetzt wird: 
GR? 
ga? 
Nun wirft aber die Kraft K der Kraft G sin. zum Herablaufen ent- 
gegen; e8 folgt daher die bewegende Kraft fir die progrefjive Bewegung 
P=Gsina —K, 
und die Beichleunigung derfelben: 
(Gsin.a — K 


ee ua 








K=p- 
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Eliminirt man K aus beiden Gleichungen, fo erhält man: 
Gk? 
a? 





Gp = Ggsin.a — :D, 


folglich die gejuchte Acceleration : 


g sin. « 


Bei einem fich wälzenden homogenen Cylinder ift A? — 42 ($. 288), 
daher 





bei einer Kugel aber k? — ?/, a? ($. 290), daher 
__. 93m. « — 
= TI di, gsin.@; 


es ift aljo bei dem vollenden Eylinder die Beichleunigung nur ?/;, und bei 
der vollenden Kugel nur 5/, mal jo groß als bei einem ohne Reibung glei» 
tenden Körper. 

Die Kraft des Drehens ift: 
gsin.a GR?  Gäk’sin.a 
k ga at+tm 
1+7 
So lange diefelbe Feiner ift al8 die gleitende Reibung ꝙ G@ cos. «, fo lange 
läuft aud) der Körper vollfommen wälzend von der Ebene herab. Iſt aber 


2 
K>9G.cos.a, d.i. tang.a > 9 (1 + 5) 


fo reicht die Reibung nicht mehr aus, dem Körper eine der fortfchreitenden 
Geſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgeſchwindigkeit zu ertheilen; es ift daher 
dann die Acceleration des Fortſchreitens wie bei der gleitenden Reibung: 


Gsin. « — ® @ cos. & 
KK — — — ⸗ 
1 G 





K= 


9 — (sin. — Pcos.a) g, 


und die der Umdrehung: 


p @ cos. & a 
pı = "GRr:ar . == op ZEN 


Bei einem Wagen vom Gewichte G mit Rädern vom Halbmefjer a und 
dem Trägheitsmomente W, — Gı k? hat man: 


r 
Gsin.a — ꝙ = Gcos.a — K 


@G "9 





EL. 


— — und p— 


. 320 


614 Fünfter Abfchnitt. Drittes Gapitel. [$. 320. 
db. i.: 


r 
9 (sin.a — ꝙ9 7 608. &) 
= — nn — 





Beifpiele. 1) Ein belafteter Wagen von 3600 Pfund Gewicht mit Rädern 
von 4 Fuß Höhe und 2000 Fußpfund Trägbeitsmoment rollt von einer fciefen 
Ebene mit 129 Neigung herab; welches ift feine Ncceleration, wenn der Goefficient 
der Nrenreibung, 2 —= 0,15, und die Stärfe der Nadaren, 2r — 3 Zoll beträgt? 

Es ift: 

Y * o 
3 == a = 0,189 und 9 = 0,15. 3 — 0,0094, 
daher die geſuchte Beſchleunigung: 
31,25 . (sin. 120 — 0,0094. c0s.12%) 31,25. (0,2079 — 0,0094 . 0,978) 
ee m ©: rn 
31,25 .. 0,1987 
—— — 5,452 Fuß. 

2) Mit welchen Accelerationen rollt eine maſſive Walze von einer ſchiefen Ebene 
herab, deren Fallwinkel « — 400 beiträgt? 

It der Coefficient für die gleitende Reibung der Walze auf der Ebene, 9 — 624 
fo hat man: 





2 
(1 Er 7) — 0,4 (1 +2) = 0,72; 


2 
nun ift aber tang. 40° — 0,839; es fällt daher tang. « größer als (1 +5) 


und die Acceleration der rollenden Bewegung Fleiner als die der progrefiiven Be 
wegung aus. Die leptere ift 
p = (sin.a — pcos.«)g — (0,6428 — 0,24 . 0,7660) . 31,25 — 0,459 .31,25 
— 14,34 Ruf, 
die eritere aber nur 
pı = 0,24.2.31,25 cos. 400° = 15.0,766 = 11,49 Fuß. 


Das Kreispendel. Ein an einer horizontalen Are hängender Körper 
ift im Gleichgewichte, jo lange fein Schwerpunkt fenfrecht unter der Are liegt; 
bringt man aber den Schwerpumft aus der die Are enthaltenden Verticalebene, 
und liberläßt man den Körper ſich felbft, jo nimmt derjelbe eine ſchwin— 
gende Bewegung (franz. und engl. oscillation), d. i. eine hin» und hergehende 
Bewegung im Kreiſe, an. Im Allgemeinen heißt aber ein um eine horizontale Are 
ſchwingender Körper ein Kreispendel oder Pendel (franz. pendule; engl. 
pendulum) ſchlechtweg. „it der ſchwingende Körper ein materieller Bunkt, und 
befteht die Verbindung defjelben mit der Umdrehungsare in einer gewichtslofen 
Linie, jo hat man es mit einem einfachen oder mathematifchen Pendel 
(franz. p. simple und engl. simple p.) zu thun; befteht aber das Bendel in einem 
ausgedehnten Körper oder aus mehreren Körpern, fo heißt dafjelbe ein zu: 
fammengejegtes, phyſiſches oder materielles Pendel (franz. pendule 
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compos&; engl. composed pendulum). Ein ſolches Pendel läßt ſich als eine 
fefte Verbindung von Lauter einfachen, um eine gemeinjchaftliche Are ſchwin— 
genden Vendeln anjehen. Das einfache Pendel ift nur ein eingebildetes, feine 
Annahme gewährt aber befondere VBortheile, weil es leicht ift, die Theorie 
der Bewegung des zufammengefegten Pendels auf die des einfachen Pendels 
zuriidzuführen. 
Wird das in C aufgehangene Pendel, Fig. 533, aus feiner verticalen 
Page CM in die Page CA gebracht und nun ſich jelbft überlaſſen, fo geht 
Fig. 533. es vermöge feiner Schwere mit einer bejchleunig- 
ten Bewegung nah) CM zuräd, und es kommt 
defien Maſſe im tiefften Punkte M mit einer Ge- 


2 
3 ihwindigfeit c an, deren Höhe 2: der Fallhöhe 


\ DM gleich ift. In Folge diefer Geſchwindigkeit 

\ durchläuft es nun auf der anderen Seite den Bogen 
A  _ _\p MB= MA, und fteigt dabei wieder auf die 

ie Höhe DM. Von B aus füllt e8 von Neuem nad) 
M und A zurüd, und fo geht e8 wiederholt im 
Kreisbogen AB hin und her. Wäre der Wibder- 
ftand der Yuft und die Arenreibung ganz befeitigt, jo witrde diefe ſchwingende 
Bewegung des Pendels ohne Ende fortgehen; weil aber dieſe Hinderniffe nie 
ganz wegzubringen find, fo werden die Schwingungsbögen mit der Zeit immer 
fleiner und Fleiner, und es geht das Pendel endlich zur Ruhe über. 


Die Bewegung des Pendels von A bis B nennt man einen Schwung 
oder Pendelſchlag (franz. und engl. oscillation), den Bogen AB felbft 
aber den Schwingungsbogen (franz. und engl. amplitude); der den hal- 
ben Schwingungsbogen meſſende Winkel, um welden fid) das Pendel zu 
beiden Seiten von der Pothlinie CM entfernt, Heißt der Elongations- 
winkel, Ausfchlagswinfel oder Ausschlag fchlehtweg. Die Zeit, in 
welcher das Pendel eine Dscillation macht, heißt endlich Schwingungszeit 
oder Schwingungsdauer (franz. durée d’une oscillation ; engl. time of 
oscillation). 





Theorie des einfachen Kreispendels. Wegen der häufigen An- 8. 32 
wendung der Pendel im praktischen Yeben, namentlicd) bei Uhren, ift e8 wid)- 
tig, die Schwingungszeiten derfelben zu kennen; die Beſtimmung derfelben ift 
daher eine Hauptaufgabe der Mechanik. Seen wir in der Abficht, diefe 
Aufgabe zu löfen, die Pendelläne AC= MC=r, fig. 534 (a. f.©.), 
und die einem ganzen Schwunge entiprechende Fall» oder Steighöhe MD =—h. 
Nehmen wir nun an, daß das Pendel von A nad) G@ gefallen fei, und fegen 
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wir die diefer Bewegung entfprechende Fallhöhe DH — x, fo können wir 
die in @ erlangte Gefchwindigkeit 
Fig. 534. —— V2gz, 

und das Zeittheildhen, innerhalb deſſen der 
Wegtheil G K durdjlaufen wird, 

_6K_ GK 

v  V2gx gx 

ſetzen. Beichreiben wir nun aus der Mitte 
O von HD=h und mit dem Halbmeffer 
OM = OD = 'yh eimen Halbfreis 
MND, fo fönnen wir von diefem einen 
Bogentheil N P angeben, weldyer mit @ K 
gleihe Höhe PQ—=KL=—=RH hat und 
in einfacher Beziehung zu diefem Wegtheile 
G@K fteht. Wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke GKL und CG@H ift 








GK 06 
KL G# 
und wegen der Aehnlichkeit der Dreiede NPQ und ONH ift 
NP ON 
PQ N# 


dividiren wir daher diefe beiden Proportionen durch einander und berücjich- 
tigen wir, daß KL = PRQ ift, fo erhalten wir das Verhältniß der genann- 
ten Bogentheile: 
GK_ _CG.NH 
NP” GH.0ON 
Der Lehre vom Kreife, und insbefondere dem Theorem von der mittleren 
Proportionallinie zufolge ift aber 
GH?—= MH (2CM — MH) ud NH! — MH.DH, 
es folgt daher: 
— C6.VDH r Vz 
N-VICH- MH Wr 0-5 


und bie z Durchlaufen eines Wegelementes: 


r Ve NP 2r 
m m m NP 
hV2r—(h— 2) V29x h V2o[l2r—(h— z)] 
r NP 





MV — 
h Ve * 
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In den meiften Fällen der Anwendung — man dem Pendel nur 
einen Heinen Ausſchlag, und es iſt deshalb — - , forie > ‚ und alfo aud) 





” eine jo Kleine Größe, daß wir fie felbft, ſowie ihre höheren Potenzen, 
außer Adıt laffen, und num 


v2 NP 
— 


ſetzen können. Die Dauer eines ER Schwunges, oder die Zeit, 
innerhalb welcher das Pendel den Bogen AM zurücdlegt, tft gleich) der 
Summe von allen, den Elementen @ K oder N P entfprechenden Zeittheilchen, 


1 I/r . a a 
oder, da 7 F ein conſtanter Factor iſt, gleich = VE mat Summe aller 


! , _11/r 
den Halbfreis D NM bildenden Elemente, d. i. = — v: mal Halbfreis 


h 
(7 ſelbſt, alfo 


Berl 
ee —— 9 


Dieſelbe Zeit braucht aber auch das Pendel beim Aufſteigen, weil hier 
die Geſchwindigkeiten dieſelben ſind und nur in der Richtung entgegengeſetzt 
vorkommen, und deshalb iſt denn eine ganze Schwingungsdauer doppelt ſo 
groß, d. i. 


\/r 
ee). 
9 


Schärfere Formel für die Schwingungszeit des Kreispendels. ($. 32 
Um die Schwingungsdauer mit größerer Genauigfeit zu beſtimmen, wel- 
ches zumal bei größeren Schwingungswinfeln nothwendig ift, verwandeln wir 
den Ausdrud: 


——— — (1 — —5 * 
— 2r 
— 


in die Reihe: 
a — — 
1 + 1 —— + (fs u) Tr 
jo daß wir die Zeit — ein a Coleman 


T =|ı + ——— —— Be» 2) 4 „]V2-22 


erhalten. 
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Setzen wir den Gentriwinfel DON — 9°, alfo den Bogen 
ig. 535. C — h 
Fig B DN=D0.9=Z, 
j fo erhalten wir die Höhe 
MH=hkh—-x=MO—H0= 








ro| me 


+ 2 00. = (I + 008.9) 5; 
daher das Zeitelement: 
h 
r—|ı +1. + 008.9), 


| 2.2 oder da 
I 


te 27 


— — 


M 
+ 3/, (1 +c0s.p)? =) + 
(1 + cos. p)PAIA 2008.9 + (cos.p?=1+ 2008. + 
—3/, + 2c08.p + "/2c0s.2 iſt, 
== E + V/a(1+cos. Pi + ?/s(®/a + 2008. 9 


+ihcos.2g)(4-) + - VE a 


=|ı ++ Y/ıs (ey — (nt —R 
— DV————— — 


-(+4.2+ Yu) ++ Ina + (2) + + 
ELLITZEOREREN N) Fresse \\/?. 
h 


Nun ift aber die Summe aller Elemente NP = Bogen DNP= *. 


ferner NPcos.p = NQ, und die Summe aller NQ — Ordinate N H 


— 2 
—2 sin. pP, ſowie die Summe aller — 


ſich die Fallzeit des Bogens A G: 


— + (#)'+-|irs 


+(/ıs + INGE — a v: jegen. 





— sin. 2 p, daher läßt 
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Die Zeit zum Durdjlaufen des Bogens AM ift, da hr p— m, 
sin. p = sin. x, jowie = 2p —=sin.2r, — 0 wird, 


u + "er + — | AZ: 


Da die Gefhwindigfeit beim Steigen auf der anderen Seite genau fo 
abnimmt, wie fie beim Dutchfallen der Bogenhälfte A M wädjft, fo ift die 
Zeit zum Durdjlaufen des ganzen Bogens, oder die jogenannte Schwin— 
gungsdaner: 


=14=lı+ 0 &4+ (3 “ 3 
" Rare 4 | VE. 


Schwingt das Pendel im Halbfreife, fo hat man A — r, und daher 
die Schwingungszeit: 


er Vz: = Vz. 
1g — 
(6 Tr 256 ANETTE Bu -) a re g 


Im den meiften Fällen der Anwendung ift der Schwingungsbogen viel 
fleiner als der Halbfreis, und die Formel u 


— 


Aus dem Elongationswinkel « folgt cos. « — —— — 





hinreichend genau. 





alſo — — 1 — cos.«, und daher: 
h 1 — cos. & @\? 
— nen 1 — — — — —— 1 :. — 
= li 5 Js (sin ) 


es läßt ſich folglich hiernach die einem gegebenen Elongationswinkel ent 
ſprechende Correction der Schwingungszeit finden. Iſt z. B. dieſer Winkel 
« — 15°, jo hat man: 

h 150 

= (sn.5-) — 0,00426, 
dagegen für « — 5°: 

— 0,00047; 
bei dem legten Elongationswinfel iſt alfo die Schwingungsdauer: 


t — 1,00047 . 


323 


620 Fünfter Abfebnitt. Drittes Gapitel. [$. 323. 


Man kann alfo bei einem Ausſchlag unter 5° ziemlich genau die Schwin— 
gungsdauer 


(==! = ZVr=ose Vr 
9 Vo 
jegen. 


Pendellängen. Da in der Formel 


/r 
(= a)! 
q 


der Ausſchlagswinkel nicht vorkommt, fo folgt auch, daß die Dauer klei— 
ner Pendelſchwingungen gar nicht von diefem Winkel abhängt, daß alfo 
verſchiedene, jedody nicht weit ausichlagende gleich lange Pendel iſochron 
ſchwingen oder gleiche Schwingungszeiten haben. Ein Pendel mit 4 Grad 
Ausschlag hat alfo (Faft) diefelbe Schwingungsdauer, als ein Pendel mit 
1 Grad Ausschlag. 

Vergleichen wir die Schwingungsdauer t mit der Zeit t, des freien Falles, 
fo ftoßen wir auf Folgendes. Die Zeit zum freien Fallen von der Höhe r ift 


Dr u / 
9 9 


I — v2 : 
die Zeit eines Pendelſchwunges verhält ſich alfo zur Zeit, im welcher ein 
Körper von einer der Pendellänge gleichen Höhe frei herabfällt, wie die 
Ludolph'ſche Zahl m zur Quadratwurzel aus 2. Die Zeit zum Durd) 
fallen von 2 r ift 


ya 'r 
h = — 
9 9 


daher verhält ſich auch die Schwingungsdauer zur Zeit des Fallens 
von einer der doppelten Pendellänge gleichen Höhe wie ı zu 2. 

Segen wir die den Pendellängen r und r, entfprechenden Schwingungs- 
zeiten £ und t,, fo erhalten wir: 

sch = Vr - Vr; 

es verhalten ſich alfo bei einer und derſelben Beſchleunigung der Schwere 
die Schwingungszeiten wie die Duadratwurzeln aus den Pen: 
dellängen. It dagegen n die Zahl der Schwingungen, welche das eine 
Pendel in einer gewiſſen Zeit, z. B. in der Minute, macht, und », bie 
Zahl, welche in derfelben Zeit vom anderen Pendel gemacht werden, fo 
hat man: 


daher folgt 
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daher umgefehrt: 
en: = Vr: Vr, 
d. h. die Schwingungszahlen verhalten ſich umgekehrt, wie die 
Ounadratwurzeln aus den Pendellängen. Das viermal fo lange 
Pendel giebt alfo die halbe Schwingungszahl. 
Ein Pendel heit ein Secundenpendel (franz. pendule A seconde; 
engl. seconds pendulum), wenn feine Schwingungsdauer eine Secunde be- 


* En r 
trägt. Segen wir in der Jormel — x —,t — 1, fo befommen wir 
g B F 


die Länge des Secundenpendels, r — Er für das preußische Fußmaß 


r — 3,1662 Fuß — 38 Zoll; 
für das Metermaß aber 
r — 0,9938 Meter. 


/r \2 
Aus der Formel t — x : folgt durdy Umkehrung, g — (?) r; 08 


läßt ſich alfo hiernach aus der Yänge r eines Pendels und auf der Schwin- 
gungsdauer £ dejielben die Beſchleunigung 7 der Schwere finden. Diefe 
Methode ift fogar einfacher und ficherer al8 die Anwendung der Atwood’- 


ſchen Fallmafchine. 


Anmerkung. Durb Penvelbeobahtungen hat man aud die Abnahme ver 
Schwerfraft, von den Polen nah dem Aequator zu, nachgewiefen und deren Größe 
beitimmt. Dieje Abnahme hat ihren Grund in dem Ginfluffe der Gentrifugalfraft, 
welche aus der täglichen Umdrehung der Erde um ihre eigene Are entfpringt, ſowie 
in der Zunahme der Grohalbmeifer von den Polen nad dem Aequator zu. Die 
Gentrifugalfraft vermindert 3. B. im Nequator die Schwere um Yo, ihres Werthes 
($. 302), während fie unter den Polen ſelbſt Null ift. Iſt 4 die geographiiche 
Breite des Beobachtungsortes, fo hat man, Pendelbeobachtungen zufolge, an dieſem 
Orte vie Neceleration der Schwere: 
9 —= 9,8056 (1 — 0,00259 cos.2 $) in Metern, 

alſo unter dem Nequator, wo $ — 0, alio cos.28 —= 1 ill, 
9 = 9,8056 (1 — 0,00259) — 9,780 Meter, 

und unter den Polen, wo 3 — 90°, alfo cos.28 — cos. 1800 — — 1 iſt, 
49 —= 9,8056..1,00259 — 9,831 Meter. 

Uebrigens it g auf Bergen Fleiner als im Niveau des Meeres. 


Cycloide. Man fann auf unendlich mannigfaltige Weiſe einen Körper $. 324 
in Schwingungen oder hin und hergehende Bewegungen verjegen, nennt wohl 
auch jeden in einem diefer Bewegungszuftände befindlichen Körper ein Pen- 
del, und unterjcheidet hiernach verjcjiedene Arten von Pendeln, wie z. B. 
das Kreispendel, welches wir im Vorftehenden betrachtet haben, ferner 
da8 Cycloidenpendel, wo der Körper in Folge feiner Schwere in 
einem Cycloidenbogen hin- und herichwingt, ferner das Torjionspen- 


622 Fünfter Abfchnitt. Drittes Gapitel. [$- 325. 


del, wo der Körper in Folge der Torjion eines Fadens oder Drahtes 

ſchwingt, u. f. w. Hier möge nur noch vom Cycloidenpendel die 
Rede fein. 

Die Cycloide (franz. eyeloide; engl. eycloid) AP, D, Fig. 536, ift eine 

Fig. 536. frumme Linie, welde 

von jedem Punkte A 





BEN IR eines Kreiſes A.PB be 
A| EN wi ! ſchrieben wird, der fih 
/ ' a FE — auf einer geraden Linie 
C| C; 2. BD wälzt. Hat ſich 





diefer Erzeugungsfreis 
um BB, = (CC, fo 
gewälzt, it er alio m 
die Page A, Bı gekom— 
men, fo hat er fich au) um den Bogen AP—= AP, =BBı=PP, 
gedreht, es ift folglich die irgend einer Abſciſſe AM entjprechende Ordinate 
MP, — Dxdinate MP des Kreifes plus Drehungsbogen AP. Bei dieſem 
Wälzen dreht fich der Erzeugungsfreis um den jedesmaligen Berührungspuntt 
in der Grundlinie BD, fteht er alſo in A, Bi, fo dreht er ſich um DB: 
und bejchreibt dadurd) das Bogenelement Pı Qı der Eyeloide; e8 iſt folge 
(id) die Sehne B, P, die Richtung der Normale, und die Sehne A, P, die 
der Tangente P, T im Punkte P, der Cycloide. Die bis zur Ordinate 
O0 Qı reichende Verlängerung PQ der Sehne AP iſt aud) gleich dem 
Cyeloidenelemente Pr Qı; da ferner der Weg PR des Drehens glei iſt 
dem Wege RQ des Fortichreitens, jo ift PQ Grundlinie eines gleichichen- 
feligen Dreiede® PRQ und gleich der doppelten Pinie PN, welche dat 
Perpendikel RN abſchneidet; endlich ift aber PN die Differenz von zwei 
benachbarten Sehnen AR und AP, und folglich das Cycloidenelement 
P,ı Qı = der doppelten Sehnendifferen; (AR — AP). Da die ſtetig 
auf einander folgenden Bogenelemente zujammen einen ganzen Bogen AP, 
und ebenfo die ſämmtlichen Sehnendifferenzen die ganze Schne AP au& 
machen, jo ift hiernad) die Länge des Cheloidenbogens AP, gleich dem 
Doppelten der ihm zugehörigen Kreisfehne AP. Der halben Cycloide 
AP, D entjpricht der Durchmefjer als Kreisfehne; es ift daher die Yänge 
der halben Cyeloide gleich dem doppelten Durchmefier (2 AB) des Erzew 
gungskreiſes. 





325 0vycloidenpendol. Aus den im Vorſtehenden entdeckten Eigenſchaften der 
Cyeloide läßt ſich nun die Theorie des Cyeloidenpendels, oder die Formel für die 
Zeit der Schwingung eines Körpers in einem Cyeloidenbogen leicht ent⸗ 
wideln. Es fi AKM, Fig. 537, die Hälfte des Cycloidenbogens, im 
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welchem ein Körper fällt und fteigt oder oscillirt, und ME fei der Erzeu- 
gungsfreis, alo CE—= CM=—=r der Halbmeiier deilelben. Hat der 


Fig. 537. 





Körper den Bogen AG durdjlaufen, iſt er alfo von der Höhe DH — x 


herabgefallen (vergl. $. 321), fo hat er die Gejchwindigfeit » — — V2ga 9% 
erlangt, mit welcher er da8 Bogenelement @ K in der Zeit 





GK GK 
tt — — — — 
V 292 
durchläuft. Wegen der Achnlichfeit der Dreiefe @ LK und FHM ift aber 
GK _ FM 
KL MH’ 


oder, da FM? —= MH.ME, 
GK__VMH.ME _VME 


KL MH VvVuH 
wegen der Achnlichkeit der Dreiete NPQ md ONH iſt 
NP _ ON 
PQ "NH 
oder, da NIE — MH.DH, 
NP ON 
?rQ@ VımH.Dn 


Nun ift KL — PQ, daher folgt durch Divifion: 
GK_ VME VMH.DH _VME.DH 


—,— — 00 — — — — 


NP VMH ON ON 
oder, da ON die halbe Fallhöhe — =, ME=2r md DH=« if, 


GK _ Virz _2V2re, 


NP l/o h 
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— nz _6KR 
Set man un GK —= — . NP in die formel r — V — 
ſo erhält man: 
V. F 
Va. h h 


Die Zeit des Fallens von A bis M ift nun — Summe aller Werthe 
von r, welche man erhält, wenn man für N P nad) und nad) alle Theile 
des Halbkreiſes D NM einführt, aljo 


— V — mal Halbkreis —X 1) 
Auf diefe Weife erhält man die Zeit zum Durchjfallen des Bogens AM: 


7 2 r * 
Rn ——— 
2 h q 4 


und da die Zeit des Steigens im Bogen MB ebenfo groß tft, die Schwin 
gungszeit oder Zeit zum Durdlaufen des ganzen Bogens AM B: 


1 
(= 24-222 — 
9 


Da dieſe Größe ganz unabhängig iſt von der Bogenlänge, ſo folgt, daß 
mathematiſch genau die Schwingungszeiten für alle Bögen einer und derjel- 
ben Cycloide gleich find, das Cycloidenpendel aljo vollkommen ifochron 
ihwingt. Bergleichen wir diefe Formel mit der Formel für die Schwin- 
gungsdauer eines Kreispendels, jo folgt, daß die Schwingungszeiten für 
“ beide Pendelarten einander gleich, find, wenn die Länge des Kreispendels 
gleich ift dem vierfachen Halbmeſſer von dem Erzeugungsfreife des Cycloi— 
denpendels. 


Anmerkung. Um einen an einem biegſamen Faden hängenden Körper in 
einem Gycloidenbogen ſchwingen laffen zu können und dadurd ein Cycloidenpendel 
berzuftellen, hängt man denfelben zwiſchen 

zwei Cyeloidenbögen CO und CO,, Fig. 

— 538, auf, ſo daß ſich der Faden bei jedem 
7 We: Ausichlage von dem einen Bogen ab» und 
auf den anderen aufwidelt. Da bei diefem 
Ab: und Aufwideln des Fadens COP ver 
Gndpunft P veflelben eine der gegebenen 
Gyeloide gleiche Curve bejchreibt, daß ale 
die Gvolvente der Cycloide eine gleiche 
Cycloide in umgefehrter Lage it, laͤßt ſich 
einfach fo darthun. So wie die Länge der 
halben Cycloide COA=CD=2AB il, 
ebenfo hat man den Bogen OA = ver 
abgewidelten Geraden OP; aber Bogen 
OAift — zweimal Sehne AF=2GO0, daher u PG=GOU=AF 


Fig. 538. 
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und? HN —= AE. PBeidreibt man nun über DH —= AB einen Halbfreis 
DKH, und zieht man die Ordinate NP, fo bat man KH=PG, un 
daher aud 
PK=GH=AH—-AG=AH-— FO = Bog. AFB — Bug AF 
— Bog. BF= Bug. DK, 

und endlih die Ordinate NP — Kreisordinate NK plus entfprechender Bogen 
DK; es ift alfjo NP vie Ordinate einer Cycloide DPA, welde dem Erzeu— 
gungsfreife DK H entipridt. 

Ueber die Anwendung des Cycloidenpendels bei Uhren f. „Jahrbücher des 
polytechn. Inftitutes in Wien“, Bd. 20, Art. I. Auch Prechtl's technologifche 
Encyklopädie, Bd. 19. 


Die Curve der kürzesten Fallzeit. Cs läßt ſich mittel8 des ($. * 


höheren Calcüls nachweiſen, daß die Cyeloide außer dieſer Eigenſchaft des 
Iſochronismus oder Tautochronismus auch noch die des Brachyſto— 
chronismus beſitzt, daß ſie nämlich diejenige Linie zwiſchen zwei gegebenen 
Punkten iſt, in welcher ein Körper in der kürzeſten Zeit von dem einen 
Punkte nach dem anderen herabfällt. 

Der Beweis hierzu läßt ſich, nach Jacob Bernoulli, auf folgende 
Weiſe führen. 

Es ſei die relative Page zweier Punkte A und B, Fig. 539, durch den 
verticalen Abjtand AC — a und den horizontalen Abjtand BU — b umd 

Fig. 539. die einer horizontalen Linie DE durd) 
den verticalen Abſtand AD—h ge 
geben; man ſucht den Punkt X, in wel» 
chem ein von A nad) B fallender Kör- 
per die Linie DE durdjfchneiden muß, 
um in der fürzeften Zeit von A nad) B 
zu gelangen. Kommt der Körper in A 
mit der Gefhwindigfeit v an, jo ijt die 
Gefhwindigfeit in K: 
= Vor Fan; 

fegen wir num voraus, daß die Punkte A, K und B kinander unendlid) 
nahe liegen, oder daß a, 5 und A fehr Hein find gegen v, jo können wir aud) 
annehmen, daß AK gleichförmig mit der Gefchwindigfeit v, und KB gleich 
förmig mit der Gefchwindigfeit v, durchlaufen werde, daß aljo die Zeit zum 
Durdjfallen des Weges AK B, 


N M S 





Bezeichnen wir DK durd) z, 2 N wir: 


AK—-VR® + und KB=V(a — +09), 
und daher: 
Welebach'e Lehrbuch der Mechanil. I. 40 
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Vm+r, Va-m+0-» 
v vi 
Dieſe Zeit wird nun ein Minimum, wenn wir ihr erftes Differential— 
verhältniß, d. i. 


t= 


— GE 
—— oo Ct cr FT 
— 


vVR® +2 »Vla—h? + (— 2) 
jegen. 
Nun ift aber 


= 


Ver +2 Ka 


b— :z 


VGM BE 
wofern wir die Neigungswinkel der Wege AK und KB gegen den Horizont 
mit ꝙ und @, bezeichnen; daher erhalten wir als Bedingungsgleidhung 
08.9 __ C08. Qı 
— 
Setzen wir die den Geſchwindigkeiten v und v, entſprechenden Fallhöhen 
MA = y und — Y, alſo 
= VYayy und vi — V2asyı ; 
fo geht unfere — in folgende 
cos. __ 008. Pı 


VYv» ——— Vn 


über, und wenden wir nun unferen Fall auf das Fallen in einer frummlim- 
gen Bahn SAKB an, fo folgt hiernach, daß für jede en in diefer Curve 


und 











der Quotient © 7: PR eine conftante Zahl, etwa — 77 ift. 
y 2 


Dieſe Eigenſchaft entſpricht aber einer Cyeloide S@M, Fig. 540, dm 
es ijt für ein Wegelement GE K diefer Curve: 


Fig. 540. 
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oe 6L _FHA_VUHEH _ \/EH _\/v 
9TGK FM VmHEm YEM Y?3r 
und daher: 
0c08.P __ 





Vv» — vr 
wobei r den Halbmejier CM —= CE de8 Erzeugungsfreifes EFM be 
zeichnet. 
Es iſt alſo ein Cycloidenbogen 86 derjenige, in welchem ein 
Körper in der kürzeſten Zeit von einem Punkte S nad) einem 
anderen @ herabfällt. 


Das materielle Pendel. Um die Schwingungszeit eines zuſammen- $. 32 
gefegten Pendels oder irgend eines um eine horizontale Are C ſchwin— 
genden Körpers AB, Fig. 541, zu finden, fuchen wir zunächſt den Mittel- 

Fig. 541. punft de8 Schwunges oder Schwingungspunft 
(franz. centre d’oscillation; engl. center of oscillation), 
d. 1. denjenigen Punkt K des Körpers auf, weldyer, wenn 
er für ſich allein um C ſchwingt oder ein mathematiſches 
Pendel ausmacht, diefelde Schwingungsdauer hat wie der 
ganze Körper. Man fieht leicht ein, daß es diefer Er- 
flärung zufolge mehrere Schwingungspunfte in einem 
Körper giebt; gewöhnlich meint man aber nur denjenigen 
von ihnen, welcher mit dem Schwerpunkte in einem und 
demſelben Perpendifel zur Umdrehungsare Liegt. 

Aus dem veränderlicen Ausjchlagswinfel KCF—= 9 folgt die Ber 
Ichleunigung des ifolirten Punktes X: 

= 9 sin.p, 
weil man ſich vorftellen kann, daß derjelbe von einer fchiefen Ebene mit der 
Neigung KHR = KCF— 9 herabgleitet. Iſt aber Ik? dad Träg- 
heitsmoment des ganzen Körpers oder der Sörperverbindung AB, Ms 
deſſen ftatifches Moment, d. i. das Product aus der Maffe und aus dem Ab- 
ftande CS — s ihres Schwerpunftes S von der Umdrehungsare C, und r 
die Entfernung CK des Schwingungspunftes K von der Umdrehungsare 
oder die Länge des einfachen Pendels, welches mit dem materiellen Pendel 
AB iſochron ſchwingt, jo hat man die auf K reducirte Maſſe: 
__ Mk? . 


’ 





r? 
und die dahin reducite Umdrehungsfraft : 


= = Mg sin. p; 
folglich die Bejchleunigung : 
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Kraft Mk Msr 
PT Malle r: 7 MR 
Damit diefes Pendel mit dem mathematischen einerlei Schwingungsdauer 
habe, ijt nöthig, daß beide am jeder Stelle ihrer Bewegung einerlei Beichlen- 
nigung befigen, daß aljo 
Msr 
ur I sın.@ — g sın.@p 
jei. Diefe Gleihung giebt nun 
__ Mk? _ Trägheitömoment 
— Ms ftatifches Moment 
Man findet aljo die Entfernung des Schwingungspunktes vom 
Drehungspunkte, oder die Fänge des einfachen Pendels, weldes 
mit dem zufammengejegten gleihe Schwingungsdauer hat, wenn 
man das Trägheitsmoment des zufammengefegten Pendels durd) 
fein ftatifches oder Gewichtsmoment dividirt. 


Set man diefen Werth von r in die Formel Vin erhält man 


für die Schwingungsdauer eines zufammengefegten Pendels die Formel: 
Mk? Kr 


Mgs 5* 75 


h ve 
— + 3) 98 
Umgefehrt läßt fich aus der Schwingungsdauer eines aufgehängten Kör- 
pers fein Trägheitsmoment finden, indem man jeßt: 


u — (2) der a = (4) 
MR— -) - Mgs over = — 


Anmerkung 1. Um das Trägheitsmoment Mk? eines Körpers aus ber 
Schwingungsdauer deffelben beftimmen zu fönnen, ift nöthig, daß man das ſtatiſche 
Moment Mgs = Gs beflelben fenne. Das leßtere findet man dadurch, daß man 
den Körper AC, Fig. 542, durch ein Seil ABD aus feiner Gleichgewichtslage 
bringt, welches über eine Leitrolle gelegt und durch Gewichte P geſpannt wire. 
Das Perpendikel CN von der Drehungsare C gegen die Richtung des Seiles 
AB iſt der Hebelarm a des Gewichtes P, und Pa iſt gleih dem Momente 
@.CH ves im Schwerpunfte S niederziehenden Gewichtes G. Bezeichnet « den 
Winkel VCS = CSH, um welden der Körper dur die Kraft P gehoben 
wird, fo hat man nod: 


folglich: 
Gs sin.a —= Pa, 
und das gefuchte ftatifche Moment: 
a Pa 
s — ——- 
sin. «@ 





— Mg sın.p: 9 sin. P. 








oder genauer: 


—— — 
CH=CSsin.a=s sin.a, 
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Anmerfung 2. Ein fehr einfaches und brauchbares Pendel ADF, Fig. 543, 
befteht in einer Bleikugel A von ungefähr 1 Zoll Durchmeffer, und in einem 


Fig. 543. 
Big. 542. 





jeidenen Baden, deflen oberes Ende C von einer Zwinge D mit einer Preßfchraube 
feftgehalten wird. Diefe Zwinge wird durch einen Arm EF geftedt und mit 
demfelben durch eine Schraube @ feit verbunden, nachdem man ihn mittels feines 
jchraubenföormig zugeichnittenen Gndes F in einen Thürſtock oder einen anderen 
feiten Bunft eingebohrt hat. Bei einer Linge CA = 0,2485, alfo nahe Y, Me: 
ter, fchlägt diefes Pendel halbe Secunvden, und zwar faſt eine Stunde lang, wiewohl 
in immer fleineren und Fleineren Bögen. 

Beifpiele. 1) Kür eine gleichformig dichte prismatifhe Stange AB, Fig. 
544, deren Drehpunkt Cum CA=1, und CB = 1, von den Enden A und 
B abjiteht, hat man, wenn F' den Duerfchnitt diefer Stange bezeichnet, das Träg- 
beitsmoment nach $. 286: 

M#= FÜ +riy), 
und das ftatifche Moment: 
M=YF(t— 19; 
es ift daher die Länge des mathematischen Pendels, welches mit diefer Stange 
iſochron fchwingt: 
Big. 5414. ch ch Mk: — [> + 12 es 12 + 3 42 
B 7 
wenn 2 die Summe I, —I,, und d die Differenz Z, — I, bezeichnet. 
Soll diefe Stange halbe Secunden ſchlagen, fo hat man: 


r=)Y- 2 = 1,.38 = 9,5 Zoll, 
beträgt aber die ganze Länge 7 der Stange 12 Zoll, jo iſt zu ſetzen 








2 
9 — 14 784 oder dd — 194 — — 48, 
6d 
es folgt daher: — 
9 — 
A d un 19 — V169 — 3, 


2 
und hieraus: 
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E41, = 7%, Bell, ſewie ı, = I I® = % = 41 Bl 

2) Für ein Pendel mit Fugelförmiger Linfe AB, Fig. 545, ift, wenn G@ das 
Gewicht und 7 die Lünge CA der Stange oder des Fadens, dagegen K das Ge— 
Fig. 545. wicht der Kugel und r, ihren Halbmefir MA — MB bezeichnet: 

ZIP FEN FIT HAN 
e OTHER) 

Miegt nun der Draht 0,05 Pfund und die Kugel 1,5 Pfund, tft fer: 
ner die Länge des Drabtes 1 Fuß, und der Halbmeiler der Kugel 1,15 
Zell, fo hat man die Entfernung des Schwingungspunftes dieſes Pen: 
dels von der Drehungsare: 

„ — Y;0,05.122+1,5.(13,15°+%4.1,15%) _ 2,4 + 260,177 

1,.0,05.12+15.3815 . 03-+ 1975 














: 262,577 _ 
n = 20,025 = 13,112 Zell. 
s e 260,177 N 
Ohne Rüdficht auf den Draht wäre r = 19755 7 13,190 Zell; und die träge 


Mafle der Kugel, in ihrem Gentro angenommen, wäre r — 13,15 Zoll. Die 
Schwingungszeit diefer Kugel ift: 


—* — — — 
SE vV: — 0,562 V ne — 0,562 V1,0926 ... — 0,5874 Secunden. 


328 Reciprocität des Aufhängepunktes und des Schwingungs- 
punktes. Der Aufhängepunft und der Schwingungspunft eines 
materiellen Pendels find wechjelfeitig (franz. reciproque; engl. reciprocal), 
d. h. e8 kann der eine mit dem anderen vertaufcht, aljo das Pendel im 
Schwingungspunfte aufgehangen werden, ohne daß die Schwingungs;eit 
eine andere wird. Der Beweis diefes Sages führt fich mit Hülfe dei 
$. 284 auf folgende Weife. Iſt W das Trägheitsmoment des zuſammen— 
gejegten Pendel AB, Fig. 546, in Hinfiht auf eine Umdrehung um den 

Schwerpunft S, jo hat man dafjelbe für eine Umdrehung 

um die Are C, welde um CS — s vom Schwerpuntte 

S abfteht, 


Fig. 546. 


W, — W = Ms?, 
und daher den Abftand des Schwingungspunftes K von 
ber Drehungsare 0: 
M W+Ms W 
"7MNs — 
Bezeichnet man nun den Abſtand XKS—=r — s des 
Schwingungspunktes K vom Schwerpunlte durch s5, ſo 








erhält man die einfache Gleichung ss; — a ‚ in welcher s und s, auf gleiche 


MWeife verfommen, und daher auch mit einander vertauscht werden können. Diefe 
Formel gilt alfo nicht allein für den Fall, wenn s den Abftand des Drehung 
punftes, uud s, den des Schwingungspunftes von dem Schwerpunfte bezeichnet, 
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fondern audy umgekehrt, wenn s den Abjtand des Schwingungspunftes, 
und s, den des Drehungspunftes vom Schwerpunkte ausdrüdt; es wird 
alfo C zum Schwingungspunfte, wenn A als Aufhängepunft dient. Man benugt 
Fig. 547. diefe Eigenfchaft bet dem fogenannten, zuerſt von Bohnenberger 
vorgefcjlagenen und fpäter von Kater angewendeten Never: 
fionspendel AB, Fig. 547, welches mit zwei fchneidigen Aren 
C und K ausgerüftet ift, die jo gegen einander geftellt find, daß 
die Schwingungszeiten diefelben bleiben, das Pendel mag um die 
eine oder um die andere Are ſchwingen. Um nicht die Aren ge: 
gen einander verftellen zu müſſen, werden noch zwei Yaufgewichte 
P und Q angebradht, wovon das Kleinere durd) eine feine Schraube 
geftellt werden fan. Hat man durch Verjchieben oder Einftellen 
diefer Laufgewichte e8 dahin gebracht, daß die Schwingungsdauer 
diefelbe ift, das Pendel mag in C oder in K aufhängen, jo be- 
fommt man in der Entfernung CK beider Schneiden von einander 
die Yänge r des einfachen Pendel, welches mit dem Reverſions— 
pendel gleichzeitig ſchwingt, und es ergiebt ſich nun die Schwingungs— 
dauer durd) die Formel 


eV: 
9 


Wälzendes Pendel. Mit dem Schwingen eines ‘Pendels läßt ſich auch 
das Schaufeln oder Wiegen eines Körpers mit walzenförnigem Fuße 
vergleichen. Diejes Wiegen ift zwar, wie jede andere wälzende Bewegung, 
aus einer progrefiven ıumd einer Drehbewegung zujammengefegt, allein es 
läßt ſich aud) annehmen, daß e8 aus einer einfahen Drehung mit veränder- 
licher Drehare beſtehe. Tiefe Drehare ift aber der Stützpunkt 2, womit der 
ichaufelnde Körper ABC, Fig. 548, auf der horizontalen Baſis ZR 
aufruhet. Dit der Halbmeſſer UD—= CP 
der walzenförmigen Baſis ADB, = r, und 

C der Abftand CS des Schwerpunftes S des 
" MD ganzen Körpers vom Mlittelpunfte C diejer 
"EN —p Baſis, — s, fo hat man für die dem Dre: 
hungswinfel SCP = 9 entiprecdhende Ent 
fernung SP — y de8 Schwerpunftes vom 
Drehungspunfte: 
H p R y2—r2 + 5? — 218 cos. ꝓ 


. @\? 
—(r— ss)’ +4rs (sin. 9) ; 
bezeichnen wir daher noch das Trägheitsmoment des ganzen Körpers in Hin— 


ſicht auf den Schwerpunkt S durch Mx2, fo erhalten wir das Trägheits— 
moment in Hinfiht auf den Stügpunft P: 





Fig. 548. 
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W=M(R + y)— a ſu +(r — 9)? + ars (sin) 


wofür bei feinen Schwingungswinfeln, — M [k? + (r — S)? + rsp?] 
oder gar nur M [k?’+ (r — 5)?] gejegt werden kann. ‘Da nun das 
Kraftmoment — @.SN — Mg. CSsin.p —= M gssin. p ift, fo folgt 
die Winfelacceleration für die Drehung um P: 

Kraftmoment Mgssin.p 9s sin. ꝙ 


Trägheitsmoment A [k? (r — 9 — — 





——— 


Beim einfachen Pendel iſt dieſelbe — u — ‚ wenn deſſen Länge bezeich⸗ 
1 


net; follen daher beide ifochron Schwingen, jo muß fein: 
98 sin. ꝙ _ gsin. ꝙ bi; — 4 —— 
k? + (r — 5 + —— s 
Die Shwingungszeit der Wiege ift hiernad): 


(= VE - —— — 


Dieſe Theorie läßt ſich auch auf ein — AB, fig. 549, 
mit abgerundeter Umdrehungsare CM anwenden, wenn man ftatt 
r den Krümmungshalbmefjer CM diefer Are einführt. Wäre ftatt 
der runden Are eine fchneidige Are D angebradjt, jo würde die 
Schwingungszeit 


— R+HDS_ Ver+e-» 
betragen, wofern die Entfernung CD der Schneide D vom Mittel: 


punfte C der runden Are durch x bezeichnet wird. Beide Pendel 
haben num gleihe Schwingungszeiten, wenn 




















2 — r)? .2 — 5)? 2 2 2 
— k _.—k Er 20 
s—ı s s—ı 8 
HR ER 
ift. Schreiben wir — + — annähernd, und vernachläſſigen 
wir r?, jo erhalten wir: 
__. 2r8 
3 _ı 


Anmerkung. Bon dem conifhen Pendel it unter dem Artikel „Megulater‘ 
im dritten Theile die Rede. 

Im Supplementbande wird von den fehwingenden Bewegungen ausführlih ar 
handelt. 
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Viertes Gapitel, 
Die Lehre vom Stoße. 


Stoss überhaupt. Vermöge der Undurchdringlichfeit der Materie fün- $. 3: 
nen zwei Körper gleichzeitig nicht einen und denjelben Raum einnehmen. 
Kommen aber zwei bewegte Körper jo mit einander in Berührung, daß einer 
n den Kaum des anderen einzudringen ſucht, jo findet eine Wechjelwirkung 
zwifchen beiden ftatt, welche eine Veränderung in den Bewegungszuftänden 
diefer Körper zur Folge hat. Diefe Wechjelwirkung ift es, welche man Stoß 
(franz. choc; engl. impact, collision) nennt. 

Die PVerhältniffe des Stoßes hängen zunähft von dem Geſetze der 
Sleichheit der Wirkung und Gegenwirfung ($. 65) ab; während 
des Stoßes driüdt der eine Körper genau ebenfo ftarf auf den anderen, wie 
diefer im entgegengejegter Richtung auf jenen. Die gerade Yinie, welche 
winkelrecht auf den Flächen fteht, in welchen fich beide Körper berühren, und 
welche durd) den Berührungspunkt jelbft geht, ift die Richtung der Stoßfraft. 
Befinden ſich die Schwerpunfte beider Körper in diefer Linie, fo heit der 
Stoß ein centrifcher oder Gentralftoß, außerdem aber ein ercentrijcher 
Stoß. Die Körper A und B in Fig. 550 geben einen centrifchen Stoß, 

Fig. 550. Fig. 551. 





weil ihre Schwerpunfte S, und S, in der Normale NN zur Berlihrungs- 
ebene D E liegen; von den Körpern A und B in Fig. 551 ftößt A centrifch 
und B excentriſch, weil S, in und S, außerhalb der Normal» oder Stoß- 
linie NN befindlich ift. 

In Hinfiht auf die Bewegungsrichtung unterfcheidet man den geraden 
Stoß (franz. choc direct; engl. direct impact) und den ſchiefen Stoß 
(franz. choc oblique; engl. oblique impact) von einander, Beim geraden 


8. 331 


634 Fünfter Abjchnitt. Viertes Gapitel. [$. 331. 


Stoße fällt die Bewegungsrihtung in die Stoßlinie, beim ſchiefen Stoße findet 
aber eine Abweichung zwifchen beiden Richtungen ftatt. Bewegen ſich 3. B. 
die Körper A und B, Fig. 552, in Richtungen S, C, und S, C,, welche 
von der Normalen oder Stoflinie 
N N abweichen, fo findet ein fchiefer 
Stoß ftatt, während derjelbe ein ge 
rader wäre, wenn diefe Bewegungs— 
richtungen mit NN zufammenfielen. 

Außerdem untericheidet man nod 
den Stoß freier Körper und den 
Stoß ganz oder theilweife 
unterftügter Körper von ein 
ander. 


24 
Fig. 552. 





Die Zeit während der Mittheilung oder Veränderung der Bewegung 
durch den Anſtoß iſt zwar ſehr klein, aber keineswegs unendlich klein; ſie 
hängt, ſowie die Stoßkraft ſelbſt, von Maſſe, Geſchwindigkeit und Elaſticität 
der zum Stoße gelangenden Körper ab. Man kann dieſe Zeit aus zwei 
Perioden beftehend annchmen. In der erſten Periode drücken die Körper ein— 
ander zufammen und im der zweiten dehnen fich diefelben ganz oder zum 
Theil wieder aus. Durd) das Zufammendrücen wird die Glafticität im 
Wirkſamkeit gefetst, welche fi) mit der Trägheit ins Gleichgewicht ſetzt und 
eben dadurd) den Bewegungszuſtand der zufammenftopenden Körper verändert. 
Wird bei dem Zuſammendrücken die Elafticitätsgrenze nicht überjchritten, fo 
geht der Körper am Ende des Stoßes in feine vorige Geftalt vollfommen 
zurüd, und dann nennen wir den Körper einen volllommen elaftiichen; 
nimmt aber der Körper am Ende des Stoßes feine vorige Form nicht voll 
ftändig wieder an, fo nennen wir den Körper unvollfommen elaftiid, 
und behält endlicd) der Körper die durch das Marimum des Zuſammen— 
drüdens erhaltene Form, beſitzt er alfo gar Fein Beftreben zum Ausdehnen, 
fo nennen wir den Körper einen unelaftifchen. Jedenfalls ift aber dieie 
Eintheilung mur in Beziehung auf eine gewiſſe Stärfe des Stoßes als rich— 
tig anzunehmen; denn e8 ift möglich, daß ein und derjelbe Körper bei einem 
ſchwachen Stoße ſich noch elaſtiſch und Bei einem ſtarken Stoße unelaſtiſch 
zeigt. Streng genommen giebt es aber weder einen vollkommen elaſtiſchen, 
noch einen vollkommen unelaſtiſchen Körper; doch nennen wir in der Folge 
ſolche Körper elaſtiſche, welche ihre Geſtalt nach dem Stoße ziemlich wieder 
herſtellen, und diejenigen unelaſtiſche, welche durch den Stoß bedeutende bleis 
bende Yormveränderungen erleiden (vergl. $. 201). 

In der praftifchen Mechanik werden die zum Stoße gelangenden Körper, 
wie 3. B. Holz, Eifen u. f. w., jehr oft als unelaftifche angeſehen, weil die: 
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jelben entweder an und fir fich eine Heine Elafticität befigen, oder durch 
Wiederholung der Stöße ihre Elafticität größtentheils verlieren. Uebrigens 
ift e8 eine wichtige Regel, Stöße bei Mafchinen und Bauwerken fo viel wie 
möglid) zu vermeiden oder zu mäßigen oder in elaftiiche zu verwandeln, 
weil durd) diefelben Erfchütterungen und große Abnugungen herbeigeführt 
werden und weil diefelben einen Theil der Yeiftung der Maſchinen con: 
fumiren. 


Centralstoss. Entwideln wir zunächft die Geſetze des geraden Central- $. 


ftoßes frei beweglicher Körper. Denken wir uns die Stoßzeit aus lauter glei 
chen Theilen 7 beftehend und nehmen wir an, daß die Stoßfraft während des 
erften Zeittheild;ens — P,, während des zweiten P,, während des dritten P, 
ſei u. ſ. w. Iſt nun die Maſſe des einen Körper A, Fig. 553, — M,, 
jo hat man die entjprechenden Acce— 
Big. 553. (erationen: 
F. Pı 


D Pı = M ‚ Pı = aM, ® 
— Zi a 


— — BA u. |. w. 
Nach 8. 19 ift aber die einer Ac— 
celeration p und einem Zeittheilchen 
z entiprecjende Geſchwindigkeitsver— 
änderung: 

x — pt; 
e8 find daher für dem vorliegenden Fall die elementaren Geſchwindigkeitszu— 
oder -abnahmen: 





P,t P,t P,t 
ET Se "A Sue aM 
und es ift die im einer gewiflen endlichen Zeit erfolgte Gejchwindigfeitszus 
oder sabırahme der Maſſe Mı: 


tt %+% G +BA+B+)z 


fowie die entjprechende Gefchwindigfeitsveränderung der Maſſe B von der 
Größe M;: 


T 
— A +PRr+P +- m 
Bei dem folgenden oder ftopenden Körper A wirft die Stoßfraft der Ges 
ſchwindigkeit c, entgegen, e8 findet folglich hier eine Gefchwindigfeitsabnahme 
ftatt, und es ift die nad) einer gewiſſen Zeit noch übrig bleibende Geſchwin— 
digfeit diejes Körpers: 
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T 
vu = 6 ArA+ m,’ 
bei dem vorangehenden oder geftogenen Körper B hingegen wirft die Stof- 
fraft in der Bewegungsrichtung , e8 erhält daher die Geſchwindigkeit c, einen 
Zuwachs und e8 geht diejelbe in 
T 


Ki 2 Ze 


über. 

Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (PL + P;z + -- -) r, fo bleibt 
ung die allgemeine Formel: 

Il. M (ha —u)=M (v — 6), oder 
Mv +,» =Mc+ Me: 

Man bezeichnet wohl das Product aus Mafje und Gefchwindigfeit eines 
Körperd durch den Namen Bewegungsmoment (franz. quantit& de 
mouvement; engl. momentum of body) und kann hiernad) behaupten: 
in jedem Augenblid der Stoßzeit ift die Summe der Beme: 
gungsmomente (M, ©; + Myvg) beider Körper eben fo groß wie 
vor dem Stoße. 

Im Augenblide des größten Zufammendrüdens haben beide Körper einer- 
lei Gefchwindigfeit ©, fegen wir daher diefen Werth ftatt vo, und x, im die 
gefundene Gleichung, fo bleibt 

Mv+ Mv=Mır + M.%, 
und es ergiebt ſich die Gejchwindigfeit beider Körper im Augenblicke der 
ſtärkſten Jufammendrüdung: 
_ MaotMo 
0 M+M 

Sind die Körper A und B unelaftifch, bejigen fie alfo nadı dem Au: 
jammendritden Fein Beftreben zum Sichwiederausdehnen, fo hört ale Mit- 
theilung oder Veränderung der Bewegung auf, wenn beide Körper bi aufs 
Marimum zufammengedrücdt find, und es gehen daher auch beide nach dem 
Stoße mit der gemeinfchaftlichen Geſchwindigkeit 

_Mca+ Mc 
 M + 





fort. 


Beifpiele. 1) Bewegt fi ein umelaftifcher Körper B von 30 Pfund Gewicht 
mit 3 Ruß Gefchwindigfeit, und trifft ihn ein anderer unelaftifcher Körper A von 
50 Pfund mit 7 Fuß Geihwindigfeit, fo gehen beide nady dem Zufammentreffen 
mit der Gefchwindigfeit 

50.743903 360 4 90 4 11 


ODER "DT 


fort. 


u oo 
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2) Um einen Körper von 120 Pfund Gewiht aus einer Geichwindigfeit 
c; — 11, Ruß in eine Gefchwindigfeit v von 2 Fuß zu verfegen, läßt man ihn 
von einem 50 Pfund fchweren Körper flogen; welche Gefchwindigfeit muß dieſer 
haben? Hier ift 


— (— c)M; _ (2 — 1,5). 120 
ci = v r M, — 2 — — — 


=2+27 = 32 Buß. 
Elastischer Stoss. Sind die zum Stoße gelangenden Körper voll» $. 333 
kommen elaſtiſch, jo dehnen fie ſich, nachdem fie fich in der erften Periode 
zufammengedrücdt haben, in der zweiten Periode der Stoßzeit allmälig wieder 
aus; und wenn fie am Ende die erfte Gejtalt wieder angenommen haben, 
fo fegen fie ihre Bewegungen mit verſchiedenen Gejchwindigfeiten fort. Da 
aber die mechanische Arbeit, welche aufzumwenden ift, um einen elaftifchen 
Körper zufammenzudritden, gleich ift der Arbeit, welche derfelbe bei feiner 
Ausdehnung wieder ausgiebt, jo findet beim Stoße zwijchen elaftifchen Kör- 
pern ein Berluft an lebendiger Kraft nicht ftatt, und es gilt daher auch fitr 
denfelben noch folgende zweite Gleichung: 
I. Mv? + M;v} = Mc? + M, c?, oder 
M, (c? — v)=M (vw — c}). 

Aus den Gleichungen I. und II. laſſen fi) nun die Gefchwindigfeiten 
v, und v, der Körper nad) dem Stoße finden. Zuerft folgt durch Divijion 
4-1 _n oc 
a—u Ba 

d. i.: 
atom +9, dry -— vu = — 6; 
jegt man nun den ſich hieraus ergebenden Werth 
y=a+ttmı —@ 

in die Gleichung J. fo folgt: 

M,vı + M,vı + M; (cı — &%) = Mıcı + Mc, ober 

(M + M) = (M + M)c — 2M, (a — c.) 
wodurch fic nun herausftellt: 


— 2 M, (cı — 65) 
a ee a 

— 2 M; (c, — ca) _ 2M, (c. — C9) 
u a a M, + M; 7 M+2M% 


Während bei unelaftifchen Körpern der Berluft an Gefhwindigfeit 
des einen Körpers 
Ma+ M6 — M; (cı — c.) 

Mı + M M, + M 
ift, fällt hiernach bei elaftijchen Körpern derjelbe doppelt jo groß, nämlich 


cı — vVz=C — 
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— _2M; (ci — 6) 
1 1. M, F M; ’ 
aus, und während bei den unelaftiichen Körpern der Geſchwindigkeite— 
gewinn des anderen Körpers 








— Mc + Mo — M, (ci — 6) 
= M, + M ——_M+%% 
beträgt, ftellt fich bei elaftifchen Körpern derfelbe, 
— 2M (ci — ©) 
2 r M, + M, ’ 


ebenfalls doppelt jo groß heraus. 


Beifpiel. Zwei vollfommen elaftifhe Kugeln, die eine von 10 Pfund, die 
andere von 16 Pfund Gewicht, ftoßen mit den Gefchwindigfeiten 12 Fuß md 
6 Fuß gegen einander, weldes find ihre Gefchwindigfeiten nah dem Stoße? Es 
it bier M, = 10 und c, — 12 Fuß, fowie M, = 16 und , — — 6 Auf u 
jegen, daher ergiebt fid) der Gefchwindigfeitsverluft des eriten Körpers: 


2.161246) 2.16.18 2 


ci — vi = Fa la 16 == 22,154 Fuß, 
und der Gefhwindigfeitsgewinn des anderen: 
2.10.18 


; v — Go= — 13,846 Fuß; 


26 
es prallt hiernach der erſte Körper nach dem Stoße mit v, = 12 — 23,14 
— — 10,154 Fuß, und der andere Körper mit — 6 + 13,846 — 7,846 Auf 
Geichwindigfeit zurück. UWebrigens ift das Maß der lebendigen Kraft beider Korper 
nach dem Stofe 
— M,v® + M,v? —= 10. 10,154? + 16..7,8462 — 1031 + 985 — 2016 
ebenfo groß wie vor dem Stoße, nämlich: 
M, c® + M,c! = 10.12? + 16.6? = 1440 + 576 — W016. 
Wären diefe Körper unelaftifch, fo würde der erfte nur Zi —'11,077 Auf 


an Gefchwindigfeit verlieren und der andere -2 = “2 — 6,923 Fuß gewinnen; es 





würde aljo der erite Körper nach dem Stoße noch die Geichwindigfeit 12 — 11,077 
— 0,923 Fuß behalten, und der zweite die Gefchwindigfeit — 6 + 6,923 — 0,%3 
annehmen, übrigens aber der Arbeitsverluft 

[2016 — (10 + 16) 0,9232]: 29 = (2016 — 22,2) . 0,016 — 31,9 Fußpfund 
entitehen, 


$. 334 Besondere Fälle. Die in den vorftehenden Paragraphen entwidelten 
Formeln fir die Endgeſchwindigkeiten des Stoßes gelten natitrlich auch dann 
noch, wenn der eine Körper in Ruhe ift, oder wenn fich beide Körper einan- 
der entgegen bewegen, oder wenn eine Mafje unendlich groß ift im Hinfict 
auf die andere ı. |. w. Iſt die Maffe M, in Ruhe, fo hat mar c. = 6, 
daher für unelaftifche Körper: 
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— My cı 
— — 
und für elaſtiſche: 


— — — — — — d 
re A re 
v—=0+ 2 M, cı en, 2M, 


+ MM" 
Laufen die Körper einander entgegen, ift alfo c, negativ, fo folgt für 
unelaſtiſche Körper: 
— M ce — M, C9 





| M +M, ’ 
und für elaftifche: 
— 2M (cı + ©) — 2M, (a + ©) 
vtı — Cı 4, +. 21, md og = —ou + 2, + m, 


Sind in diefem alle die Bewegungsmomente einander gleich, ift alſo 
M, cı = M,ce, fo ift beim unelaftifchen Stoße, v — 0, d. h. die Körper 
verjegen einander in Ruhe; bei elaftijchen Körpern ift aber 
2(M;cı + My cı) 


vtı, = Ci — M +M = Cı — 20, = — ci, und 
f D 
2(M, co Mi 6; 
mt RIP = u+2a=+ta 
i 


dann fehren alfo die Körper nad) dem Stoße mit entgegengefegten Geſchwin— 
digfeiten zurüd. Sind hingegen die Mafjen einander glei), jo hat man fir 
unelaftijche Körper: 


cı — 0 
J 


v — 





dagegen für elaſtiſche: 
vi — — 6 und m, — Cı, 
d. h. dann gehen die Maſſen mit verwechſelten Geſchwindigkeiten zurück. 
Laufen die Maſſen wieder in gleicher Richtung, und iſt die vorausgehende 
Maſſe M, unendlich groß, ſo hat man für unelaſtiſche Körper: 


v—= — c 
er 
und für elaftiiche: 
vs — ci — 2 (ci — c.) — 262 — 1, = +0 =; 


es wird alſo die Geſchwindigkeit der unendlich großen Maſſe durch den An— 
ſtoß der endlichen Maſſe nicht abgeändert. Iſt nun noch die unendlich große 
Maſſe in Ruhe, alſo cz — 0, fo hat man für unelaſtiſche Körper: 
=D 
und für elaſtiſche: 
vi — — 1, u = 0; 
dann bleibt alſo auc die unendlich große Maſſe in Ruhe, es verliert aber 
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im erjten Falle der anftoßende Körper feine Gejhwindigfeit vollftändig, und 
e8 wird diefelbe im zweiten Falle in die entgegengefegte verwandelt. 


Beifpiele. 1) Mit weldher Geſchwindigkeit it ein Körper von 8 Pfund an 
einen ruhenden Körper von 25 Pfund anzuftoßen, damit der leßtere eine Geſchwin— 
digkeit von 2 Fuß annimmt? Wären die Körper unelaftiih, jo hätte man zu 
ſetzen: 


M,cı 
-M + M,’ 
d. i 
— 8. ci 
8473’ 
daher: 


= %, = 5% Buß 
die gefuchte Gefchwindigfeit; wären fie aber elaftifch, jo hätte man: 
2 M, cı 
-M + M,’ 


= 3, = Mg Buß. 

2) Trifft eine Kugel M,, ‚Fig, "554, die ruhende Maſſe M, = n M, mit wer 
Gefhwindigfeit c,, die zweite 

dig. 554. Mafle eine dritte Maſſe M, 
—=nM,—=n?M, mit ber durd 
den Stoß erlangten Geſchwin— 
digfeit, diefe wieder eine Mat 
M. =nM, =n’M, u. ſ. w., 
fo bat man bei vollfommener 
Glaftieität diefer Maſſen die Ge— 


daher: 








fhwindigfeiten: 
2M, REN: ENDE VRR *— 
*M InM“ In PT. tn‘, == > 
„= —— cu. ſ. w. 


Iſt z. B. das Gewicht einer jeden Maſſe nur halb fo groß, als das der nädt 
vorhergehenden, hat man aljo den Grponenten der von den Maffen gebildeten 
geometrifchen Reihe: 

n = Yy, 
fo folgt: 
9 =, u (Yen u = Yu do = (Ya)? cı = 13,32. 0. 


335  Arbeitsverlust. Beim Zufammenftoßen unelaftifcher Maffen findet 
ftets ein Verluſt an lebendiger Kraft ftatt, weshalb die Maffen nad 
dem Stoße nicht fo viel Arbeit zu verrichten vermögen, als vor dem Stoft. 
Vor dem Stoße enthalten die mit den Gefchwindigfeiten c, und c, fortgehen 
den Maſſen MM, und M, die lebendige Kraft: 

Mc’ + Mic), 
nad) dem Stoße haben aber die mit der Gejchwindigfeit 
Den M,cı + Mac; 
— M+2% 
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fortgehenden Maſſen die lebendige Kraft: 
M,v? + M.v’; 
es giebt daher die Subtraction diefer Kräfte den Verluſt an lebendiger 
Kraft durch den Anſtoß: 
K=M, (co — v?) + My (ec — v’) 
—M, (c + e) (a — ve) — M; (ec, + v) (v — 6) aber 


Ian (a — e 
HG) Ma) = Arte 


M, + M, 
daher folgt: 
EB i BB. M, M;,(c —c.) _ (a —e,)?Mı M; _ (a—6)? 
KANN un — LH u 
M, MM; 
Sind die Gewichte der Maſſen @, und G, ift alfo 
vlg, 
9 9 


ſo hat man hiernach den Verluſt an mechaniſcher Arbeit oder Leiſtung: 


6 
G + 6: 
kann hiernach behaupten: der Berluft an Yeiftung, welcher durch den 
Stoß zweier unelaftifchen Maſſen herbeigeführt und auf die Formveründerung 
derjelben verwendet wird, ift gleihdem Producte aus dem harmoniſchen 
Mittel beider Maffen und aus der Fallhöhe, welde der Diffe- 
renz der Gefchwindigfeiten diefer Maffen entſpricht. 

Iſt eine der Maflen, 3. B. M;, in Ruhe, jo hat man diefen Arbeits- 
verluft: 


Man nennt das harmonische Mittel aus @, und G,, und 


— 0’ € G G3 
29 GC + 6 
und ift die bewegte Mafje M; ehr groß gegen die ruhende, jo verſchwindet 
Ga gegen G,, und es bleibt: 
| — FR G.. 
Uebrigens läßt fid) aud) jegen: 
K=M, (ec? — ) + M, (e} — v?) 
— M, (e?—2c,7+92?+20,7— 20?) + My(e?—2c;0+9?-+2c30—2v}) 
— Mı (a —e)?+2 M,v(a —r) + M,(cs —v)?+2 MyvV(e —v) 
—M (a — M. (a — v) 
weil Mı (a — v) = M, (vr — 0) it. 
Hiernach ift alfo die durch die unelaftiihen Stöße verlorene 
lebendige Kraft gleich der Summe von den Producten aus den 
Weisbach's Lehrbuch der Mehanif. 1. 41 
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Maſſen und den Duadraten ihrer Geſchwindigkeitsverluſte oder 
Gefhwindigfeitsgewinne, 


Beifyiele 1) Wenn bei einer Mafchine in jeder Minute 16 Stöße zwiſchen 
den ımelaftifchen Maflen 
Mm = — Pf. und M, = = Bio. 
mit den Gefchiwindigfeiten c, — 5 Fuß und ec, — 2 Fuß erfolgen, fo iſt ihr 
Berluft an Leiftung in Folge diefer Stöfe: 
5—2)?2 1000 .1200 
A = 1 ° ( Tu ZN — “ıs 

— 20,94 Rufpfund per Secunde. 

2) Wenn auf einer Gifenbahn zwei MWagenzüge von 120000 Pfund und 160000 
Pfund Gewicht mit den Gefchwindigfeiten ce, — 20 und ec, — 15 Fuß gegen 
einander ftoßen, fo entiteht ein auf die Zerftörung der Locomotive und Wagen 
verwendeter Arbeitsverluft, welcher bei vollftändigem Mangel an Glafticität der 
zum Stoße gelangenden Theile 
__(20-+15)? 120000 . 160000 
2280000 
beträgt. 





.9 . 0,016 . 6000, , = 0,576 . %, 


"920.000 
— 352 ,0,016 . 1 55 = 1344000 Fufof 





336 Härte. Kennt man die Clafticitätemodel der zum Stoße gelangenden 
Körper, fo fann man auch die Kraft des Zuſammendrückens umd die 
Größe defielben finden. Es feien von den Körpern A und B, Fig. 555, 

die Querfchnitte F} und F,, die 

Pängen 7, und 7, umd die Elaſtici— 

| tätgmodul F, ımd F,. Stoßen beide 

ATI ea mit einer Kraft P gegen einander, 

N — — — — N fo find die bewirften - Zufanmen- 


Fig. 555. 









M; driidungen, nad) $. 204: 
PI, PI, 
A — ——— —* 
a 


und es ift das Verhältniß derfelben: 
ıı FRE !ı 


a» Fhhb 





Dezeichnen wir nun der Einfachheit wegen, F Eı durch 27,, ſowie Ah 
I 2 


durch 77,, jo erhalten wir: 


D 4 
A — md A, = — 
f 7 und A, 11,’ 
fowie: 
h_ AM 
As . IH, 


Nennen wir nach dem Veifpiele Whewell's (f. The Mechanics of 
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engl. hardness) eines Körpers, fo — daß die Tiefen der ammen—⸗ 
drückungen den Härten umgekehrt proportional ſind. 


Stößt eine Maſſe M 2 mit der Geſchwindigkeit c auf eine unbe— 


wegliche oder unendlich große Maſſe, fo verwendet fie ihre ganze lebendige 
Kraft auf das Zufammtendriiden, es ift daher (nad) $. 206): 
Me? c? 
ee 7 f 
Nun ift aber der Weg 6 gleid) der Summe von den Zufanmendeiidungen 


A, und A,, und A, — * ſowie A, — 7 es folgt daher: 
Eu 1 I + IM, 
Pe ra +7)= a 
ſowie umgefchrt: | 
_ JAH; 
_ MmM+M, 


und die Beſtimmungsgleichung: 
BELLE II, c? 
— a yr 
aljo: 
I BR. 0 
HH: 0 
worans fid) nun P, A, md A, beredjnen lafien. 


ee 


Beifpiel. Schlägt man einen fhmiedeeifernen Hammer von 4 Quadratzoll 
Bafis und 6 Zoll Höhe mit einer Gefchwindigfeit ven 50 Auf auf eine Bleiplatte 
von 2 Duadratzoll Baſis und 1 Zoll Dice, fo ftellen ſich folgende Verhältnifie 
heraus, Der Glafticitätsmodul des Echmiedeetfens ift F, — 29000000 und ber 
des Dleies, FE, — 700000, daher find die Härten diefer Körper: 

a E&ı 4 „29000 000 


5 7 BR ee — 19'333333 und 
IM, = Bir, = - „Im — 14000M. 
Setzt man diefe Merthe in die Rermel: 
1 + Ih 6 
Set ig 
und führt man das Gewicht des Hammers — 4.6.09 = 7 Pſd., alfo: 


G _ 7.002 — 0,294 
ein, fo erhält man den Weg des Gammers beim Zufammenbrüden: 


20733333 .0,224 __, ] 0,16443 ee 4 
— Be x 1A W dp - = 0,0207 Zell = 0,2148 Pinten. 
5 * — 333 ,1460000 7 * /; 706.666 ' ‚Se 
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Hieraus folgt die Stoßfraft: 





H, A, 19333333 . 1400000 z : 
en er —————— —— O — 7 d; 
P —— 6 50735358 0,0207 27037 Pfun 
ferner die Zufammendrüdung des Hammers: 

— 78 _ _ 00014 Soll = 0,016 Linien, 


ı 7 H, 19333333 
und die der Bleiplatte: 


P 27037 
= m > 0,0193 Zell — 0,233 Linien. 


,= 
Elastisch -unelastischer Stoss. Bewegen ſich zwei Maſſen M, 
und M, mit den Gefchwindigfeiten c, und c, hinter einander ber, fo iſt im 
Augenblide der größten Zufammendrüdung die gemeinſchaftliche Geſchwin 
digfeit beider, nad) $. 332: 
— M,c + Mo 
M +M 
und die auf die Jufammendritdung verwendete Arbeit, nad) $. 335: 
Hz (cı — c)? _Mı M; — (ci — a)? a@ 
2 M, + M; 29 G +6@ 
Nun läßt fich diefe Arbeit auch 


— lg P6 — U, pP (A, 4 3a) — Un 





_HB; 

H, + H. 
fegen, e8 ergiebt fid) folglicd) die Summe der Zufammendritdungen beider 
Maflen: 


6? 





— ArB 
96 +6) HR, 
woraus fich nun die zufammendrüdende Kraft P und die Zufanmendrädm 
gen der einzelnen Maffen, nämlich A, und A,, finden laſſen. 

Sind die Mafjen unelaſtiſch, fo bleiben diefe Zufanımendridungen and 
nad) dem Stoße; ift aber nur eine von beiden Mafjen unelaſtiſch, jo dehnt 
fi) die andere Maffe in einer zweiten Periode wieder aus, und e& erzeugt 
die daraus erwachſende Arbeit eine neue Geſchwindigkeitsveränderung. MR 


z. B. die Maſſe Mı — — elaſtiſch, ſo wird in dieſer zweiten Periode dei 


Stoßes die Arbeit: 
BE H,H, \?_, 
A a)" 
— (ci — c,)? G, G> I; 
29 G * @ H, +42, 
frei; man hat daher in dieſem Falle für die Gefchwindigfeiten v, md ® 
nach dem Stoße die Formeln: . 


——— (c. — c.) 
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M, v, + M,v, = NM, ci + M;c; und 





D ‘ © & M, M. H. 
My + My—=Mv+ Mo +(a— oo)’: a, HH, 
M, M, AM, M; H. 
— j 7 in — (,)2- _ En} J — 
Ma + My — (ae)! M+M; ra) M+M;, H,+H;' 
dv. i.: 
M, M; AH 


M, vr + M, v; — f c\ + M; es —— (cı — c.). M, + M. En ER 
2 1 2 


Setzt man den Gefchwindigfeitsverluft c, — vı —= x, fo hat man den 
Geſchwindigkeitsgewinn: 


— —— 
2 2— M, ’ 
und es nimmt die legte Gleichung die Form: 

De — _ HD _ 
”(2cı x) (20, 4 M, — (cı CH) M, + M; H, —— 
oder: 

M+M, —— cc. H, 
a ee ee 


m M 
Multiplicirt man diefelbe duch, —— und fegt man 


M, + 4; 
H, — H, 
H+H H,+B;' 
fo erhält man die quadratijche Gleichung: 


2-20 - Vater) 


_ M, 
Fee (ir, a Er) H I, H,' 





oder: 


— Er) > es 4%), 34 
(z Zu (ei — 63) M, + M; y (ci 4) M, -F Tr) H, + H, j 
deren Auflöfung den Gefchwindigfeitsverluft x des erften Körpers giebt: 


a-v=la —& ee) 
und den Gefhwindigleitsgewinn des anderen Körpers: 


y — a =(a — 6 a (i (+ Vz). 


Beifpiel. Wenn man annimmt, daß in dem Beifpiele des vorigen Para- 
graphen der eiferne Hammer vollfommen elaftifch und die Bleiplatte ganz unelaftifch 
it, fo erhält man den Geichwindigfeitsverluft des mit 50 Ruf Geſchwindigkeit 
auffallenden 7 Pfund ſchweren Hammers, da ca = O und M, = w zu ſetzen iſt: 
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a-n=alıt Yo, 2) = * (1+ Vo) 


— 50 (1 + 0,286) = 63 = 
daher die Gefchwindigfeit ie Hammers nad dem Stoße: 
v=4,-95=-0 — = — 13 Auf. 
Die Geſchwindigkeit der unterjtügten Bleiplatte bleibt natürlih Null. 





338  Unvollkommen elastischer Stoss. Sind die an cinander anſtoßen⸗ 
den Körper unvollkommen elaſtiſch, fo dehnen ſich dieſelben in kr 
zweiten Periode der Stoßzeit nur zum Theil wieder aus, es wird aljo aud 
die beim Comprimiren in der erften Periode verbrauchte lebendige Kraft in 
der zweiten Periode nicht vollftändig wieder ausgegeben. Sind wieder i, 
und A, die Tiefen der Eindrüde, und ift P die Stoßkraft, fo Hat man die 
Arbeitsverlufte beim Compriniren — — 4, PA, und 1/, PA,, und wird nun 
beim Ausdehnen hiervon das ufache, oder allgemeiner, beim Aukdehnen des 
einen Körpers das tu,= und beim Ausdehnen des zweiten das w,fache zurid- 
gegeben, jo bleibt der gefammte Arbeitsverluft nad) dem Stoße: 


A= "Pl —a)Aı +1 — w)R,)], 
oder A, = Er und A, = a geſetzt: 


= —-«. 








H; 
Nad) dem vorigen Paragraphen ift aber 
MH,o MM Ih+H, 
P= 6 — — 6 I 
DER G—eoy 


daher ergiebt fic) dann der in Frage geftellte Arbeitsverluft: 
u GW) MM HAM Ze + ze) 
2 II, 2, +2, MER +H H, 1; 
Br (ci — 2)? M, MM, (1 _ MIb +W a). 
2 AM, +, H+H 
Um nun die Gefchrwindigfeiten vı und o, nad) dem Stoße zu finden, 
haben wir die Gleichungen: 
Lv + Mw= Mc + M;c, ud 
Av + Av —= Me? + MM, e? 
— (ce) — 0)? > Ma ‚azw)H+(l—m)ih 
MM H+H, 
mit einander zu verbinden und aufzulöfen. Ganz auf diefelbe Weife wie 
im vorigen Paragraphen ergiebt fid) der Gefhwindigkeitsverluft dei 
erjten Körpers: 





)— 


M 
c1 — v. — — c —— 11 
ee a 
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und der Gefhwindigkfeitsgewinn des vorangehenden Körpers: 


U — 0. = (0 — A, (i L ——— H, tr 2) 
zn BA +M Em 


Diefe beiden allgemeinen Formeln enthalten auch die Gefege des voll» 
kommen elaftifchen und des unelaftifchen Stoßes. Segt man in ihnen u, 
— Hy — 1, fo erhält man die jchon oben gefundenen Formeln für den 
Stoß zwifchen volllommen elajtifchen Körpern, nimmt man aber u, = U, 
— 0 an, jo erhält man die Formeln des unelaftifchen Stoßes u. ſ. w. Sind 
beide Körper von gleichem Grade der Elafticität, ift alfo u, — W,, Jo hat 
man einfacher: 





a-ms=a-n)y Er (1 + Vo) 
und 
3-4 = (a) nl + Vo. 
ft noch die Maffe M, in Ruhe und unendlid) groß, fo folgt: 
a—-u=al+Vu,di: 
vi = —c Vu, ſowie umgekehrt: 


=) 
> dh: 

Läßt man die Maffe MM, von einer Höhe A auf eine feit unterftigte 
gleichartige Maſſe 7, herabfallen, und fteigt diefelbe nad) dem Aufſchlagen 
auf eine Höhe A, zurüd, jo kann man aus beiden Höhen den Coefficienten 
der unvollkommenen Glafticität durd) die Formel 

A 
nı 
finden. Schon Newton fand auf diefe Weife für Elfenbein: 
u — (#/,)? = a = 0,79, 
für las: 
u — (13/,,)? = 0,9375? — 0,879, 
fir Kork, Stahl, Wolle: 
uw = ($/,)? = 0,555? — 0,309. 

Hierbei wird jedoch vorausgefegt, daß der ftogende oder auffallende Körper 
die Kugel- und der geftoßene Körper oder die Unterlage eine Platten— 
form hat. 

Der General Morin lieg Gefchügfugeln von 6 bis 20 Kilogramm 
Gewicht auf verfchiedene Maffen von Thon, Holz, Gußeiſen, welde 
an einem Federdynamometer oder einer Federwage aufgehangen 
waren, herabfallen, und fand, daß fiir Thon und fiir Holzſtücke nahe — 0, 
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dagegen fir Gußeifen u nahe — 1 ift, daß alſo der Stoß mit den erfteren 
Körpern als unelaſtiſch, und der mit dem legteren als vollkommen elaſtiſch 
angejehen werben kann (j. A. Morin, Notions fondamentales de M& 
canique, Art. 67 — 70). 


Beifpiel. Welche Gefchwindigfeiten nehmen zwei Stahlpfatten nad tem 
Stoße an, wenn diefelben vor dem Stoße die Gejchwindigfeiten c, — 10 ım 
Cs = — 6 Ruf befigen, die eine 30 und die andere 40 Pfund wiegt? Hier if 


ltd, ren. n — 14,22 Auf, 
daher find die gefuchten Gefchwindigfeiten: 
vi — ci — 422 = 10 — 14,22 = — 4,22 Auf 
und 
% = ca + 10,66 = — 6 + 10,66 = 4,66 Auf. 
Schiefer Stoss. Weichen die Bewegungsrihtungen S,C, und SC; 


zweier Körper A und B, Fig. 556, von der Normale NN zur Berührung 

Fig. 556. ebene ab, jo iſt deren Anſtoß ein ſchie— 
fer. Wir führen die Theorie deſſelben 
auf die des geraden Stoßes zurück, wenn 
wir die Gejchwindigfeiten S, C, = & 
und S, C, — c, nad) der Normale und 
nad) einer Tangentialrichtung zerlegen; 
die Seitengefchtwindigfeiten in der Rich 
tung der Normale NN geben einen 
Gentralftoß und werden daher auch ge 
nau fo verändert, wie beim Centralftoß, die mit der Berührungsebene paral: 
(elen Geſchwindigkeiten hingegen verurfachen gar feinen Stoß und bleiben 
daher unverändert. Bereinigt man die nad) den Kegeln des Centralſtoßes 
veränderte Normalgefchwindigfeit eines jeden Körper mit der unverändert 
gebliebenen Tangentialgeſchwindigkeit, jo erhält man die refultivenden Ge 
ſchwindigkeiten diefer Körper nad) dem Stoße. Segen wir die Winkel, welde 
die Bewegungsrichtungen mit der Normale einfließen, «; und a,, alſo 
Ss N=aumd SS, N— wm, fo erhalten wir für die Normal: 
geihwindigkeiten S; E, und S, E, die Werthe c, cos. «, und c, cos. @y 
dagegen flir die Tangentialgefhwindigfeiten SF, und S, Fr, c, sin. &ı 
und c, sin. &. Durch den Stoß erleiden aber die erfteren Geſchwindig— 
feiten Veränderungen, und e8 geht die erfte über in: 





v% = C1 008.1 — (Cı 008. — C2 008. Drug: (1 +Vu) 
2 


und die zweite in: 
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7 7, +Vu), 
wofern, wie feither allemal, M, und M, die Maſſen beider Körper bezeichnen. 
Aus v; und c, sin.«, ergiebt ſich die refultirende Gejchwindigfeit S, Gı 
des erjten Körpers: 
dl Bm Vo} + c} sin.af, 


und aus v, und c,sin.«, die Gefhwindigfeit S, G, des zweiten Körpers: 


© — C3008.0g + (Cı 008.) — Cy 008. 5) —— 





v; + e/sin.a,; 
auch ergeben ſich die Abweichungen der Geſchwindigkeitsrichtungen von der 
Normale durd) die Formeln: 

c, sin. «, 


ww, — 


C, sin. (lg 


tang. ßı = und tang. By — — 


wenn 431 den Winkel G, S, N fowie 6, den Winkel G, S, N bezeichnet. 


Beifpiel. Zwei Kugeln von 30 und 50 Pfr. Gewicht ſtoßen fih mit ven 
Seihwindigfeiten c, = 20 und c, — 25 Auf, deren Richtungen um die Winfel 
a, — 21935’ und a, = 6520 von der Normale der Berührungsebene abweichen, 
in welchen Richtungen und mit welchen Gefchwindigfeiten gehen dieſe Maflen 
nad dem Stoße fort? Es find die unveränderlichen Seitengefchwindigfeiten: 

c, 8in.a, — 20.sin. 21035’ —= 7,357 Fuß und 

C, sin. ag — 25. sin. 65020’ — 22,719 Fuß, 
dagegen die veränderlichen: 

ci 608.0, — 20.c08. 21035’ — 18,598 Fuß und 

ca 608.09 —= 25.08.6520’ —= 10,433 Fuß. 

Sind die Körper unelaftifh, fo hat man « — 0, daher die veränderten Nor— 
malgefchwindigfeiten: 

v, — 18,598 — (18,598 — 10,433) „5%, —= 18,598 — 5,103 — 13,495 Fuß und 
0, — 10,433 + 8,165.%, — 10,433 + 3,062 — 13,495 Fuß. 
Die refultirenden Gefchwindigfeiten find nun: 
w, — V 13,495? + 7,3572 — V 236,24 — 15,37 Fuß und 
wg — V 13,495? + 22,719? — V 698,27 — 26,12 Fuß; 
für ihre Richtungen hat man: 


7,357 
tang. fı = 73795 195 ’ ‚ log. tang. ß, = 0,73653 — 1, }, = 28036" und 





22,719 
tang. Pa — 13495 ° log. tang. ßa — 0,22622, Pa == 699 17°, 


Stoss gegen eine unendlich grosse Masse, Trifft die Maſſe A, 
Fig. 557 (a. f. S.), gegen eine andere unendlich große Maffe, oder gegen ein 
unbewegliches Hinderniß, BB, hat man alfoc, — O und I, — », fo folgt: 


u = Cı 008. — ci 008. (1 + Vu) = — (1 008. Ve und 
Ma + Vo) 
an 


% —=0 + cıcos.a,:- — O +0=0; 
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ift nun noch a — 0, fo wird aud) vo, — 0, ift aber u = 1, fo folgt 
vo = — 01 008.0), d. h. beim unelaftifhen Stoße geht die Nor- 
malgejhwindigfeit ganz verloren, 
beim elaftifhen hingegen wird fie 
in dDieentgegengefegte verwandelt. 
Für den Winkel, um welchen die Bewe— 
gungsrihtung nad) dem Stoße von der 
Normale abweicht, iſt 

c sin.cı cı sin. &ı 


vi ci cos. æ Vu 


Fig. 557. 











tang.ßı = 


1 
= — tang.d, ri 





für unelaftifche Körper wird aljo: 


— iunq.c 


tang. ßı — —— — 0; d. i. ßı = 90°, 
und für elaftifche: 
tang.Bı = — tang. a, d. 1. Pı = — &ı. 


Nach dem Stoße eines unelaftifchen Körpers gegen ein unelaftifches Hin— 
derniß geht alfo der erftere mit der Tangentialgefchtwindigfeit c, sin. «; in 
der Nichtung SF der Berlihrungsebene fort, nad) den Stoße eines elafti- 
chen Körpers gegen ein elaftifches Hinderniß aber geht der Körper mit 
unveränderter Gefchtwindigkeit in einer Richtung SG fort, die mit der 
Normale NN und der anfänglichen Nichtung XS in eine Ebene fällt, 
und mit der Normale denfelben Winkel EG SN einfchließt, wie die Bewe— 
gungsrichtung vor dem Stoße mit ebenderjelben auf der entgegengeſetzten 
Seite. Man nennt den Winkel X SN, welden die Bewegungsrichtung 
vor dent Stoße mit der Normale oder dem Lothe einjchließt, den Einfalls— 
winkel (franz. angle d’incidence; engl. angle of incidence) und den 
Winkel EG SN, welchen die Bewegungsrichtung nad) dem Stoße ebendantit 
bildet, den Austritts- oder Reflexionswinkel (franz. angle de re- 
flexion; engl. angle of reflexion), und kann hiernad) behaupten: beim 
vollfommen elaftifhen Stoße fallen Reflexions- und Eins 
fallswinfel mit dem Einfallslothe in einerlei Ebene und es 
find beide Winkel einander gleid. 

Beim unvollfonımen elaftifchen Stoße ift das Verhältnig Va der Tan- 
genten diefer Winkel gleich dem Berhältuiffe der durch die Ausdehnung zu— 
rückgegebenen Gejchwindigkeit zu der durch die Compreffion verlorenen Ge— 
ſchwindigkeit. Mit Hilfe diefes Gefeges läßt ſich nun leicht die Richtung 
finden, in weldjer der Körper A, Fig. 558, gegen das unbeweglic)e Hinder— 
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niß BB zu ftoßen ift, damit er nach dem Stoße eine gewiffe Richtung S Y 
verfolge. Iſt der Stoß ein elaftischer, fo fällen wir von einem Punkte Y der 
gegebenen Richtung das Perpenditel YO 
| gegen das Einfallsloth N N, verlängern 
; daſſelbe, bis die Verlängerung OY, dem 

Perpendifel ſelbſt gleich wird; S Yı ift 
dann die in Frage ftehende Stoßrichtung, 
denn es ift, diefer Conftruction zufolge, 
Winkel NSY = NSY Iſt de 
Stoß unvollkommen elaftifch, jo mache 
man OY—Vu. OY; dann iſt Yı 8 
ebenfalls die gefuchte Anfangsrichtung, da 


= Vu ausfällt. 


Fig. 558. 





tang. __ oOYı 
tang.ßı OY 
Fält man ein Loth YR gegen die Linie SR parallel zur Berührungs— 





ebene und macht man deijen Berlängerung RX = V: R Y, fo befommt 


man aus leicht einzufehenden Gründen ebenfalls in SX die gefuchte Ein- 
fallsrichtung. 


Anmerkung. Die Theorie des ſchiefen Stoßes findet ihre vorzüglichſte An— 
wendung beim Billardſpiel. S. Theorie mathématique des eflets du jeu 
de billard, par Coriolis. Nah Goriolis ift beim Anſtoße eines Billard: 
balles gegen die Bande das Verhältniß der zurücgegebenen Gefchwindigfeit zur 
Ginfallsgefhwindigfeit, = 0,5 bis 0,6, alfo u = 0,5? — 0,25 bis 0,6? — 0,36. 
Mit Hülfe diefes Werthes läßt fich nun auch die Richtung angeben, in welcher ein 
Ball A gegen eine Bande BB zu ftoßen ift, damit er nad einem gegebenen 
Punfte Y von diefer zurücgeworfen werde. Man fälle von dem gegebenen Punkte 
Y das Perpendikel YR gegen die mit der Bande parallel laufende Schwerlinie des 
Balles, verlängere daffelbe um RX — — — 19%, bis 1%, feines Werthes und 
ziehe die Gerade Y,X; der fi herausftellende Durchfchnitt D ift die Stelle, 
nach welcher man den Ball A zu stoßen Hat, damit er durch Bricol nah V 
gelange. Durch die Drehbewegung des Balles wird diefes Verhältniß allerdings 
noch etwas geändert. 


Stossreibung. Bei dem ſchiefen Stoße entjteht aud) eine Neibung 8. 341 
zwoifchen dem ſich ſtoßenden Körpern, welche die Seitengefchwindigkeiten in der 
Richtung der Berührungsebene abändert. Die Reibung F des Stoßes be- 
ſtimmt ſich wie die Reibung des Drudes; bezeichnet P die Stoßkraft und ꝙ 
den Keibungscoefficienten, fo ift fe F—= PP. Sie unterſcheidet ſich nur 
infofern von der Reibung des Drudes, als fie, wie der Stoß felbft, nur 
während einer fehr Heinen Zeit wirkfam ift. Die durch fie hervorgebrachten 
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Geſchwindigkeitsveränderungen ſind aber deshalb nicht unmeßbar klein, dem 
die Stoßkraft P, und folglich auch der Theil PP derfelben, iſt in der Kegd 
fehr groß. Bezeichnet man die ftoßende Maſſe durd) M und die durd) de 
Stoßfraft P erzeugte Normalacceleration durd) p, jo hat man: 

P= Mp, und daher F= pMp, 
ſowie die Zögerung oder negative Acceleration der Reibung während bei 
Stoßes: 


N 
wre 


d. i. gmal fo groß, als die der Normalfraft. Nun haben aber die Wir 
fungen beider Kräfte gleiche Zeitdauer; es ift daher aud) die durch die 
Neibung erzeugte Gefchwindigfeitsveränderung YPmal jo grok, 
als die durch den Stoß bewirfte Veränderung in der Normal: 
geſchwindigkeit. 

Fällt eine Maſſe M auf einen horizontal fortlaufenden Schlitten ſenkrecht 
herab, und wird durch diefen Zufanmenjtoß die Geſchwindigkeit c dieler 
Maſſe ganz vernichtet, jo erleidet die Bewegung des Schlittens, deſſen Maſſe 
— M, fein möge, die Retardation 

F _.@Mp 
HFM UM 
und folglich auch die Gefchwindigfeit deijelben den Verluſt: 
_ _PM 
== M+ıM, c. 

Die Nichtigkeit diefer Theorie Hat Morin durd) Verfuche dargethan ( 

deffen Notions fondamentales de Mecanique). 


v® 


In dem Falle, wenn ein Körper gegen eine unbewegliche Maſſe BB unter 
den Einfalläwinfel «, Fig. 559, ftößt, ift nad) dem vorigen Paragraphen 
die Veränderung in der Normalgeichwindigkeit: 

w— ccos.«@(l + Va); 
daher die durch die Reibung bewirkte 
Veränderung in der Tangentialge 
ſchwindigkeit: 

—=gpw=gpe(1 +Vu)coe. 
Es geht alfo nad) dem Stoße die 
Seitengefchwindigfeit c sin. @ in 


Sig. 559. 





esin.« — gel + V u) cos. « 
= [sin.« — gecos.a(1 + Vu) c 
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über und fie fällt bei volllommen elaſtiſchen Körpern 
— (sin.a — 29Pcos.a)c, 
dagegen bei unelaftischen Körpern 
— (sin. — P cos.) c 
aus. 

Durch die Reibung während des Stoßes erhalten die Körper jehr oft eine Dre» 
hung um ihren Schwerpunft, oder e8 wird, wenn eine Drehbewegung 
vor dem Stoße ſchon vorhanden war, diejelbe abgeändert. Iſt das Trägheits- 
moment des runden Körpers A, im Hinficht auf feinen Schwerpunft S, 
— Mk?, und der Drehungshalbmefler SC — a, fo hat man die auf den 
Berührungspunft C reducirte Mafle des Körpers 

_ MR: 
ur, 
daher die durd; die Reibung F hervorgebrachte Drehbeichleunigung diefes 
Bunftes: 
F __ 9Mp a? 


PT ya Mia Pi 
und die entiprechende Gefchwindigfeitsveränderung : 


a? a? — 
vw op — 13 (1 + Vu) ecos. «. 


2 2 
Bei einem Cylinder ift == 2, und bei einer Kugel em — 5/3, daher 


folgt für diefe runden Körper die durch den Stoß gegen eine Ebene hervor: 
gebrachte Beränderung in der Umdrehungsgefchwindigfeit: 


vw, = 29 (1 4 Vu) ccos.@ und u, — °/, p 14 Vu) € C08. €. 


Beifpiel. Wenn ein "Billardball mit 15 Ruß Gefchwindigfeit und unter 
dem Ginfallswinfel « — 45° gegen die Bande ftößt, welche Bewegungen nimmt 
derfelbe nah dem Stoße an? Sept man für Vu ven mittleren Werth 0,55, fo 
hat man die normale Seitengefhwindigfeit nach dem Stoße 
— — Vu.ccos. a—= — 0,55.15.c008.45° — — 8,25.V Y, — — 5,833 Fuß, 
und nimmt man mit Goriolis, = 0,20 an, fo erhält man die Seitengefchwins 
digfeit parallel zur Bande, 

— esin.a—p(1+YVu) ccos. « — (1 —0,%0.1,55) . 10,607 — 0,69 . 10,607 
— 7,319 Fuß, 
auch folgt für den Neflerionswinfel 2: 


7,319 ie 
tang. ß4 = 5,553 = 1,2548, 
alſo: B = 51997, 
und die Gefchwindigfeit nach dem Stofe bleibt 
6,835 


* — 377 — 9,360 Fuß. 
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Außerdem nimmt der Ball auch noch die Umdrehungsgeſchwindigkeit 

6/, m .1,55..10,607 — 8,220 Fuf 
um feine verticale Schwerlinie an. Da der Ball fich nicht gleitend, fondern wil- 
zend auf dem Billard fortbewegt, fo ift anzunehmen, daß er aufer der forticrei: 
tenden Gefchwindigfeit e = 15 Ruf auch noch eine gleichgroße Umprehungsge- 
Ihwindigfeit befige und daß fich diefe ebenfalls in die Gomponenten 

ce cos. a — 10,607 und esin.a — 10,607 
zerlegen laſſe. Der erfte Component entfpricht einer Drehung um eine Are paral- 
lel zur Bandenare und geht in 


e cos.“ — % (1 + Vu) ccos.« — 10,607 — 8,220 — 2,387 Auf 
über, der andere Gomponent ce sin.« — 10,607 Fuß entfpricht einer Drehung 
um eine Are normal zur Bande und bleibt unverändert. 


342 Stossdrehbarer Körper. Stoßen zwei um fefteAren G@ und K dreh: 
bare Körper Aund B, Fig. 560, gegen einander, fo ftellen fid) Geſchwindig— 
feitsveränderungen heran, welche ſich 
| Fig. 560, aus den Trägheitsmomenten M, k} 
= und M;%k} der Mafien diefer Kör- 
- per hinſichtlich der feften Aren umd 
mit Hilfe der im Vorſtehenden ge 
fundenen Formeln bejtimmen laſſen. 
Eind die Perpendifel @ II und KL, 
welche fid) von den Drehungsaren 
gegen die Stoßlinie fällen laſſen, a, 
und as, fo hat man die auf die Poth- 
punfte 77 und 7, in der Stoßlinie 

reducirten trägen Maflen — — und 


.2 
= . = und führt man diefe Werthe 
1 2 


ftatt 7, und MM, in die Formeln für den freien Gentraljtoß ein, jo befommt 
man die Gejchwindigfeitsveränderungen der .. IT und L ($S. 338) 





A N k > 





M, k? — 
aaa), k?:a —* — 4 Vu) 
M,k; a? 


(0) ha + Maar N! + Ve), fomie 


mn (1 + Va) 


al) a + Makro} 
M, Er a} 
—(l 1 
eo) Rat + MpkRai ; (1 + Ve), 
wofern c, und c, die Sefchwindigfeiten diefer Punkte vor dem Stoße 
waren. 

Führen wir aber die Winfelgefchwindigfeiten eim, bezeichnen wir die 
Winfelgefchwindigfeiten vor den Stoße durch €, umd 2, und die nad dem 
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Stoße durch ©, und @;, fo haben wir c, — a &, c2 — Ay &,, fowie 
% — A, 0, md ©, — A,@, zu fegen, und erhalten für den ftoßenden 
Körper den Berluft an Winkelgeſchwindigkeit 

M;k} — 
AHA? LE Mair: I + Vo), 
und für den geftoßenen Körper, den Gewinn an Winfelgefchwindigfeit 


& — 0, = a, (a, & — Ga &)) 


_ M, k} 
9 — &—=M (a &ı — Q,8,) M, ka? + MyKai (1 + Vm), 
folglich die Winfefgefchtwindigfeiten nad) dem Stoße ſelbſt: 
M, k? 


0 = & — a (a & — a,&)(1 + Vu) 
und 
— M k? 
o — +09 (a) & — a, &,) (1 + Vu) M,k}a? £ M,kra: 
Sind beide Körper vollfommen elaftifch, fo hat man u — 1, alfo: 


1 + Vu — 2, 
und find fie umelaftifch, fo hat man u — 0, alfo: 
1 + Vu — 1. 


Im letzteren Falle iſt der durch den Stoß hervorgebrachte Verluſt an 
lebendiger Kraft 


— (a) & — 8): 


Mık}a? + M,k}a} 


M, k}.M, k? 


M,kja, + M,k}a! 
Beifpiel. Die armirte Welle AG, Fig. 561, hat das Trägheitamoment 
in Hinficht auf ihre Umdrehungs⸗ 
are G, 
— M, k? — 40000: 9, 
und der Stirnhammer BK daf- 
jelbe in Hinficht auf feine Are X, 
— 150000: 9, 
der Hebelarm GC der Melle 
it 2 Ruß fowie der Hebelarm 
KC des Hammers 6 Fuf, und 
die Winfelgefchwindigfeit der Welle im Nugenblide des Stoßes an den Hammer 
— 1,05 Ruf. Wie groß ift diefe Gefchwindigfeit nad dem" Stoße und welche 
Leiftung geht durch jeden Stoß verloren, wenn gänzlicher Mangel an Glafticität 
vorhanden vorausgeſetzt wird? Es ift die gefuchte Winfelgefchwindigfeit der Welle: 
4.1,05.150000 ar O0 
1000.56 + 150000.4 7 15 (1 354) = 1,05 . 0,706 
— 0,741 Fuß, 
und die des Hammers, 
6,106, G 
= ve "au — ©, 5 — 0,741.%, = 0,2447 Buß, 
d. i. dreimal fo Mein. alt die der Welle. Der Arbeitsverfuft bei jedem Anſtoße ift 


Fig. 561. 
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2 ,1,059) 40000 . 150.000 600.000 
4 — (2. - ö — — — — — ee 
39 3000.36 £ 150000.4 7 016.2, 1° 7 
ENTE ee his 
öl 51 








— 207,5 Fußpfund. 


343 Stoss eines schwingenden Körpers. Kommt ein freier und in 
Fig. 562. fortichreitender Bewegung befindlicher Körper A, 

- ig. 562, mit einem um eine feſte Axe K drehbaren 
Körper BCK zum Stoße, fo findet man die Geſchwin 
digfeiten nad) dem Stoße, indem man in den Formeln 
des vorigen Paragraphen ftatt a; &, und a, @, diepre- 
grefjiven Gejchwindigfeiten ce, und =, und fat; 

1 

die träge Mafle I, des erjten Körpers einfegt, die 
übrigen Bezeichnungen aber unverändert läßt. Ce ii 
hiernad; die Gejchwindigfeit der erften Maſſe nach dem Stoße: 


M;,k; 
y=4a4—- (a —a8)(l + Var ar 
2 2 





und die Winkelgefchwindigfeit der zweiten: 
en M, 
%—& +0; (1 —a8)(1+Vu) "Mair MM 
Iſt die Maffe M, in Ruhe, alfo & — 0, jo hat man: 
u - M,k} 
tı = Cı — 61 (1 +Yu) . M, a? E M, k? 
und 
> * M, Ay 
0 = Cı (1 + Vo): M, a? 4. M;k}? 
Iſt hingegen M, in Ruhe, ftößt aljo die oscillirende Maſſe, jo hat man 
c — 0, daher: 
— M, k? 
vu — (1 -4 Ve) gar AG 
und 


— M, a; 
(1 -A+V))z a? + — 


Die Geſchwindigleit, welche einer ruhenden Maſſe von einer anderen dm 
den Anſtoß ertheilt wird, hängt nicht allein von der Geſchwindigkeit des An 
ftoßes und von den Maflen der Körper, fondern auch von dem Abſtande 
KL= a, ab, um welchen die Stoßrichtung NN von der Are K des drei 
baren Körpers abjteht. Stößt die freie Maffe, fo nimmt die drehbare Matte 
die Winfelgejchwindigfeit 
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M Ada 
— — az Es M;k} 


an, und trifft die ſchwingende Maſſe gegen die freie, fo erhält dieſe die 
Geſchwindigheit 


* 
— M:k,. : 
„=allt+ Ve I) E ae, 
e8 werden aljo beide Geſchwindigkeiten um fo größer, je größer 





oder — 


512 J 
M, a; TER Am + 


Mk} 
di 


alſo je kleiner Ma, + m 2 2 if. 


Seten wir ftatt a,, a — * wo x jehr klein iſt, ſo bekommen wir den 
Werth des letteren Ausdrudes: 


M, ki: — 2 
Mat) + u matner — (\} Fr+sre), 
® ( 
oder, wegen ber in der ‚Fotengen von x, 
k. M,;,k? 
— RN _ı + (m - e)at.- 


| Ay 2 
Soll nun a dem — aller Werthe von Ma, + - Fr = entiprechen, 
2 














. ( NM; ky vi . 22 
jo muß das Glied + aM > ) x wegfallen, weil daflelbe bei einem 
Zufaße (7) ein anderes Zeichen erhält, als bei einer Abnahme (— 2). 
Es muß alfo: 














Bar 563, ) 
EN (au — 28) x — Null, d. i.: 
—4 Al, k2 — 
Ah folglich 
/ Mk: V M, 
a — —2— — 
M F A, 
fein. 
Wenn man alfo in diefem Abſtande (a) den 
. einen Körper gegen den anderen ftößt, fo nimmt diefer 


die größte Gejchwindigfeit an, und zwar: 
a, * 
)=(1 + Var) - I *4 — + Ve) u, 
in dem alle, wenn der drehbare Körper geftofen wird; und 
Ynmııkha (1 v)VH M _ (1 + Va), 


wenn der freie Körper einen Stoß erhält. 
Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. 1, 42 
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Man nennt den in der Stoflinie befindlichen Endpunkt Z des der größ- 
ten Gefchwindigfeit entiprechenden Abjtandes oder Hebelarmes a — k, * 
1 
zuweilen, jedoch unpaſſend, Mittelpunft des Stoßes, angemeflener vielleicht 
Stoßpuntft. 
Es ift derfelbe nicht mit dem oben ($. 313) gefundenen Mittelpunfte 
des Stoßes zu verwecjeln, deiien Entfernung von der Umdrehungsare 
durd den Ausdrud 





_ Mk} _k} 

— 3 

worin s den Abſtand des Schwerpunktes der Maſſe MA, von der Umdrehungs— 
are bezeichnet, beftimmt ift. Wenn die Richtung NN des Zuſammenſtoßes 
der Maſſen M, und M, durd) den Mittelpunkt des Stoßes geht, fo fällt 
die Reaction auf die Umdrehungsare der legteren Null aus. 

Damit 3. B. ein Hammer beim Auffchlagen nicht pralle, d. i. auf die 
Hand, welche ihn hält, oder auf die Hilfe, um weldje er fich dreht, nicht 
reagire, ijt es nöthig, daß der Schlag durd) den Mittelpunkt des Stoßes gebe. 

Wird der aufgehangene Körper KB im Stoßpunfte, alfo im Abjtande 


a=k, yä von der Are X, durch eine Maſſe MM, mit der Kraft P ge 
“u, 

ftoßen, fo ift die Reaction auf die Are: 
che R=P— xN,;s ıl. $. 313). 


Da P= — * ift, fo folgt die Winkelacceleration x — he ——; und 
d M. k; 
M; sa 


xM,s = 1, P, jo daß num die gefuchte Reaction: 


= M,;sa\ _ ( 5) ( a 
p=Pp(i 1) = rlı )=Plı-,;V 3) Pist 


Beispiele. 1) Bei einer prismatiihen Stange C A, Fig. 564, die fih um einen 
ihrer Gndpunfte dreht, ſteht der Mittelpunkt des 





Fig. 564. — um 
2 at 
A 0 ( ka von ber Are ab. Wenn man J die Stange an 
3 2 1 einem Ende fenhält, und mit dem in der Entfer— 


nung CO = %, CA befindlihen Punkte auf ein 
Hindernig O aufihlägt, fo wird man fein Prallen 

gühlen. Der Stoßpunkt diefer Stange fteht dagegen um r Sr von C ab; 
3. ap die Maſſe des geitoßenen Körpers, M) = M,, fo hat man diefen — 
=, = 0,5774 r. In diefem Abftande muß alſo die Stange CA an bie 
tuhende Maſſe M, anihlagen, damit dieig mit der größten Geſchwindigkeit fortgeht. 
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2) Bei einem Parallelepipede BDE, Fig. 565, welches ih um eine zu vier 
Seiten dejielben parallel gehende und um SA = 3 vom Schwerpunft abſtehende 
Are KX dreht, ift der Abitand AO des Stoßmittelpunftes () von der Are: 
s?2 4-1, d2 
Fig. 565. — — 
wo dd die halbe Diagonale ( D der Seitenflächen bezeichnet, 
durch welche die Are XX hindurchgeht ($. 287). 
Singe die Stoßfraft P_ vurdh ven Stoßpunft, fo 
hätte man: 


ak, va = Ver + + 4 d?) — 


und daher die auf die Are: 


P=P(l - en 


* r (1 - var 5 ed a). 


Ballistisches Pendel. Cine Anwendung der im Borftehenden entwickel— 8. 34 
ten Lehren findet man im der Theorie des balliftifchen; Pendels oder des 
‘Bendels von Robins (franz. pendule ballistique; engl. ballistic pendulum). 
Daffelbe befteht in einer großen, um cine horizontale Are C drehbaren 
Mafle 7, Fig. 566, welche durdy"gegen ſie abgejchofiene Geſchützkugeln A in 
Kia. 566. Schwingungen verjegt wird und 
dazır dient, die Sejchwindigfeiten 
derfelben zu ermitteln. Damit ein 
möglichjt unelaftifcher Stoß eins 
trete, iſt in der vorderen Seite, 
wo die Kugel anſchlägt, eine 
Deffnung angebracht, die man von 
Zeit zu Zeit mit friſchem Holze 
oder Thon u. f. w. ausfüllt. Es 
bleibt dann aud) die! Kugel nad) 
dem jedesmaligen Schuſſe in dies 
jen Mailen fteden und ſchwingt 
mit dem ganzen Körper gemein— 
ihaftlid. Zur Ermittelung der 
Geſchwindigkeit der Kugel ift es 
nöthig, den Elongationswinkel 
diefes Pendels zu kennen; deshalb 
* | wird nod ein Gradbogen BD 
— — angebracht und ein Stift F unter 
dem Schwerpunkte des Pendels befejtigt, dev an dem erjteren hingleitet. 

Nach dem vorjtehenden “Paragraphen tt die Wintelgeichtwindigfeit des 
balliftiichen Pendels nad) dem Anftoge der Kugel: 








42° 
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— M, as cı 
* M, a, 4 M. 
wenn M, die Maſſe der Kugel, I, %k? das Trägheitsmoment des Pendels, 
c die Gefchwindigfeit der Kugel und az den Hebelarm OG@ des Stoßes 
oder den Abftand der Stoßlinie N N von der Drehungsare des Pendel bes 
zeichnet. Iſt die Entfernung CM des Schwingungspunftes M der ganzen 
Mafle fammt Kugel vom Drehpunkte C, d. i. die Pänge des einfachen Pen- 
dels, welches mit dem balliftiichen gleiche Schwingungsdauer hat, — r, und 
der Elongationswintel ECD — «, fo hat man die Steighöhe MH des 
iſochron ſchwingenden Pendels: 
h=CM— CH=r— rcos.a=r (1 — cos«) = 2r (sinS), 
und daher die Gefchwindigkeit im unterften Punkte feiner Bahn: 
v — V2gh — 2 Vor sin. 5 
oder die entiprechende Winkelgeſchwindigkeit: 
— T nn 
_ — 2 sin. > 
Durch Gleichſetzen diefer beiden Werthe für die Winfelgefchwindigfeit folgt: 
_ Ma? + Mk} V: 0 
ci — m, 2, 2 = a 
Nun ift aber der Theorie des einfachen Pendels zufolge: 
— Trägheitsmoment Mia} + Mak, 
— ftatiiches Moment (MM + M)s’ 
wenn s den Abjtand CS des Echwerpunftes S von der Drehare bezeichnet; 
e8 folgt daher: 
Ma? + Mk?—(M + M,)sr und 
2M + M\ 5 Au - 
= 2 11, ) * Vgr.sin.Z- 
Macht das Pendel in der Minuten Schwingungen, fo ift die Schwin- 
gungsdauer: 


r 60 — 60" .g 
VE, daher Ver = ; 





nn 
und die gefuchte Kugelgeſchwindigkeit: 
* — M— 9 Ms 1209s . & 
177 Mı NT Q, 


Beifpiel. Wenn ein balliftifhes Bendel von 3000 Pfund Gewicht durch eine 
angejchofiene Kugel von 6 Pfund in Schwingungen verfegt wird, deren Glongation 
15° mißt, wenn ferner der Abftand s des Schwerpunftes von der Are, — 5 Fuf 
und der Abjtand der Schuflinie von eben diefer Are, — 5%, Fuß beträgt, und 
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endlich die Zahl der Schwingungen in einer Minute n — 40 ausfällt, fo it nad 

obiger Formel die Gejchwindigfeit der Kugel im Augenblicke des Anftoßes: 
__ 3006 120.31,25.5 . „,,o__ 501.3750.31n.7030 __ 
Te a Daf. 

Excentrischer Stoss. Unterfuchen wir endlich) noch einen einfachen $. 34 
Fall des ercentrifhen Stoßes, wenn beide Maſſen volllommen 
frei find. Wenn zwei Körper A und BE, Fig. 567, jo zufammenftoßen, 
ig. 567. daß die Richtung N N des Stoßes durch den Schwer» 
B__D punft S, des einen Körpers hindurch und vor dem 
\1 1 2 Schwerpuntt S des anderen Körpers vorbeigeht, fo ift 
der Stoß im Hinſicht auf den erften Körper centriſch 
und in Hinficht auf den anderen ercentrifh. Die Wir: 
fungen diefes ercentrifchen Stoßes laſſen fid) aber nad 
dem Pehrfage in $. 281 finden, wenn man annimmt: 
erjtens, der zweite Körper fei frei und die Stoßrich— 
FAN tung gehe durch den Schwerpunkt S jelbft, und zweis 
SE. tens, diefer Körper werde im Schwerpunfte feftgehal- 
ten und die Stoßfraft wirfe als eine Umdrehungsfraft. Ift num c, die an- 
fängliche Gefchwindigfeit von A, c die des Schwerpunftes von BE, und 
gehen beide Geſchwindigkeiten durch den Stoß in v, und v über, jo bleibt, wie 
in $. 332, Mvı + Mv = M,cı + Me. it ferner & die anfängliche 
MWinkfelgefchwindigfeit des Körpers BE bei feiner Umdrehung um die Are 
durch den Schwerpunkt und fenfrecht gegen die Ebene NN S, geht diefe Ges 
ſchwindigkeit durch den Stoß in’ über, und bezeichnet man das Trägheitd- 
moment diefes Körpers in Hinjicht auf S durch M%?, und die Excentricität 
oder den Abjtand S K des Schwerpunftes S von der Stoßrichtung durd) s, 

jo hat man aud) 


Mıvı + 52 


Sind beide Körper unelaftifch, fo haben die Berührungspunfte beider am 
Ende des Stoßes gleiche Gefchwindigfeit, e8 ift alfo noch vo, = v + sw. 
Beftimmt man aus den vorigen Gleihungen v und @ durd) v, und fekt 
man die erhaltenen Werthe in die legte Gleichung, jo erhält nıan: 

— 2 Br 
ne Mı a v)) — Mı s * vn 56, 
und hieraus beſtimmt ſich der Geſchwindigkeitsverluſt des erſten Körpers: 

_. MkM(a - —- 0) 

OO + ———— 
der Gewinn an progreffiver Geſchwindigkeit des zweiten: 
Mk(a —ce—se) 
Mm +MermMms’ 





[R2 DIR? 
ar :s0 = M, ct, + sa 





7 Ma >; 








U — CC — 
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und der Gewinn an Winkelgeichtwindigfeit deffelben: 
Mis (c —c—se) 


(M+M)R+ Ms 
Beim volllommen elaftiichen Stoße find diefe Werthe doppelt und bem 


unvollfommen elaftischen Stoße (1 + Vu) mal jo groß. 


Beifpiel. Trifft eine eiferne Kugel A von 65 Pfund Gewicht das anfänalıd in 
Ruhe befindliche Parallelepiped BE, Fig. 567, aus Tannenhelz mit 36 Fuß Geihwin 
digfeit, ift die Länge dieſes Körpers 5 Ruß, die Breite 3 Fuß und die Dide 2 Auf, 
und weicht die Stoßrichtung NN um SK=s — 1%, Fuß von dem Schme: 
punfte S ab, fo ergeben fich folgende Geichwindigfeitswerthe nad dem Stoße. Das 
fpecififche Gewicht des Tannenholges, — 0,45 angenommen, folgt das Gewidt it 
parallelepipediichen Korvers, =5.3.2.61,75.0,45 — 833,6 Pfund. Das Cuatrat 
ver halben Diagonale BS der Seitenflihe BDF parallel zur Stoßrichtung if: 

8fg)* + (4)? — 7,25, 
daher folgt (nach $. 287): 
Ka = 1,.725 = 2,416... 


0 — E = 


ferner 
qgMk®' = 833,6 .2,416... = 2014,0 


g(M, + M)k2 = 898,6..2,416 ... = 217L1, 
und es ift nun die Gefchwindigfeit der Kugel nach dem Stofe: 


und 


van = ll — N, 
3 — * CV— M) MAs—— 2171,1 + 65 . 1,75 
= 36 (1 - 2) = 36.0,1503 = 5,410 Sup 
— — A up, 
ferner die Geichwindiafeit des Schwerpunftes des geſtoßenen Körpers: 
M,k2c, _ 159,08. 36 
"m FMRT MS 23702 2,386 uf, 
und endlich die Winfelachwinbigfeit deſſelben: 
M,s AD; — 
u— — — — = 113,75 . 36 75.36 — 1,728 Fuß. 


MFMEFMS 33702 


Benutzung der Stosskraft. Während das Gewicht eines Körper 
eine nur von der Maſſe deſſelben abhängige und mit derfelben gleichmäßig 
wachfende Kraft ift, hat man es dagegen bei dem Stoße mit einer Kraft u 
thun, welche nicht allein mit der Maffe, fondern auch mit der Geſchwindiglen 
und mit der Härte der zufammenftoßenden Körper wächſt (1. $. 336 und $. 339) 
und daher auch belichig gefteigert werden kann. Deshalb ift aud der Stof 
ein vorzügliches Mittel zur Erzeugung größerer Kräfte mit Hilfe fleinerr 
Maflen oder Gewichte, von welchen z. B. beim Zerfchlagen oder Zerpochen der 
Steine, beim Schneiden und Zuſammendrücken der Metalle, beim Einichlages 
der Nägel, Einrammen der ‘Pfähle u. |. w. pielfacher Gebrauch gemadt wir. 
Auf der anderen Seite ift aber aud) der Stoß ein Mittel, wodurch nicht allem 
mechanijches Arbeitsvermögen aufgezehrt, fondern and) ein ftärferes Abführen 
oder Abnutzen der Mafchinentheile herbeigeführt und überhaupt die Haltbarkeit 
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und Dauerhaftigkeit der Mafchinen und Bauwerfe beeinträchtigt wird, jo daß 
es daher nöthig wird, denfelben ftärfere Dimenfionen zu geben, als wenn fie 
Züge und Drücde, Gewichte u. ſ. w. ohne Stöße aufzunehmen hätten. 
Schlägt ein fefter Körper AB, Fig. 568, auf eine unbegrenzte 
weiche Maffe CDC auf, fo drüct er diefelbe mit einer gewiſſen Kraft 
zuſammen, deren mittlerer Werth P fic mittels 
Big. 568. der Tiefe KL — s der Eindringung bejtim- 
men läßt, wenn man die Arbeit Ps des Eins 
dringens gleich dem Arbeitsvermögen der trä— 
gen Maffe des Körpers fegt. It M die Maffe 
oder G — 9 M das Gewic)t diefes Körpers 
(AB) und v die Geſchwindigkeit, mit welcher 
er auf CO DC aufichlägt, fo beträgt das Ars 





> beitsvermögen feiner trägen Maſſe 
v? 

1/, MV? = —G, 
/2 2 g 


‚md es iſt daher die gefuchte Kraft, mit welcher die weiche Maffe zufam- 
mengedridt wird: 
Mv? v? 








Wenn man diefe Kraft durch den Querfchnitt F des Körpers dividirt, fo 
erhält man die Kraft, mit welcher jede Flächeneinheit der loderen Maſſe zu- 
ſammengedrückt ift, und welche folglich auch eine folche Einheit, ohne nach— 
zugeben, tragen kann: 

pP ev G 


— — 
— 


Pr; —= — 
Der Sicherheit wegen belaſtet man jedoch eine ſolche Maſſe nur mit einem 
kleinen Theil von p, z. B. mit dem zehnten Theile (#)- 
Die Geſchwindigkeit » erhält der Körper M dadurd), daß man ihn von 
einer Höhe h — 57 frei herabfallen läßt. Führt man diefe Höhe ftatt er 


in die vorige Formel ein, fo erhält man einfach den Widerftand der weichen 
Maſſe: 
P— en, alfo für die Flacheneinheit: p — Ze. 

Die Kraft oder der Widerftand P, welchen die lodere oder weiche Mafle 
dem Eindringen eines ftarren Körpers AB entgegenjegt, ift in der Kegel 
nicht conftant, fondern wächſt mit der Tiefe s des Eindringens. In vielen 
Fällen kann man annehmen, daß fie mit s gleichmäßig wächſt, und zwar an— 
fangs Null und am Ende des Eindringens doppelt jo groß ift ald im 
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Mittel. Da nun in den gefundenen Formeln P ben mittleren Kraftwerth 
angiebt, fo hat man folglicd) dann den Widerftand der weichen Maſſe oder die 
Tragfraft P, derfelben doppelt fo groß, als dieſe Yormeln angeben, d. i. 





zu fegen. 


Beifpiel. Wenn eine Handramme AB, Fig. 568, deren Gewidt G = 19 
Pfund ift, von einer Höhe A— 4 Auf auf eine Erdmaſſe herabfällt, umd dieſe 
beim letzten Schlage noch Y/, Zoll zufammendrüdt, fo if die Tragkraft vieler 
Maſſe auf eine dem Querfchnitt der Namme gleiche Fläche: 


De a — 129.2 _ 99040 Pfund. 
’48 


Märe nun noch der Duerfchnitt 7’ der Ramme, 5/, Duadratfuß, fo würde felg 
lich das Tragvermögen der Erdmaſſe pr. Quadratfuß 


pP 23040 
betragen, wofür jedoch der Sicherheit wegen, vielleicht nur 2/4, P, = 1843,2 Pfunt 
anzunehmen ift. 


347 Einrammen der Pfähle. Durd, Eimammen von Pfählen wie AB, 
Fig. 569, erhält der Erdboden CD C oder eine andere Iodere Mafle no 
eine größere Tragfähigkeit als durch bloßes Zu 
Fig. 569. fammenftampfen. Solche Pfähle (franz. pieux; 
' engl. piles) find 10 bis 30 Fuß lang, 8 bis 20 
Zoll did, und erhalten einen zugejpigten eifernen 
Schuh B. Der Körper M, der fogenannte Hamm: 
flog, Rammbär oder Hoyer (franz. mouton; 
ji engl. battering ram), welchen man 3 bis 30 Fuß 
| hoch herabfallen und auf den Kopf des Pfahles 
auffchlagen läßt, befteht in der Hegel aus Gußeiſen, 
feltener aus Eichenholz, und wiegt 5 bis 20 Ci. 
Fällt der Rammbär von der fenkrechten Höbe 
h herab, fo ift die Gefchwindigfeit, mit welcher et 
auf den Pfahl aufichlägt, 
c—=YV2 ah, 
und ift das Gewicht defjelben, — G, dad dee 
Pfahles aber, — Ei, fo hat man unter der Bor: 
ausfegung, daß beide Körper unelaſtiſch find, de 
Geſchwindigkeit derjelben am Ende des Stoßet 
(1. $. 332): 
Ge 
v=- 


E20 
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daher die entfprechende a ra 


v 
20 STE, = - (5) 

Sinft nun der Pfahl beim Testen Schlage um die Tiefe s ein, fo ift der 
MWiderftand des ig und aljo auch die a — des Pfahles: 


h 
P=2,(6 + 650 * 7— 57 


oder vielmehr, da Bi das Gewicht @ + GC, des Pfahles fanımt Ramm— 
bär dem Widerftande des — entgegenwirkt: 
P= 5 — ra G, + («+ G). 
In den meisten Fällen iſt @ + G, fo Hein gegen P, daß der Iebte 
Theil der Formel unbeachtet bleiben Kann. 
Iſt das Gewicht G, des Pfahles viel Heiner als das Gewicht G des 
Rammbäres, fo fann man 
A — —0 
446 
und einfach, 
P= . @ ſetzen. 


Die vorftehende Theorie reicht in der praftiichen Anwendung nur dann 
aus, wenn der Widerftand P ein mäßiger und folglicd) die Tiefe s des Ein— 
dringens nicht fehr Hein ift, fodaß die Zufammendrüdung des Pfahles u. |. w. 
außer Acht gelaffen werden fann. Iſt hingegen der Widerftand P fehr groß, 
und folglich die Tiefe s des Eindringens bei einem Schlage fehr klein, fo 
läßt fi die Zufammendrüdung 6 des Pfahles nicht mehr als Null anfehen 
und muß daher mit in Betracht gezogen werden. 

Der Pfahl fängt natürlich nicht cher am zu finfen, als bis die Kraft des 
Stoßes dem Widerftande P des Erdreichs gleich geworden ift. Sind nun 
H == — und H, = am die Härten des Rammbäres und des 

1 
Pfahles (im Sinne des $. 336), fo beträgt bei der Stoßfraft P die Summe 
der Zufammendrüdungen beider Körper zujammen: 


BEE RER, 
und es ift daher die auf diefe Zufammendrücdungen verwendete mechanifche 
Arbeit: 





1 1. \ pP 
L=Po= (+ + — 
Wird nun durch dieſen erſten Zuſammenſtoß die Gefchwindigfeit c des 
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Nammbäres in die Geſchwindigkeit » umgeändert, jo verrichtet Maſſe M 2* 
deſſelben die mechaniſche Arbeit 
ec? — ve? 


L=!,Mc? — !h Mv? —= (c? — tv?) - — — G; 
wir fünnen folglich 


a) e=(t —F 


ſetzen, und erhalten 
——— 
H/2@’ 
folglich die Gefchwindigfeit des Rammbäres im Augenblide, wenn der Pfahl 
einzudringen anfängt: 


EN SE 
—— 
Es iſt hiernach zu ermeſſen, daß dieſes Eindringen des Pfahles (und 


ebenſo auch eines Bolzens oder Nagels in eine Wand) nur dann vor ſich 
gehen kann, en 


6 > (++ +r)7 2 


ift, wenn alfo das Gewicht des Nammbäres und die Gefchwindigkeit deifelben 
eine dem Widerſtande des Exrdreiches angemeſſene Größe haben. 

Während der Pfahl eindringt, nimmt die Stoßkraft und folglich auch die 
Zufammendrüdung des Pfahles u. ſ. w. fo lange zu, als die Geſchwindig—⸗ 
feit des Nammbäres noch größer ift als die des Pfahles; nachdem aber beide 
Körper eine gleiche Gefchwindigfeit », erlangt haben und die Stoßfraft ihr 
Marimum erreicht hat, fangen die Körper an, ſich allmälig wieder auszudehnen. 
Ver diefem Ausdehnen geht nicht allein die Gefchwindigfeit des Pfahles, 
jondern auch die des Nammbäres allmälig in Null, ſowie auch der Drud 
zwischen beiden Körpern wieder in P über, und es ift folglich in dem Augen- 
blide, wenn das weitere Eindringen des Pfahles aufhört, das ganze mecha— 


nische Arbeitsvermögen 5, 6 @ des Rammbäres durd) die Arbeit 


pP? 
(7 nz 3 2 
zum Zuſammendrücken, und durch die Arbeit 


Ps 
zum Cintreiben des Pfahles um die Tiefe s, verbraucht. 
Es iſt alſo hiernad): 
1 —1 


ec? —— — 
een Ag +7) 2 + Ps, 
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und daher die der Eindringungstiefe s entfprechende Tragkraft: 


—— V:i — — 
— — “(74H Fi ° 
. 2 er 1 — 
Wäre die Zuſammendrückung (= 7 4 5) bedeutend kleiner als der 
Weg s des Pfahles, jo fünnte man einfach 
?@ Gh — 
Pe Frame 7 oder ſchärfer, 
Pa — — ſetzen. 
Gh 
+ (# + Tr 


Vergleicht man die Arbeit 


Piss e 


& h = 
: + (+ ++)% 25 
des eindringenden Pfahles mit der Arbeit Gh, welche das Aufheben des 
Rammbäres erfordert, ſo ſieht man, daß ſich diefelbe der leßteren um fo mehr 


3 i } 1 1 P 5 ’ ; 
nähert, je Fleiner ( 7 4 #) — ausfällt, je größer alſo die Härten 
H= — und I, — _ des Nammbäres und des Pfahles, d. i. je 


größer die Querſchnitte Fund Fi} ſowie die Elaſticitätsmodel Z und E,, 
und je Heiner die Yängen 7 und 7, diefer Körper find. 

Die Wirkungen diefer beiden Körper durch ihre Gewichte kann man ganz 
außer Acht lafjen, da die legteren in der Negel nur einen Heinen Theil von 
dem Widerftande P ausmachen. Ebenſo läßt ſich das Arbeitsvermögen beider 
Körper, welches diefelben in Folge ihrer, wenn auch nur unvollkommenen 
Elaſticität bejigen, nadjdem der Pfahl wieder zur Ruhe übergegangen ift, 
vernachläffigen, da der durd) die weitere Ausdehnung der Körper zurück— 
geworfene Körper beim Zurüdfallen und Wiederaufichlagen auf den Pfahl 
in der Regel nicht im Stande ift, P zu überwinden und den Pfahl in 
Bewegung zu fegen. Der Sicherheit wegen belaftet man die eingerammten 
Pfähle nur mit ! des gefundenen Widerftandes P, oder nad) Befinden 
noch jchwächer. Nach neuerlich angeftellten Berfuchen vom Herrn Major 
John Sanders im Fort Delaware (brieflihe Mittheilung) läßt fich der 
MWiderftand annähernd einfac) ” 

P= — ſetzen. 
Beiſpiel. Gin Pfahl von 1 Quadratfuß — 144 Quadratzoll Querſchnitt, 


25 Fuß = 25.12 = 300 Zell Länge und 1200 Pfund Gewicht, iſt durch einen 
6 Ruß — 72 Zoll hoch herabfallenden Nammbär von 2000 Pfund Gewicht bei der 
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legten Hiße von 10 Schlägen noch 2 Zoll tiefer eingetrieben worden, welde Größe 
bat der Miderftand des Groreiches? Sieht. man von der unbedeutenden Zufammen- 
prüfung des gufeilernen Nammbärs ganz ab, und fegt man (nad $. 212) ven 
Glaftieitätsmodul “ Holzes E, = se. Pfund, fo erhält man: 
‚f\ 300 Be 7 
ular + H, 7) = eg "FE, 2.144. 17500000 — 1440000’ 
da nın noch Gh = 2000.72 — 144000 Zollpfund und die Tiefe des Gindrin 
gens nah einem Schlage, s = 2, — 0,2 Zoll if, fo erhält man zur Beitims 
mung des Widerſtandes P folgende Gleichung: 


p2 
nn + R®P= 144000, oder P2 + 233000 P = 207 360.000 000. 


Die Auflöfung derfelben giebt: 
P= — 144000 + V 223096000000 — 3335% Pfunv. 
Nah der Sanders’fchen Formel if: 
Gh — 





wogegen der alten Formel zufolge, 
_ Gh ___G Gh __ 2000 144000 _ 7 
— —6 " G+G, ss 30 9 — ae 


— 450000 Pfund 
fein müßte. 
Aus P = 3335%W Pfund ergiebt fich 


1 1 P:2 
(4 Mn =) Zz = 77269 Zollpfunt, 


und daher die Höhe, von welder ver 2000 Pfund fchwere Rammbaͤr berabfallen 
muß, um den Pfahl bewegen zu — 
P2 77269 


h -(7+3 7, 55 > 5000 7 796 Zell. 

348 Absolute Stossfestigkeit. Mit Hilfe der Arbeitsmodel der 
Elaſticität und Keftigfeit (f. $. 206) kann man num aud) leicht berech— 
nen, unter welchen Bedingungen ein prismatifcher Körper AB, Fig. 570, 

durch einen in der Arenrichtung geführten Stoß bis zur Elaſti— 

citätsgrenze ausgedehnt oder, nach Befinden, zerriffen werden 
fann. Dt @ das Gewicht und c die Geſchwindigkeit dei 
ftogenden Körpers, fo hat man die Arbeit, welche derjelbe beim 

Aufſchlagen auf den prismatiichen Körper, deſſen Gewicht wir 

mit G, bezeichnen wollen, entwidelt: 

L c? @G? 
29 @+G’ 
2 

oder einfacher, wenn man die Geſchwindigkeitshöhe * durch A 

bezeichnet, 


Fig. 570. 


G?h 
+6 





L= 
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Diefe Arbeit wird vorzüglich) auf die Ausdehnung der Stange AB, 
woran der zweite Körper hängt, aufgewendet; ift daher ZH die Härte, J die 
Länge, F der Querfchnitt und Z der Elafticitätsmodul, fowie P die Stoß- 
fraft und A die durch diefelbe hervorgebrachte Ausdehnung diefer Stange, fo 
hat man: 

Pi Pp? FE 


— — — 2 — 2: 
Er aa — a HM = 374; 
folglich: 
FE... 
23 0 6— 61 


und es ift hiermach die durch diefes Zuſammenſtoßen bewirkte Ausdehnung 
A der Stange leicht zu berechnen. 

Soll die Stange hierbei nur bis zur Glafticitätsgrenze ausgedehnt 
werden, jo hat man, wenn A den Arbeitsmodul der Clafticitätsgrenze be— 
zeichnet (ſ. $. 206), 

DEATSAFL 
und daher 

G?h 
64 6 
zu ſetzen, und es iſt daher die Stoßgeſchwindigkeit ce — V2gh, bei welcher 
die Grenze der Elaſtieität eintritt, durch ihre Höhe 

G+G@G 
h= * . A F 


Ar 





beſtimmt. 

Kommt es darauf an, die Bedingung des Zerreißens der Stange zu 
finden, jo hat man den Arbeitsmodul A der Clafticitätsgrenze durch den 
Arbeitsmodul B des Zerreißens zu erfegen. 

Man erfieht aus diefen Formeln, daß die Stange um fo größere Stöße 
aushalten kann, je größer ihre Maſſe ift. Hieraus folgt die wichtige Regel, 
daß man den Stößen ausgejegten Körpern möglichjt große Maffen geben foll. 

Da G und G, während des Stoßed noch um A finfen, jo ift richtiger 

G?h 
I=gr+@+@% 
alfo für den Fall, daß durch den Stoß die Elafticitätsgrenze erreicht wird, 


@? h A 
A=7ıGT +(@G + Gı) — 


wobei — 6 die dieſer Grenze entſprechende Ausdehnung bedeutet. 


Wil man endlicd, nod) die Maſſe und das Gewicht GC, der Stange mit 
in Betracht ziehen, jo hat man, da der Schwerpunft derfelben nur um A 
finft, 
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ARE 


are ern ung 


zu ſetzen. 
Ein ähnlicher Fall der Stoßwirkung kommt dann vor, wenn eine bemegte 


ER. ; \ . 
Mafle M — — Fig. 571, mittels einer Kette oder eines Seiles AB eine 


andere Maſſe M, — “ in Bewegung fegt. Iſt c die Geſchwindigkeit von 
Big. 571. 





M, in den Augenblide, wenn das Zeil geipannt wird, und © die Geſchwin— 
digkeit, mit weldyer beide Maſſen nad) dem Stoße zuſammen fortgehen, jo 
hat man wieder: 
— Mc Ge 
_—M+M G+G’ 
dagegen aber die Arbeit, welche auf die Ausdehnung der Kette verwendet 
wird: 


L= "Me? — 1,(M + M)ı — (u) = 
“ M+M/2 
MM @ 66 
— M+M, ES + 
Wenn daher die Kette u. |. w. bei diefem Zuſammenſtoßen mur bie zur 
Elafticitätsgrenze ausgedehnt werden foll, jo läßt ſich 


ie 
jegen, wobei F den Querſchnitt und 7 die Yänge der Kette bezeichnen. 


G+G 

Beifpiele. 1) Wenn bei einer Keitenbrüde zwei gegenüber befindliche Hänge: 
ftangen zufammen ein conftantes Gewicht von 5000 Pfund tragen und durch einen 
darüber wegfahrenden Wagen noch mit 6000 Pfund belaftet werden, wenn ferner 
der Arbeitsmodul A der Glafticitätsgrenge des Schmiedeeifens, 7 Zollpfund, die 
Länge einer Hängeftange, 200 Zoll, und der Querſchnitt derfelben, 1,5 Quadratzell 
beträgt, fo hat man die gefährliche Fallhöhe: 

AFI(G+G,) __7.2.15.200.1100 _ 7.1 m, _ 
= En == nie Bel 
Rollt hiernach der Wagen über ein Hinderniß von 1,3 Zoll Höhe weg, fo werden 
die Hängeftangen jchen Gefahr laufen, über die Glafticitätsgrenze hinaus aus 
gedehnt zu werden. 

2) Wenn das gefüllte Fördergefüß oder die fogenannte Treibetonne in einem 
Schachte nicht allmälig aus der Ruhe in Bewegung gefegt wird, fondern mittels 
des vorher ſchlaff herabhängenden Seiles ploglih von dem umlaufenden Korbe in 
eine gewiſſe Gejchwinvigfeit verfegt wird, fo dehnt ſich dadurd das Seil oft bis 





h. 
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über die Glafticitätsgrenze aus und es wird daſſelbe zuweilen auch ganz zer— 
riſſen. Iſt 3. B. die träge Maſſe der armirten Korbwelle, reducirt auf den 


. r ( , . 
Umfang berfelben: M — a = —* u das Sewicht der gefüllten Tonne, (@, 


— 2000 Pfund, das Gewicht des Treibefeiles, — 400 Pfund, das Gewicht eines 
Gubifzolles Seil, = 0,3 Pfund, felglihb das Volumen vieles Seiles: 
Fi= - — en — — Pfund, 

und endlich der Arbeitsmodul für das en befielben: B -- 350 Pfund, fo 

hat man die dem Zerreißen des Seiles entſprechende GSefchwindigfeitshöhe: 

— srı.°+ SSR 4000 100000 4 2000 17400000 102 
— GG, 100000 .2000 — 3 200000 
— 238 Zoll = 19,83 Fuß, 

und daher die Geſchwindigkeit des Seiles bei Beginn des Anſpannens: 

e * — V2gh = — V62,5.19,83 — 35,2 Ruß. 








Relative Stossfestigkeit. Die vorftehende Theorie findet auch ihre 
Anwendung, wenn ein an beiden Enden unterftüßter prismatifcher 
Körper BB, ig. 572, in feiner Mitte C den Schlag — von einer Höhe 


AC=—=h niederfallenden Körpers A aufnehmen muß. an < — — M die träge 


Maſſe des fallenden Körpers und I, die nad) dev Mitte 9 reducirte träge 
Maſſe des Körpers BB, fo hat man wieder das Arbeitsvermögen, welches 
beide Körper nad) dem Auffchlagen befigen: 


— — — ———— Gh 
I EIM SSH 25° 
Fig. 572. 


OA Big. 573. 





Die träge Mafje M, des Balfens BB, ift auf folgende Weife zu er: 
mitteln. Es fei @, das Gewicht diefes Baltens, 7 die halbe Pänge BD, 
Fig. 573, derfelben, 2 eine Abſciſſe BN und y die entiprechende Drdinate 
NO der von BB im Augenblide der größten Biegung gebildeten Curve; 
endlich bezeichne noch a die größte Bogenhöhe CD diefer Curve. Denfen 
wir ung BC in n (unendlich viele) Theile zerlegt, jo erhalten wir ein Ele— 


ment O des Stangengewid)tes, — A, und daher ein Element der trägen 
Stangenmafje von N nad) D vedueirt: 


8. 319 
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26 ’ _ Ay 
ng \CD/ 


nga? 





Nun ift aber nad) $. 217: 


__Pz (% =) 
v5 Fan 








Piz: x* P?1s 
ı— — _[u_ Yo? — 
Y 4MmME (? /; 1x +2), und a 9 mE?’ 
daher folgt das gefuchte Element der trägen Stange: 
4 
IC, a8 —E 2,1222 + 5) 
= 4ngl® 
W tt m, at, at. führt 
enn man num ftatt x nad) und nad in en 


und die dadurch erhaltenen Werthe addirt, u. f. w., fo erhält man die nadı 
der Mitte C reducirte träge Maſſe der Stange BB: 
ano — 1 =", 2 
M, — 4 g1® I 3 /s ! 5 4 /a 7 — /35 
Dies vorausgeſetzt, können wir nun die Arbeit des Stoßes 
M G®h 
vr TG 
jegen, und erhalten fo die Bedingung des Ausbiegens bis zur Clafticitäts- 
grenze (ſ. $. 235): 


a, 
9 





. 6 
3e F 6 11/,, G, : 
aljo, wenn der Balfen eine parallelepipedifche Form hat, 


G?h 
BORN G + 1/5 @ı ' 


17/,. 
— — t Ins ei) oder V, — Fr geſetzt, 
_ AG(@+ 1/5 @) 
ur Y’7 
Führt man B ftatt A ein, fo giebt der Ausdrud 
a ZAldH N) 
zu 9y@? 

die Höhe an, von welcher das Gewicht G herabfallen muß, um den paral- 
lelepipedifhen Stab zu zerbreden. 


und daher 





h 





Beifpiel. Wie hoch muß ein eifernes Gewicht G von 200 Pfund herabfallen, 
um eine an beiden Enden aufliegende Bußeifenplatte von 36 Zoll Zänge, 12 Zoll 
Breite und 3 Zoll Dide in ihrer Mitte zu zerfchlagen ? 





$. 350.] Die Lehre vom Stoße. 673 


Es ift hier der Arbeitsmodul der Feitigfeit des Zerreißens 
B = 14,2 Zollpfund 
zu fegen (ſ. $. 211), ferner das Volumen der Platte: 
Vy, = bAl = 12.3.36 = 1296 Cubikzoll, 
und da ein Gubifzoll Gußeifen, y — 0,259 Pfund wiegt, ihr Gewicht: 
G, = 1296.0,259 = 335,7 Pfund; 
daher folgt die fragliche Höhe: 
„ — 142. 335,7 (200 + 17/35 .356,4) _ 
9.0,275. 40000. 





— 18 Soll. 


Arbeit der Torsionsfestigkeit. Es lafien ſich aud) noch die Wir- $. 3 
fungen des Stoßes auf die Torjion der Wellen unterfuchen. Nach 
$.262 iſt die mechanifche Yeiftung, welche die Torfion « einer Welle von der 
Länge J und dem Drehungsmomente W erfordert: 


Paa «a.WcC P? a?l 





Perg We 
auch läßt ſich fegen 
Ss? wı 
us — (1. $. 264), 


wenn e den Abftand der entfernteften Faſer von der neutralen Are und S die 
Spannung diejer Faſer bezeichnet. 

T? 
20 
modul A der Clajticität ein, jo erhält man die Arbeit, welche aufzumenden 
ift, um die äußerften Faſern bis zur Clafticitätsgrenze zu fpannen: 


L=4, 
e 


Führt man ftatt S den Tragmodul 7, und ftatt — — Arbeits⸗ 


und die mechaniſche Arbeit zum Abwürgen der Welle, wenn man den Arbeits- 
modul A durd) den Arbeitsmodul B des Abdrehens erſetzt: 


=D 


4 
Für eine cylindriſche Welle it W — = und e — r, daher 


A A B B 
— 0, 2l1l— — —— 2 — — 
L*5 ar?l 5 Yu Zu 5 ar? a 


wobei V — ar?1, da8 Volumen diefer Welle bezeichnet. 


Für eine Welle mit quadratifhem Querſchnitte ift dagegen bei ber 
Seitenlänge b dieſes Querſchnittes: 
Weisébach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 48 
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4 
w—% und e—=bV!,, 


folglich : 


A A B 
— _— hl — — 7 nn — — F 
IL=5t1=7,,wmh=71} 


Stößt eine umlaufende Radwelle, deren auf den Angriffepunft des Stoßes 
reducirte Mafle M — . ift, an eine ruhende Maſſe Mı — u , mit der 


Geſchwindigleit c, jo daß ſich beide nad) dem Stoße mit der Geſchwindigkeit 
—— —— 
_M+M G+6G 
fortbewegen (ſ. $. 334), fo geht hierbei die Arbeit 
60,0 
verloren (ſ. $. 335), welche auf die Torfion der Welle und Biegung der 
Radarme ur. |. w. verwendet wird. 


Nun ift aber aud) Z die Summe der Arbeiten, welche auf die Torfion der 
Welle und Biegung der Radarme verwendet wird, d. 1.: 


u, 


L= 


L=4s ta 


wobei A, den Arbeitsmodul, W, das Maß des —— umd e, 
den Abſtand der äußerſten Faſern von der meutralen Axe bezeichnet 
(ſ. $. 235), daher läßt ſich jegen: 
AWI A Wıh _ GG © 
e? 3  G+G 29 


Hft die Welle cylindrifch, jo hat man * — ⸗ iſt dagegen ſie vierkantig, 


ſo hat man = — wenn V das Volumen derſelben bezeichnet; für 


3 ’ 
Wıh Vi 
die vierfantigen Arme ift —— —— wenn F, das Volumen der Arme 
N 
bezeichnet. 
Hiernad) folgt für eine eylindriſche Welle: 
A A, G G c? 


gr TJgATZLG 
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und dagegen 2 eine me. Welle: 
6 ®, 
e+r& + Gı 29 
Die Bolumina V und V, ftehen wieder in einem gewiffen Zufammenhange 


mit einander, welcher dadurch ausgedrüdt wird, daß das Biegungsmoment 
der Arme glei) dem Torfionsmomente der Welle ift. 


Hiernad) hat mar alfo: 
WT_ WI 








; - alſo: 
ar d® BT _bhrTı 
Due sv 6° 


wenn 7 und 7, die Tragmodul für Torfion und Biegung, fowie d den 
Durchmeſſer einer runden, und b die Seitenlänge einer vierfantigen Welle, 
dagegen A, die Dide und db, die Summe aller Breiten der Radarme be> 


zeichnen. 








1742 
Nun iſt aber noch V — el — bl und I —=b,h,lı, daher Hat 
man aud): 
zd?lA bl Aı _ GG 
N 3 + 5 Er 7 oder, nad) Befinden 
b, hılı Aı GG c? 
ı/, 621 a N u I en, 


Giebt man nun nod) das Dimenfionsverhältnig u — 2 ‚ fo fann man 
l 
mit Hülfe der Gleichungen (1) und (2) die Stärke d oder h der Welle, ſo— 
roie auch die Stärke h, und Breite b, der Arme berechnen. 
Hierbei ift in Rechnung zu bringen: 
1) für Gußeifen: 
T? 1833? 





Aı = 3,04 und A = 30 — 3.2700000 = (0,622 Zollpfund, 
2) für Schmiedeeifen: 
2 5 2 
A — 68 db A _ — — 1,92 Zollpfund, und 


20 2.8’60000 
3) für Holz, im Mittel: 


2 2 
A: = 2,08 md A = 5, = 3570000 — 9127 Bollpfund. 


45* 
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Beifpiel. Die auf den Angriffspunft des Daumens reducirte Mafle eines 
Pfund, und die auf denfelben Angriffspunft reducirte 


Mafle des Hammers, M, = Pfund, ferner das Stüf per Wellenlänge 
zwifchen dem Nabe und dem Daumenfranze, 1 = 15 Fuß — 225 Zell, und die 
Länge der Nadarme, Z, — 10 Fuß — 120 Zoll. Wenn nun der Hammer bei 
jedem Anhube von den Welldaumen mit 2 Fuß Gefchwindigfeit ergriffen wirt, 
welche Stärken find der Welle und den Radarmen zu geben, damit diefe die Stoöße 
bei dem Grgreifen des Hammers ohne Nachtheile aushalten. Sind die Well um 
Radarme aus Holz, fo hat man zunächſt 
nd? b,hr 
380 — — 1000 — 
zu ſetzen, oder wenn die Anzahl der Radarme, n — 16 iſt, und deshalb 
bi = v.nh, = 0,707.16%h, = 113, 


angenommen wird, 
d= VS: 18 _ 4, V708 = 48h. 





2 
Hammerrades it M = 





6.388 
Nun ift no 
7 7 
z 41= 0197.225.— = 4,22, 
ferner 
Y,A,lı = Y%.2,08.120 — 27,73 
und 
GG 0 _ 200 000 . 25000 5.000 000 
G+G, 29 ° — 200000 + 25000 0,708 25 


— 17067 Bollpfund, 
daher folgt die Beitimmungsgleihung: 
(4,5)2. 11,222 + 11,3.27,73h%2 — 17067, d. i.: 
207,5h® + 313,3h* = 17067, 
wonad die gefuchte Armdicke 
/17067 


520,8 = 5,72 Zoll, 


h, = 
die Armbreite 

b, = 0,707.h, = 4,04 Zoll, 
und die Wellendide 

d=43h, = 24,6 Zoll folgt. 


Der Sicherheit wegen find diefe Dimenfionen noch anjehnlich größer zu maden. 


Anmerkung. Der Stoffeftigfeit ift erft in neuerer Zeit mehr Aufmerkjamfei 
geichenft worden. Wir finden über fie nur Giniges mitgetheilt in Tredgeld' 
Werk über die Stärke des Gußeiſens u.f.w. (Strength of cast iron), in Bor: 
celet’& Introduction & la me&ecanique industrielle und in Rühlmann’s 
Gruntzüge der Mechanik und Geoftatif. Lepteres Werk bezieht ſich vorzüglih auf 
die Berfuhe Hodgfinfon’s über die Feftigfeit prismatifcher Körper gegen den 


g. 350.] Die Lehre vom Stofe. 677 


Stoß, worüber ein befonderer Artikel in dem erften Bande ber Zeitfchrift für das 
gefammte Ingenieurwefen (dem „Ingenieur”) von Bornemann u. f. w. handelt, 
Die Verfuhe Hodgfinfon’s flimmen im Weſentlichen mit der vorftehenden 
Theorie über die Stoßfeftigfeit überein; fie erftreden ſich vorzüglich auf die relative 
Feftigfeit, und find in der Art ausgeführt worden, daß pendelartig aufgehangene 
Gewichte horizontal gegen verticale, an den Enden unterjtügte Stäbe fchlugen. 
Es beitätigte fich hierbei die Nichtigkeit der Formel L —= are ‚welche un: 
1 
ter der Borausfegung gefunten wird, daß der Stoß ein unelaftifcher ift, vollftändig; 
es hing die Leiſtung Z gar nicht von der materiellen Beſchaffenheit des ſtoßenden 
Körpers ab. Gleich fchwere Korper aus verfchiedenen Stoffen (Gufeifen, Gußitahl, 
Glockenmetall, Blei) brachten bei gleicher Fallhöhe an einem und demfelben Stabe 
(aus Gußeiſen oder Gußſtahl) gleihe Durcbiegungen hervor; auch waren bdiefe 
faft genau diefelben, welche die Theorie unter der Vorausfegung findet, daß ber 
Stab vellitändig elaſtiſch ift. z 


Schlufanmerfung. Zum Studium der Mechanif Harrer Körper ift außer 
den älteren Werfen von Euler, Boiffon, Boinfot, Boncelet, Navier und 
Goriolis, fowie von Whewell, Mofely, Eytelwein und Gerſtner zu 
empfehlen: 

Duhbamel, Lehrbuch der analytifhen Mechanif, in deutjcher Ueberfeßung von 
Wagner, Braunfchweig 1853; fowie von Eggers und Schlömilh, Leipzig 
1853. Sohnke, analytifhe Theorie der Statif und Dynamif, Halle 1854; 
Broch's Lehrbuch der Mechanif, Berlin 1854; Morin, Lecons de Mécanique 
pratique, Paris 1855 etc. Delaunay, Trait@ de Mecanique rationelle, 
Paris 1856; Ranfine, a Manual of applied Mechanics, second edition, 
London 1861. Gin werthvolles, in England viel zu wenig gefchägtes Werk. 
Eine neue Monographie über den Stoß von Poinfot ift im 3. Jahrgang von 
Schlömilch's Zeitfhrift für Mathematif und Phyfif überfekt. 


Schöter Abſchnitt. 


Statif Flüffigetr Körper 


Erjtes Capitel. 
Vom Gleihgewichte und Drucke des Waſſers in Gefäßen. 


35l Flüssigkeit. Wir betrachten die flüffigen Körper als Verbindungen 
materieller Bunkte, deren Zuſammenhang unter einander ſo ſchwach iſt, daf 
die Fleinften Kräfte hinreichen, fie durd) Verfchieben von einander zu tren 
nen ($. 62). Manche der in der Natur vorkommenden Körper, wie z.B. 
die Luft, das Waſſer u. ſ. w., befigen diefe Eigenſchaft der Flüſſigleit in 
hohem Grade, andere Körper hingegen, wie z. B. Del, Schmiere, aufgeweichte 
Erde u. f. w., find in minderem Grade flüſſig. Man nennt jene voll: 
kommen, diefe aber unvollfommen flüjfige Körper. Gemifle Kör 
per, wie 3. B. die Teige, ftehen den feſten Mafjen ebenfo nahe als den 
flüſſigen. 

Vollkommen flüſſige Körper, von welchen in der Folge nur die Rede ſein 
wird, find auch zugleich vollkommen elaſtiſch, d. h. fie laſſen ſich durch äu— 
Gere Kräfte zuſammendrücken und nehmen nad) Wegnahme dieſer Kräfte das 
erfte Volumen vollkommen wieder an. Nur ift die Größe der einen gewiſſen 
Drude entfprechenden Volumenveränderung bei verschiedenen Flüſſigkeiten 
ſehr verfchieden; während ſich diefelbe bei den tropfbar-flüſſigen Kör— 
pern höchſt unbedeutend zeigt, fällt fie bei den luftförmigen Körpern, 
die man deshalb auch elaftifche Flüffigkeiten nennt, ſehr groß an. 
Diefer geringe Grad von Zuſammendrückbarkeit der tropfbar - flühligen 
Körper ift der Grund, weswegen man bei den meiften Unterfucungen det 
Hydroſtatik ($. 66) diefelben als incompreffibele oder unelaftiiche Flüſſig 
feiten anfieht und behandelt. Da das Waſſer unter allen tropfbar - flühjigen 
Körpern am meiften verbreitet iſt und im Leben am häufigften angewendet 


— 
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wird, fo fieht man e8 als den Repräfentanten aller diefer Flüffigkeiten an 
und fpricht bei den Unterfuhungen in der Mechanif des Flüfjigen immer 
nur vom Waſſer, indem man ftillfchweigend vorausfegt, daß die mechanischen 
Berhältniffe anderer tropfbaren Flüffigfeiten diefelben find wie die des Waſſers. 

Aus denfelben Gründen ift in der Mechanik der elaftiich = flüfjigen „Körper 
meift nur von der gemeinen atmofphärischen Yuft die Rede. 


Anmerfung. Eine Wafferfäule von 1 Duadratzoll Querfchnitt wird durch ein 
Gewicht von 14 Pfund, welches dem Drude der Atmofphäre entipricht, um unge— 
fähr 0,00005 oder 50 Milliontellihres Volumens zufammengedrüdt, wogegen eine 
Luftfäule unter dem Drude diefer Kraft nur die Hälfte ihres anfänglichen Volu— 
mens einnimmt. Siehe Aime: „Ueber die Zufammendrüdfung der Klüffigfeiten“, 
in Boggendorff’s Annalen, Grgänzungsband (zu Band 72), 1848. Nach der 
Formel P =7 FE ($. 204) folgt, wenn man P — 14 Pfund, F— 1 Due 
4 5 


—1 Re 
dratzoll und Pe 100000 — 20000. ſetzt, der Glafticitätsmodul des Waſſers 
E= Zr — 14.20000 — 280000 Pfund. 


Princip des gleichen Druckes. Die cdarafteriftiihe Eigenſchaft $. 3 
ber Flüſſigkeiten, wodurch ſich diefelben weſentlich von den feften Körpern 
unterfcheiden, und welche der Lehre von Gleichgewichte flüffiger Körper zur 
Baſis dient, ift die Fähigkeit, den Drud, welcher auf einen Theil 
der Oberfläche der Flitffigfeit ausgeübt wird, nad) allen Rich— 
tungen hin unverändert fortzupflanzen. Bei den feiten Körpern 
pflanzt fic) der Drud nur in feiner eigenen Nichtung fort ($. 86); wird 
dagegen das Waſſer von einer Seite her gedrüdt, fo entjteht in der ganzen 
Maſſe derjelben eine Spannung, die fid) nad) allen Seiten hin äußert und 
daher an allen Stellen der Oberfläche defielben wahrzunehmen ift. Um ſich 
von der Richtigkeit dieſes Geſetzes zu 
überzeugen, fann man einen mit Wafler 
gefüllten Apparat anwenden, wie ihn Fig. 
574 im horizontalen Durchſchnitt reprä- 
fentirt. Die gleich, weiten und in gleicher 
Höhe über dem horizontalen Fußboden 
befindlichen Röhren AE, BF u. ſ. w. 
find durch vollfommen bewegliche und 
genau abſchließende Kolben verjchloffen; 
/ das Waſſer drückt deshalb auch durch 

fein Gewicht auf den einen Kolben genau 
fo ftarf wie auf den anderen. Sehen 
wir aber von diefem Drude ab, oder nehmen wir das Wafler gewichtslos 
an. Drüden wir dagegen ben einen Kolben A mit einer gewiffen Kraft P 


Fig. 574. 
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gegen das Waſſer, fo pflanzt ſich diefe durch das Waſſer hindurch bis zu den 
übrigen Kolben B, C, D fort und es ift zur Herftellung des Gleichgewichtes, 
oder um das Zurückgehen diefer Kolben zu verhindern, nöthig, auf jeden 
diefer Kolben eine gleich große Gegenkraft P (Fig. 575) wirken zu laſſen 
Wir find daher berechtigt, anzunehmen, daß die auf einen Theil A der Ober: 
fläche der Waſſermaſſe wirkende Kraft P eine Spannung in diefer erzeugt, 
und ſich dadurch nicht nur in der geraden Pinie A C, jondern auch in jeder 
anderen Richtung BF, DH u. f. w. auf andere gleic große Oberfläden- 
theile C, B, D, fortpflangt. 








Sind die Aren der Röhren BF, OG u. f. w., Fig. 576, unter fid po 
rallel, fo laſſen fich die Kräfte, welche auf ihre Kolben wirken, durd Adi 
tion zu einer einzigen Kraft vereinigen; ift » die Anzahl diefer gleich großen 
Kolben, jo beträgt daher der Geſammtdruck auf diejelben: 


P, == np, 
und in dem von der Figur repräjentirten Falle: 
P, 2BP. 


Nun iſt aber der Inbegriff 7, der gedrückten Flächen B, C, MD ebenfalls 
— nmal gedrückte Fläche F des einen Kolbens, es läßt fich daher m nicht 


ur = =, fondern aud) — 4 aljo iiberhaupt 


F’ 
a == r und Pı = Sn P fegen. 

Nitden wir nun noch die Röhren B, C, D u. f. w. fo zufammen, daß 
fie, wie in Fig. 577, eine einzige ausmachen, und verſchließen wir fie durd 
einen, einzigen Kolben, fo geht F, im eine einzige Fläche über und es it Pı 
die auf fie wirkende Kraft; es folgt daher das allgemeinere Gefeg: die 
Drüde, welche ein flüffiger Körper auf verfchiedene Theile der 


Gefäßwand ausübt, find den Inhalten diefer Theile proportional, 
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Dieſes Geſetz entipricht aucd) dem Principe der virtuellen Ge- 
ihwindigfeiten. Bewegt fid) der Kolben AD — F, Fig. 578, um den 
Weg AAı — s ein 
* ai er — — ſo drückt er das 
— Waſſerprisma Fs aus 
ſeiner Röhre, und geht 
der Kolben BE—= F. 
umdenWeg BB, —= Sı 
auswärts, jo läßt er den 
prismatifshen Raum 
F, sı zurüd. Da wir 
aber vorausgefest haben, daß ficd) die Waſſermaſſe weder ausdehnen noch 
zufammendrüden läßt, jo muß das Volumen derjelben bei diefen Kolben- 
bewegungen unverändert bleiben, aljo der Zuſatz Vs dem Abgange F' sı 
gleich fein. Die Gleichung Fi sı — Fs giebt aber: 





— 
F 5 } 
‘ . . ’ . Pı F\ 
und aus der Verbindung diefer Proportion mit der Proportion 3— folgt: 
Pı _3, 
2. BSI 


es ift daher auch Arbeit Ps; — Xrbeit Ps (f. $. 83). 
Beifpiel. Wenn der Kolben AD einen Durchmefier von 11/, Zoll dagegen der 
Kolben BE einen folhen von 10 Zell hat, und jener mit einer Rraft P von 


36 Pfund auf das Waſſer gedrückt wird, fo übt diefer Kolben eine Kraft 


Be a — — 36 = 2. 30 — 1600 Pfund 


aus Wird der erite — um 6 ia —— ſo geht der zweite nur um 


— — 


fort. 
Anmerkung. Vielfache Anwendungen dieſes Geſetzes kommen in der Folge 
vor: bei der hydrauliſchen Preſſe, der Waſſerſäulenmaſchine, bei den Pumpen u. ſ. w. 


Druck im Wasser, Der Drud, welchen die Waffertheile gegen eins 
Fig. 579. ander ausüben, ift genau jo zu beurtheilen wie der 

— Druck des Waſſers gegen die Gefäßwände. Eine 

beliebige Fläche ECG, welche das Waſſer in 
\ einem Gefäße BGH, Fig. 579, in zwei Theile 
/ theilt, wird im Gfleichgewichtszuftande von der 
einen Seite her eben fo ftarf gedrüdt als von der 
’ anderen. Da num ein ftarrer Körper alle gegen 
feine Oberfläche rechtwinkelig gerichteten Kräfte 
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aufnimmt, fo wird auch das Gleichgewicht des Waflers im Gefäße nicht 
geftört, wenn die eine Flüſſigkeitshälfte 2G H erftarrt, und daher ihre Be 
Fig. 590 grenzungsfläce ECG gleichſam zu einer Gefäß— 
— wand wird. Drückt die flüſſige Hälfte EBG in 
— — einem Theile CD — F, der imaginären Tren—⸗ 
nungsflähe ECG mit einer Kraft P, auf die 
erjtarrte Hälfte EGH, fo nimmt. daher leßtere 
J diefe Kraft vollftändig auf und übt dabei eine 
- F% gleiche Gegenkraft (— Pı) auf CD—=F, ui. 
Da nun aber das Gleichgewichtsverhältnig durd) 
das Flüſſigwerden von diefer Waſſermaſſe EGH 
nicht geftört wird, fo drückt diefelbe mit einer gleichen Kraft (— Py) auf die 
Waflermaffe ZBG zurüd, und es ift folglid) der Drud des Waſſers auf 
beiden Seiten einer fläche CD — F,, ebenfalls durch die Proportion 





P F 

beftimmt, wofern das ganze Waffer wieder in einer Flähe AB F wn 
einer Kraft P gedrüdt wird. Hiernach ift der Drud auf die Fläche F, bei 

jeder beliebigen Lage: 
— 
Lo F 
Das durch die legte Proportion ausgeſprochene Geſetz von der Fortpflan- 
zung des Drudes im Waſſer fommt dem legteren nur als Flüſſigkeit ohne 
Schwere zu, und erfordert daher noch eine Ergänzung, wenn es fich darum 
handelt, auch den aus dem Gewichte des Waſſers hervorgehenden Drud 
zu ermitteln. Denkt man fich von dem Waller in einem Gefäße CDE, 
Fig. 581, einen Theil erftarrt, welcher die Form eines unendlich dünnen 
horizontalen Prismas AB hat, fo ſieht 
man leicht ein, daß ſich die Kräfte, welche 
das flüſſig bleibende Wafler rund herum 
auf die Seitenflächen des erſtarrten 
Iheiles ausübt, mit dem Gewichte 6 
diejes Theiles ins Gleichgewicht jegen, 
und daß ſich die Horizontaldrüde, mit 
welchen e8 gegen die verticalen Grund 
flähen A und B diefes Theiles wirft, 
| gegenfeitig aufheben. Es müſſen alio 
auch diefe Drüde (P, und — P,) einander gleich, und entgegengefegt fein. 
Da num das Gleichgewicht ſich nicht ändert, wenn AB wieder in den Flüſ— 
figfeitszuftand zuritdfehrt, jo folgt, daß die Prefjungen des Waſſers gegen 
gleiche verticale Flächenelemente A und B in einer und derfelben Horizon- 


2 


Fig. 581. 





$. 353.) Vom Gfleichgewichte und Drude des Waſſers ıc. 683 


talebene einander gleich fein müſſen, und da fich ferner der Drud auf ein 
Flächenelement nicht ändert, wenn daffelbe eine andere Neigung oder Rich— 
tung annimmt, jo folgt, daß überhaupt das Waſſer in einer horizontalen 
Schicht, wie z. B. @H, KLu. f. w. an allen Stellen und nad) allen 
Richtungen hin einen und denfelben Drud ausitbt. 
Denken wir uns hingegen in der Waſſermaſſe CHK, Fig. 582, ein 
verticales Prisma AB von unendlic, kleinem Querſchnitt erftarrt, fo kön— 
Fig. 582. nen-wir aus dem Gleichtgewichtszuſtande deffelben mit 
der übrigen Flüffigfeit folgern, daß fich die Drücke, 
mit welchen die legteren auf die verticalen Seiten- 
flächen dieſes Prismas wirken, gegenfeitig aufheben, 
und daß ſich das Gewicht F des letzteren Körpers 
mit dem Ueberſchuſſe PR — P de8 Drudes P, auf 
die umtere Grundfläche B über den Drud P auf die 
obere Grundfläche A im GHleichgewichte befindet. Es 
ift alfo hiernach PL — P=G,d. i. der Drud P, 
des Waſſers auf irgend ein Flächenelement B gleich) 
dem Drude P defjelben auf ein höher liegendes Flä- 
chenſtück A von gleicher Größe plus dem Gewichte 
G einer Wafferfäule AB, welche das eine oder 
andere Flächenelement zur Baſis, und den Bertical- 
abftand zwiſchen beiden Clementen zur Höhe hat. 
Diefer Sag gilt, dem Obigen zufolge, nicht nur für 
zwei fenfrecht über einander befindliche Elemente, fondern auch fiir zwei 
gleiche Flächenelemente überhaupt, und findet auch feine Anwendung bei der 
Beitimmung des Drudes auf die Gefähwand, da fich die Drüde P und P, 
in den Horizontalebenen G H und KL unverändert fortpflanzen. Der Drud 
P, auf ein Flächenelement B, K oder L der Horizontalebene KL tft hier: 
nad) gleich dent Drude P auf ein gleich großes Element A, @ oder H in 
einer höheren Horizontalebene plus dem Gewichte der Waflerfänle, welche 
diefes Element F zur Bafis und den Abftand AB = h der beiden Hori- 
zontaljchichten G H und KL von einander zur Höhe hat. Iſt Y die Dich— 
tigkeit des Waſſers, fo beträgt diefes Gewicht: 


G —= Fhy, und daher P = P+G—=P+ Fhy. 
Sind die Inhalte der Flächenelemente nicht gleich, hat z. B. das obere 


(in @H) den Inhalt Fund das untere (in KL) den Inhalt Fro, fo ift 
der Drud auf letteres 
F\ 


vi — 
=Z7P+Fy)=ZP+ Fiky. | 
Durch diefelbe Formel läßt ſich auc der Drud P auf ein Flächenelement 





Pı 
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F in einer Horizontalfchiht @ 7 beftimmen, wenn der äußere Drud P, 
eines Flächenelementes © D — F, bekannt ift, welches fich um die Höhe h 
über oder unter @ H befindet. Es ift 


+ Fhy. 





F 
— 
Da die Druckkräfte gegen gleiche Flächentheile in einer Horizontalebent 
einander gleich find, fo folgt, daß vorftehende Formel auch auf horizontale 
Flächen (F, F, und Fy) von endlicher Ausdehnung, 3. B. auf den Hall 
Kia. 583 anwendbar ijt, wo das Wafler dazu 

Fig. 
dient, die Kraft P einer horizontalen 
Kolbenflähe F, Fig. 583, auf em 
andere horizontale Kolbenfläcje F, über: 

zutragen. Die Formel 


F 
P, = P+RAhy 


P 
giebt den Drud P, auf diefe Fläche 
unmittelbar an, wenn A den fenkredten 
Abftand CD zwiſchen beiden Kolben 
flächen bedeutet. 





PR, Bezeichnet man die Drücke = und 
P * ® * ® 
= auf die Flächeneinheiten durch p und pr, fo hat man noch) einfacher 
1 
pı =p+ hy. 


Beifpiel. Wenn die beiden Kolbenflähen F und F, einer hydroſtatiſchen Preie 
ACB, $ig. 583, die Durchmefier d = 24, und d, —= 9 Zell haben und um 
die fenfrechte Höhe CD— h— 60 Zoll von — abſtehen, und es ſoll durd 
den großen Kolben derjelben eine Kraft PR — 1600 Pfund ausgeübt werden, fo 
it die erforderliche Kraft des Heinen Kolbens: 








F (4 2 nd? 
P=7 P-Fiy= 2) ?- — hy 
* (>) 1600 — 2 u. — 123,46 — 10,53 = 112,93 PR. 


304 ——— Die dem Waſſer innewohnende Schwerkraft malt, 
daß ſich alle Elemente deſſelben abwärts zu bewegen ſuchen und ſich auch 
wirklich ſo bewegen, wenn fie nicht daran verhindert werden. Um eine ji 
fammenhängende Waſſermaſſe zu erhalten, ift e8 deshalb nöthig, das Waſſer 
in Gefäßen einzuſchließen. Das in einem Gefäße ABC, Fig. 584, befind- 
liche Waffer iſt aber nur dann im Gleichgewichte, wenn die noch freie Ober 
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fläche HR deſſelben vechtwinfelig auf der Nichtung der Schwerkraft, aljo 
horizontal ift; denn jo lange diefe Oberfläche noch krumm oder gegen den 
Horizont geneigt ift, jo lange giebt e8 auch noch höher 
ltegende Waflerelemente, wie 3. B. E, weldye wegen 
> ihrer großen Beweglichkeit und in Folge ihrer Schwere 
SIR über den darımter befindlichen, wie auf einer fchiefen 
Ebene FG, herabgleiten. 

Da bei größeren Entfernungen die Schwerrichtun— 
gen nicht mehr als parallele Linien angejchen werden 
fünnen, jo hat man die freie Oberfläche oder den 
Spiegel des Waſſers in einem großen Gefäße, wie z.B. in einem größeren See, 
nicht mehr als eine Ebene, jondern als einen K ugeloberflächentheif zu betrachten. 


Wirkt außer der Schwere nod) eine andere Kraft auf die Waflerelemente, 
jo fteht im Gleichgewichtszuftande die Oberfläche des Waſſers winkelrecht 
auf der Kichtung der aus der Schwere und der hinzutretenden Kraft ent- 
ſpringenden Mittelfraft. 

Wird ein Gefäß ABC, Fig. 585, mit der unveränderlihen Accele- 
ration p horizontal fortbewegt, jo bildet die freie Dberfläche des Waſſers in 
demjelben eine ſchiefe Ebene DF; denn 
da in diefem alle jedes Element E 
diefer Oberfläche von feinem Gewichte 
G und von feiner Trägheit 


Fig. 584. 





p—E „6 horizontal getrieben wird, jo 





— in jedem eine Mittelkraft R, 
welche von der Richtung der Schwere 
um einen unveränderlichen Winkel REG = « abweidt. Diefer Winkel 
ift auch zugleich der Winfel DFH, um welchen der auf B normal ftehende 
Waſſerſpiegel von dem Horizonte abweicht. Er ift beftimmt durch 


——— 

tang. « — — 
Wird dagegen ein Gefäß AB C, Fig. 586, gleichförmig um feine verti— 
Fig. 586. cale Are XX gedreht, fo bildet der Spiegel des 


mit umlaufenden Waflers in demfelben eine hohle 
Fläche AO C mit paraboliſchen Arendurd= 
Ichnitten. Iſt © die Winkelgeſchwindigkeit des 
Gefäßes und des darin befindlichen Wafjers, G 
das Gewicht eines Wallerelementes E und y der 
Abftand ME deljelben von der verticalen Are, jo 
hat man fir die Gentrifugalfraft dieſes Elementes: 





686 Sechster — Erſtes Capitel. [$. 354. 
FF or a2 ($. 302), 


und daher für den Winfel RE ne — TEM=p, welchen die Mitte 
fraft R mit der Verticalen, oder die Tangente ET des Waflerprofiles mit 
der Horizontalen ME einjcjließt: 


—— 
tang. = gg 
Hiernad) ift alfo die Tangente des Winfels, welchen die Berührungelinte 
mit der Ordinate einſchließt, der Ordinate proportional. Da dieſe Eigen— 


{haft der gemeinen Parabel zufommt (f. $. 157), fo tft auch der verticalt 
Durchſchnitt AO C des Waſſerſpiegels eine Parabel, deren Are mit der 


Drehungsare XX zufammenfällt. 
Wäre die Umdrehungsgefchwindigfeit des Waſſers im Gefäße En 


ce? 
Fig. 588, conftant und = c, fo würde Fr, daher tang.p = > 


ni 587. 





und die Subtangente der Durchfchnittscurve A EB der Oberfläche des Wafet, 
2 

MT=-n> = alfo conftant ausfallen. Nad) Artikel 20 der analytr 

fhen Hülfslehren ift die Gleichung einer ſolchen Curve: 


v—rem re, 
wobei r die Ordinate CA des Anfangspunftes A bezeichnet. 
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Bewegt man ein Gefäß ABH, Fig. 589, in einem BVerticalfreife um 
eine Horizontalare C gleichförmig herum, jo bildet die Dberfläche des Waſſers 
in bemfelben eine cylindrifche Fläche mit Freisförmigem Querſchnitte 
DEH. Verlängern wir die Richtung der aus dem Gewichte G’ und der 
Gentrifugalfraft F eines Elementes E entjtchenden Mittelfraft R bis zum 
Durchſchnitte O mit der Verticalen CK durd) den Drehpunft, jo erhalten 
wir die Ähnlichen Dreiede ECO und EFR, für welde gilt: 


co FR @ 


— — — — 


nun iſt aber, wenn man den Drehungshalbmeſſer EC = y jegt, und die 
2 
fegte Bezeichnung beibepätt, Fr — CF 





„es folgt daher die Linie: 


Meter, 


— — — 2850 BB 6 
@ —) 





wobei u die Zahl der Umdrehungen pr. Minute — Da dieſer Werth 
von CO für alle Waſſerelemente einer und derſelbe iſt, jo folgt, daß die 
Mittelfräfte aller den Durchſchnitt DEH bildenden Wafjerelemente nad) 
O gerichtet find, und daß daher der auf den Nichtungen diefer Kräfte recht— 
winfelig ftehende Durchfchnitt ein aus O bejchriebener Kreis iſt. Diefem 
zufolge bilden die Wafjerfpiegel in den Zellen eines oberſchlägigen Waſſer— 
rades lauter einer und derfelben Horizontalare entſprechende cylindrijche 
Flächen. 


Bodendruck. Der Druck des Waſſers in einem Gefäße ABCD, $. 355 

Fig. 590, ift unmittelbar unter dem Wafjerfpiegel am Fleinften, wird mit der 

Fig. 590. Tiefe immer größer und größer und ift 
unmittelbar iiber dem Boden am größten. 
Dies ift zwar ſchon aus $. 353 zu fol 
gern, läßt fi aber aud) auf folgendem 
Wege beweifen. Nehmen wir an, daß 
der Wafjerfpiegel A, Ro, deilen Inhalt 
F, fein möge, von einer Kraft Po, 
3. B. durd) die darüber jtehende Atmo— 
iphäre oder durch einen Kolben gleichför- 
mig gedrückt werde, und denken uns die ganze Waſſermaſſe durch viele 
Horizontalebenen wie H, Rı, H, R, u. ſ. w. in lauter gleid) dide Wajler- 
ſchichten zerlegt. Iſt F, der Inhalt des erſten Querſchnittes HR, A die 
Dicke einer Waſſerſchicht und Y die Dichtigfeit des Waſſers, jo hat man das 
Gewicht der erften Waſſerſchicht, G, — Fi Ay, umd denjenigen Theil des 
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Drudes in H, R,, weldjer aus dem Drude P, des Waileripiegel® H, R, 
entipringt, nad) dem Principe in $. 352: 
_PBF, 
* — F, 
Addirt man nun beide Kräfte, jo erhält man den Drud im Horizontal 
ſchnitte H, R: 
BF, 
7 + F 4 Y- 
0 
Dividirt man durch Fi, fo erhält man die Gleichung: 
P, P, 
—_ —_ +4y, 
—— +4Ay 
oder, da = und 2, die auf die FFlächeneinheit bezogenen Drüde p, und 
0 1 


pP, = 





F. F 
pı in H, R, und H, R, bezeichnen: 
pP =m + Ay. 

Der Drud in dem folgenden Horizontalſchnitte 4, Rz beftimmt ſich ge 
nau fo wie der Drud in der Schicht M R,, wenn man berüdjichtigt, daß 
hier der anfängliche Drud auf die Einheit fon p, —= po + Ay tft, wäh 
rend er dort nur p, war. Es folgt der Drud in der Horizontalfchicht H, Rı: 

pP =mn +tir=pm+tir+iy=pm + 24r; 
Fig. 591. ebenfo der Drud in der dritten Schicht H R;: 
A B =p+34y, 
DT in der vierten: 
—=m + 447 
und in der nten: 
=mH+tniy. 
Nun ift aber nA die Tiefe OK — Ah diier 
nten Schicht unter dem Waflerfpiegel, es läft 
jich daher der Drud auf jede Flächeneinheit in 
der nten Horizontaljchicht jegen: 
p=m + hy (veral. $. 353). 

Dean nennt die Tiefe r eines Flächenelementes unter dem Waſſerſpiegel 
die Drudhöhe (franz. charge d’eau; engl. height of water) beijelben 
und findet hernach den Drud des Waſſers auf irgend eine Flächeneinheit, 
wenn man den von aufen wirkenden Drud um das Gewicht einer Wajler 
fäule vermehrt, deren Bafis diefe Einheit und deren Höhe die Drudhöhe it. 

Bei einer horizontalen Fläche, wie 3. B. am Boden CD (fig. 591), 
ift die Drudhöhe h an allen Stellen eine und diefelbe, ift daher der Inhalt 
derjelben — F, fo folgt der Drud des Waſſers gegen diefelbe: 

P=m+thy)F=Fpm +Fıhy=P + Fhy, 
oder, wenn man vom äußeren Drude abftrahirt: P= Fhy. 
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Der Drud des Waſſers gegen eine horizontale Fläche iſt alfo 
gleich dem Gewichte der über ihr ftehenden Waſſerſäule Fh. 

Diefer Drud des Waſſers gegen eine horizontale Fläche, 3. B. gegen den 
horizontalen Boden oder gegen einen horizontalen Theil der Seitenwand 
it von der Form des Gefäßes unabhängig; ob aljo das Gefäß ACT, Fig. 
592, prismatifch wie «, oder oben weiter als unten, wie b, oder unten weiter 
als oben, wie c, oder fchief wie d, oder ob es bauchig wie e ift u. ſ. w., 
immer bleibt der Drud gegen den Boden gleich dem Gewichte einer Waſſer— 
fäule, deren Bafis der Boden und deren Höhe die Tiefe des Bodens unter 
dem MWaflerfpiegel ift. Da fich der Drud des Waflers nad) allen Seiten 
fortpflanzt, fo findet diefes Gejeg auc dann noch feine Anwendung, wenn 
die Fläche, wie z. B. BC in Fig. 593, von unten nad) oben gedrückt wird. 
Jede Flächeneinheit in der an B U anliegenden Wafjerihicht BA wird durd) 
eine Wafferfänle von der Höhe HB — RK — h gedrüdt, es iſt folglich 
auch der Druck gegen die Fläche CB, = Fhy, wenn F den Inhalt diejer 
Fläche bezeichnet. 


Fig. 592. Fig. 593. 





Es folgt auch hierans noch, daß das Waſſer in commmmicirenden Röhren 
ABC und DEF, dig. 594, im Auftande des Gleichgewichtes gleich: hoch 
fteht, oder daß die Spiegel AB und EF deilelben in eine und diefelbe 
Horizontalebene fallen. Zur Erhaltung des Gleichgewichtes ift es nöthig, 
dag die Waſſerſchicht FR durch die iiber ihr ftehende Waſſerſäule HR 
ebenſo ftarf nad) unten gedrückt wird, als durch die unter ihr befindliche 
Waſſermaſſe von unten nad) oben. Da aber in beiden Fällen die gedrückte 
Fläche eine und diefelbe tft, jo muß daher aud die Drudhöhe in beiden 
Fällen eine und diefelbe fein, es muß alfo der Waſſerſpiegel AB ebenjo hod) 
über FIR ftehen als der Wafleripiegel EF. 


Weibebach a Yebrbuch der Diechanif. 1. 44 
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8. 356  Seitendruck. Das foeben gefundene Gejeg von dem Waflerdrude gegen 
eine Horizontalfläche läßt fid) nicht unmittelbar auf eine gegen den Hort: 
zont geneigte ebene Fläche amwenden, da bei diefer die Drudhöhen an 
verschiedenen Stellen verfchieden find. Der Drud p— hy auf jede Flächen 
einheit innerhalb der horizontalen Maflerichicht, welche um die Tiefe h unter 
dem Waſſerſpiegel fteht, wirft nach allen Richtungen ($. 352) und folgld 
auch rechtwinkelig gegen die feften Seitenwände des Gefähes, die (nad 
$. 138) denfelben vollfommen aufnehmen. Iſt nun F, der Inhalt eine 
Elementes von einer Seitenflähe ABC, Fig. 595, und A, deſſen Trud- 
höhe Fy Mr, jo hat man den Normaldrud des Waſſers gegen daſſelbe: 

Fig. 595. P, = F.hY%; 

ift ebenfo F, ein zweites lächenelement, 

und A, deſſen Drudhöhe, jo hat man 

den Normaldrud auf daffelbe: 
P,=Fhy; 

ebenfo für ein drittes Element: 
A F. J yı \. w. 

Diefe Normaldriide bilden ein Softem 

von Parallelfräften,, deren Mitteltraft 

P die Summe diefer Drüde, alio 

P=(FRh+Rhk+--)7 
iſt. Nun ift aber nod) 
Rhı+PMhkı tt: 
die Summe der ftatifhen Momente von Fy, F, u. ſ. w. hinſichtlich der 
Oberfläche A OB des Waflers, und — Fh, wenn F der Inhalt der gar 
zen Fläche und % die Tiefe SO ihres Schwerpunfte® S unter dem Waller 
ſpiegel bezeichnet; e8 folgt daher der gefammte Normaldrud gegen die ebene 
⸗ Fläche: 





P=Fhy. 


Verfteht man hier unter Drudhöhe einer Fläche die Tiefe SO ılms 
Schwerpunftes S unter dem Waſſerſpiegel, jo gilt alſo allgemein die Kegel: 
der. Drud des Waſſers gegen eine ebene Fläche iſt gleich dem 
Gewichte einer Wafferfäule, deren Baſis die Fläche und deren 
Höhe die Drudhöhe der Fläche ift. 


Uebrigens ift noch hervorzuheben, daß diefer Waſſerdruck nicht von der 
Waffermenge, welche über oder vor der gedritdten Fläche fteht, abhängt, daß 
aljo z. B. umter übrigens gleichen Umftänden eine Spundwand ABCD, 
dig 596, denfelben Drud auszuhalten hat, fie mag das Waſſer einer ſchmalen 
Schleuſe ACEF, oder das eines größeren Teihes ÄCG AH, oder dat 
eines großen Sees abdämmen. Aus der Breite AR—(CD=b m 
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Höfe AD—= BC =a einer rectangulären Spundwand folgt die Fläche 
derfelben: F = ab 


Sig. 596. und die Drudhöhe: SO — 5 A 
Ä daher der Waflerdrud: 
P -ab-> y—= \,a?by. 


Es wächſt alfo diefer Drud wie 
die Breite und wie das Qua— 
drat der Höhe der gedrlidten 
Fläche. 


Beiſpiel. Wenn vor einem 4 Fuß breiten, 5 Fuß hohen und 21/, Zell dicken 
Schugbrete aus Gichenholz das Wafler 37/, Fuß hoch fteht, wie groß ift die Kraft 
zum Aufziehen deſſelben? 

Das Volumen des Bretes it: 

4.5.5, = %, Cubikfuß. 
Nimmt man nun die Dichtigfeit des mit Wafler geichwängerten Eichenholzes so 
$. 61, zu 61,75.1,11 — 73,26 Pfund an, fo folgt das Gewicht diejes Bretes: 
G = %,.7326 — 25.12,21 = 305,25 Pfund. 
Der Drud des Waflers gegen das Schutzbret und auch der Druck deſſelben 
gegen jeine Führung iſt: 
P = Y,.(")2.4.61,75 — 49: 30,875 — 1513 Pfund; 
jet man nun den Goefficienten der Meibung für nafles Holz nah $. 174, 
— 0,63, ſo folgt die Reibung diefes Bretes in feiner Leitung: 
F=9P = 0,8.1513 = 10288 Pfund. 
Addirt man hierzu das Gewicht des Bretes, jo erhält man die Kraft zum Auf: 
zieben deſſelben: 





— 1028,38 + 305,25 —= 1334,05 Pfund. 


Mittelpunkt des Wasserdruckes. Die Mittelfraft P—=Fhy aus g. 357 
ſämmtlichen Elementarprefiungen F,hıy, Fıh,y u. ſ. w. hat, wie jede 
andere Mittelfraft eines Syſtemes von Parallelfräften, einen beftimmten An- 
griffspunft, den man den Mittelpunft des Drudes nennt. Durd) Unter: 
ftügung diefes Punktes wird dem ganzen Waſſerdrucke einer Fläche das Gleich— 
gewicht gehalten. Die ftatiichen Momente der Elententarpreffungen F} hı y. 
F; h,y u. l. w. hinfichtlich der Ebene des Waflerjpiegels A BO, Fig. 595, 
find: 

Fhy.k=Fh’y Frh,y.k — Fh,y u. |. w.; 
es iſt aljo das ftatiiche Moment des ganzen Waflerdrudes in Hinficht auf 
diefe Ebene: 
(Fh?’+ Fh?+::)y. 
Bezeichnet man nun den Abftand AM des Mittelpunftes M diejes 
Drudes vom Wafferfpiegel durch 2, jo hat man das Moment des Waſſer— 
drudes aud): 


44” 
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Pe=(Fh+Fhk+:-.)ey, 
und es folgt nun durch Gleichſetzen beider Momente die in Frage ftehende 
Tiefe des Mittelpunftes M unter dem Wajjerfpiegel: 
FRr+FRht+. _FRHRRH+--- 
— J — FEIERT — — 
wenn, wie oben, F' den Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe ihres 
Scwerpunftes unter dem Wafleripiegel ausdrüden. 

Um diefen Drudpunkt vollftändig zu beftimmen, hat man noch deiien 
Abjtand von einer anderen Ebene oder Linie anzugeben. Set man die 
Abftände Fi @,, Fr @, u. ſ. w. der Flächenelemente F,, F, u. ſ. w. von 
der den Neigungswinfel der Ebene beftimmenden Falllinie A C, — yı, 9: 

Fig. 597. u. f. w., jo hat man die Momente 
der Elementardrüde in Hinficht auf 
dieſe Falllinie: 

—=Fıhyy, Fıh,yy u. f. w., 
aljo das Moment der ganzen Fläche 
= (Fhyt+RFRbky +--)y; 
und bezeichnet man den Abitand 
JUN des Mittelpunftes 7 von eben 
diefer Linie durd ©, jo hat man die: 
jes Moment aud) 

=(Fh+ Fb +:--)ry: 
jegt man endlich beide Momente ein: 
ander gleich, jo erhält man die zweite Ordinate: 





2) r— Fhy+fhkypt- oder — FhyutfRlkywto 
F', h, + Fu ha 4 ... 2 Fh 


Iſt @ der Neigungswinfel der Ebene ABC gegen den Horizont, find ferner 
%, 2 u. |. w. die Entfernungen Z, F\, E, Fy u. ſ. w. der Elemente F,, 
F3 u. ſ. w., und ift « der Abftand ZM des Drucdmittelpunftes M von der 
Durchſchnittslinie AD der Ebene mit dem Wafferfpiegel, fo hat man 
h, =, sin.@, ha — 2 sin. @ u.f.w., jowie 2 — usin. a; und führt man 
diefe Werthe in den Ausdrücken fir 2 umd x ein, fo ergiebt fich: 





— Fx2’+FPFax?’+t:.-- 2 Trägheitsmoment * 
aıthn+::- ftatijches Moment 

— FALVA F,AAVMV. tt. __ Centrifugalkraftmoment 
Frær + F23 ſtatiſches Moment 


Dean findet alſo die Abſtände u und v des Druckmittelpunktes von der 
horizontalen Are A Y und von der durch die Falllinie gebildeten Are A X, 
wenn man das ftatische Moment dev Fläche in Hinſicht auf die erfte Are 
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einmal in das Trägheitsmoment derjelben in Hinficht auf diefelbe Are und 
ein zweites Mal in das Gentrifugalfraftmoment derfelben in Hinficht auf 
beide Aren dividirt. Auch ift der erſte Abjtand zugleich die Entfernung des 
Schwingungspunftes von der Durchſchnittslinie mit dem Waſſerſpiegel 
($. 327). Uebrigens ift leicht zu ermeifen, daß der Mittelpunft des 
Waſſerdruckes mit dem in $. 313 beftimmten Mittelpunfte des Sto- 
Bes vollfommen zufanmenfällt, wenn die Durchjchnittslinie A Y der Fläche 
mit dem Waflerfpiegel als Drehare angejehen wird. 


Wasserdruck gegen Rechtecke und Dreiecke. ‚it die gedrückte 
Fläche ein Rechteck ACT, Fig. 598, mit horizontaler Grundlinie CD, fo 
befindet fi) der Mittelpunkt M des Drudes in der die Grundlinien halbi- 
renden Falllinie XL und fteht um 2/, diefer Yinie von der Seite A B im 
MWafleripiegel ab. Reicht diejes Nechte nicht bis zum Wajferfpiegel, wie 
in Fig. 599, ijt vielmehr der Abjtand KL der unteren Bafis CD vom 

Fig. 598. fig. 599. Fig. 600. 


ALP FB 


KORK, BF; 





Warleriptegel, —/, und der Abitand AO der oberen Bajis AB, — , ſo 
hat Man den Abjtand AM des Drudmittelpunktes vom Wallerjpiegel HR: 
-h 


! 
u— 2  4—: 
1 2 


Für ein vechfwinfeliges Dreied ABC, Fig. 600, defien eine Kathete 
AB im Waſſerſpiegel liegt, ift der Abftand AM des Drudmittelpunftes M 
von AB (Beijpiel $. 313): 

/,F.l 
—— "rl — al, 
wenn 7 die Höhe BU des Dreiedes bezeichnet. 

Der Abftand dieſes Punktes I von der anderen Kathete BC ift, da diejer 
Punkt jedenfalls in der das Dreied halbirenden Linie CO liegt, welche von 
der Spitze O nad) dem Mittelpuntte der Grundlinie geht, NM=r—\/, b, 
wo 5b die Grundlinie AB bezeichnet. 

Liegt die Spige CO im Wafferfpiegel, wie Fig. 601 (a. f. S.) angtebt, be 
findet fich alfo die Kathete A B unter der Spige, jo hat man: 

1, Fl 


2/, Fi 


— 3/1 und 





KM=zı = 


$. 308 
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b 
Nmz=zvu = z == /s b. 
Befindet fic) das ganze Dreied ABC, Fig. 602, unter Waffer, fteht die 


fig. 601. Fig. 602. Grundlinie AB um 
| AH— 1, und die Spike 


— 9 JH Cum CH — I, vom 
N Eu Waſſerſpiegel HR at, 
| N jo hat man den Abitant 
D M i 






MK ds Drudmittel: 
punftes M vom Waller: 











jpiegel HR: 
| dis 
rl dt rl, 4 
u 
Ri I, — 59) 
_ —————— 
T — 266421,) 


Auf ähnliche Weiſe laſſen ſich die Druckmittelpunkte von anderen ebenen 
Figuren beſtimmen. 


Beiſpiel. Welche Kraft P it aufzuwenden, un die um eine horizontale Arc 
Rig. 608. D vrehbare freisrunde Klappe AB, Kig. 68, 
i aufzuziehen? Es fei die Länge PA dieler 
ur Klapve, — 11, Auf, ihr Durchmeſſer AB 
* — 1), Ruf, der Abſtand ihres Schwerpumftet 
S ven der Are D, DS = 0,75 Auf, und da⸗ 
Gewicht derjelben, & — 35 Pfr.; ferner ſei der 
Abitand ZI H ver Drebare D von dem Waſſe 
fpiegel HR, in der Ebene der Klappe gemeflen, 
— 1 Auf und der Neigungswinfel diejer Ebene 
gegen den Horizont, « — 69°. 
Die gedrückte Fläche tt: 
ö nd? — 25 
I =ırr = — 0,7854 - 16 
— 1,2272 Quadratfuß, 
und die Druchöhe oder die Tiefe ihres Mirel 
punktes C unter dem Waſſerſpiegel: 
OC=h=HCsin.a=(HD+DOC) sin.a=(HD+DB+BC) sın.c 
= (1 + 0,25 + 0,625) sin. 68° — 1,875.0,9272 — 1,7385 Auf, 
und daher der Drud des Waſſers auf die Fläche AB —= F: 
= Fhy = 1,2272.1,7385.61,75 = 131,73 Pfund. 
Der Hebelarm 5 viefer Kraft in Hinficht auf die Drehare D ift der Abſtand 
DM ves Druckmittelpunftes M von derfelben, alſo: 


b=HM-— HD. 
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Nun ift aber ° 
y3 
4HC 





2 


daher folgt: 
b — 1,9271 — 1,0000 — 0,9271 Ruf, 
und das gejuchte ftatiiche Moment des Waflerdrudes: 
Qb = 131,75.0,9271 = 122,13 Rußpfund. 
Der Hebelarm des Gewichtes der Drehklappe ift i 
DK-— DScos.« — 0,75.c08.68° — 0,75.0,3746 — 0,2310 Ruf, 
und daher das ftatiiche Moment dieſes Gewichtes 
— 35.0,2810 — 9,84 Fufpfund. 
Durch Addition beider Momente erhält man das ganze Moment zum Auf: 
ziehen der Klappe 
Pa — 122,13 + 9,84 — 131,97 Rufpfund, 
und wirft nun die Kraft zum Aufziehen an dem Hebelarme DN = a —= 0,75 Ruf, 
fo folgt die Größe derjelben: 


P= 35197 — 175,96 Pfund. 
0,75 


Druck auf beiden Seiten einer Fläche. ®Wird eine ebene Fläche $. 359 

AB. fig. 604, zu beiden Seiten vom Waller gedrüdt, jo vefultirt aus 

Kia. 604. den beiden Seiten entjprechenden Mittel: 
fräften eine neue Mittelfraft, die ſich durch 
Subtraction derjelben von einander ergiebt, 
weil beide einander entgegen wirken. 

Iſt F der Inhalt des gedrüdten Theiles 
auf der einen Seite der Fläche AB, und 
h die Tiefe AS feines Schwerpunftes unter 
dem Waflerfpiegel, ferner F, der Inhalt 
des Theiles A, B, auf der anderen Seite 
der Fläche, und A, die Tiefe A, S, feines Schwerpunftes unter dem ent- 
Iprechenden Waſſerſpiegel, fo fällt die geſuchte Meittelfraft: 

P=-Fhy— Fhy=(Fh— Fıh)y aus. 

Iſt das Trägheitsmoment des erjten Flächentheiles in Hinficht auf die 
Yinte, in welcher die Ebene der Fläche den erjten Waſſerſpiegel ſchneidet, 
— Fk?, jo hat man das ſtatiſche Moment des Waflerdrudes von der einen 
Seite 





== FR. Yy; 
und ift das Trägheitsmoment des zweiten Flächentheiles in Hinficht auf 
die Durchſchnittslinie mit dem zweiten Waflerjpiegel, — Fı k/, jo hat man 
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ebenſo das ftatifche Moment des Waſſerdruckes von der anderen Seite ın 
Hinſicht auf die Are im zweiten Waſſerſpiegel 
— F kr Fi 
Seßen wir nun den Abftand A A, der Waflerjpiegel von einander, 
— a, fo erhalten wir die Vergrößerung des legten Momentes beim Lieber: 
gange von der Are A, auf die Are A, 
= Fıhay, 
und daher*das ftatiiche Moment des Waflerdrudes Fi A, y in Hinficht auf 
die Are A im erjten Wafjerfpiegel 
—=Fıkiy+ Fıh.a.y=(Fık?’ + Faah,)y. 
Hiernach folgt dann das ftatische Moment der Differenz beider Mitteldrüde 
— (Fk? — Fk? — aFıh) y. 
und der Hebelarm diefer Kraftdifferenz, oder der Abftand des Drudmittel- 
punftes von der Are im erſten Waſſerſpiegel: 
Fk? — Fk? — afFıhı 
FA Fh 


Sind die gedrücten Flächentheile einander gleich, welder Fall eintritt, 
wenn, wie Fig. 605 repräfentirt, die ganze Fläche AB — F unter Wafler 


a 


Fig. 605. ift, jo hat man einfacher: 
| P=Fhk-—h)y. 
— x] und da & —h? + 2ahı + ar (.k 224) 
3 ud — = a iſt, 
| k?— k? — ah, ah, + a? 
HI 270m ——— — 
h— h A 
—-h ta=h. 





In dem legten Falle ift aljo der Drud 
gleich dem Gewichte einer Waſſerſäule, deren 
Grundfläche die gedrückte Fläche und deren Höhe der Höhenabftand RH, 
zwifchen beiden Wafferfpiegeln ift, und es fällt der Mittelpunkt des Drudes 
mit dem Schwerpunkte S der Fläche zufammen. Dieſes Gefeg ift aud noch 
dann richtig, wenn beide Waflerfpiegel außerdem noch durch gleiche Kräfte, 
3. B. durd) Kolben, oder durch die Atmofphäre gedrückt werden. Denn iſt 
diefer Drud auf jede Flächeneinheit — p. und alfo die entſprechende 


Waflerfäulenhöhe 7 =; ($. 355), fo hat man ftatt A, A + T umd ftatt 


hr, Ar + 7 zu fegen, und e8 läßt die Subtraction die Kraft 
=(h+1—-(h+)Fy=(h—h)Fy 

übrig. Aus diefem Grunde läßt man denn auch in der Regel bei hydroſta— 

tiſchen Unterfuhungen den Atmofphärendrud außer Acht. 
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Beifpiel. Die Hohe AB ves Oberwaflers bei einer Schifffahrtsichleufe, Fig. 

606, beträgt 7 Auf, das Waſſer in der Kammer fteht am Scyleufenthore 4 Fuß 

Fig. 606. bob, und die Breite des Ganals und der Kam: 

j mer mißt 7,5 Ruß, melden Mitteloruf hat 
das Schleufenthor auszuhalten ? 





Es iſt 
F=7.75 = 525 un 
F, = 4.75 = 30 Quabdratfuß, ferner: 
1 7 4 
h=,1=7 und h=75=28uf, 
u a=7—4=83 Rus, 
1 49 1 16 
u a — — 
x257 F und 7 4 75 


daher folgt der geſuchte Mitteldruck: 
P=(Fh-—-Fh)y= (52,5 - 5 — 30 * 2)-61,75=123,75.61,75 


— 7641,7 Pfd., 
und die Tiefe feines Angriffspunftes unter dem Oberwaflerfpiegel: 
25.7 —390.2—3.0 155 
we ne U 10 Fu 


62,5. — 60 — 

Druck nach einer bestimmten Richtung. In vielen Fällen iſt 
es wichtig, nur einen, nad) einer bejtimmten Richtung wirkenden Theil des 
MWaflerdrudes auf eine Fläche zu kennen. Umfeinen folchen Componenten 
zu finden, zerlegen wir den normalen Waſſerdruck MP— P der Fläche 
AB=— F, Fig. 607, nad) der gegebenen Richtung MX und nad) der 

Fig. 607. Richtung MY winfelrecht gegen die 
jelbe in zwei Seitenfräfte: 

MP, =P, und MP, —= P.. 

St nun « der Winfel PMX, 
um. welchen die Normalfraft von der 
gegebenen Richtung MX der Geis 
tenkraft abweicht, fo erhält man fitr 
die Componenten: 

P, =Pcos.« und P, = Psin.«. 

Entwirft man von der Fläche AB 
in einer winfelrecht auf der gegebenen Richtung MX ftehenden Ebene die 
Projection BC, fo hat man für deren Inhalt F, die Formel: 

Fı = F.cos. ABC, 
oder, da der Neigungswinfel ABC der Fläche zu ihrer Projection gleich 
ift dem Winfel PMX — « zwifchen der Normalkraft P und ihrem Comes 
ponenten P,, jo hat man: 

F, = Feos. «, oder umgefehrt: 





| 
$. 36 
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F\ 
cos. = —, 


F 
und daher die geſuchte Seitenfraft: 
R —P. a i 
Da noch der Normaldrud die Größe P — Fhy hat, jo folgt endlich: 
‚= Fhy, 
d. h. der Drud, womit das Waſſer auf eine Fläche nad) irgend 
einer Richtung drüdt, ift gleich dem Gewichte einer Wafjerfäule, 
welche zur Bafis die Projection der Fläche winkelrecht zur gegebe- 
nen Richtung und zur Höhe die Tiefe des Schwerpunftes der 
Fläche unter dem Waſſerſpiegel hat. 

In den meiften Fällen der Anwendung ift es wichtig, nur den verticalen 
oder einen horizontalen Componenten vom Drude des Waſſers gegen eine 
Fläche zu fennen. Da die Projection winkelrecht zur Verticalrichtung, die 
Horizontal- und die Projection winfelvecht zu einer Horizontalrichtung eine 
Verticalprojection ift, jo findet man den VBerticaldrud des Waſſers gegen 
eine Fläche, wenn man die Horizontalprojection oder den Grundriß 
derfelben als gedrüdte Fläche, umd dagegen den Horizontaldrud dei 
Waffers nad) irgend einer Richtung, wenn man die Verticalprojection 
oder den Aufriß der Fläche wintelrecht gegen die gegebene Richtung als 
gedrückte Fläche behandelt, in beiden Fällen aber die Tiefe O S des Schwer⸗ 
punktes S der Fläche unter dem Waſſerſpiegel als Druckhöhe anſieht. 

Bei einem prismatiſchen Teichdamm ABDE, Fig. 608, hat man 

Fig. 608. hiernad) für die Hori— 
zontalgewalt des Waſſers 
das verticale Yängen- 
profil 40 und für die 
Verticalfraft die Hort- 
zontalprojection BC der 
Waflerflähe AB als 
gedrüdte Fläche anzu 
jehen. Sett man daher 
die Yänge des Dammes, 
—I1, die Höhe AC—=h 
und die vordere Böſchung 
BC= a, fo folgt die Horizontalfraft des Waſſers 


H=1h-2y —= Yhtly, 





und der Verticaldrud defielben: 
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y=al.ly — !yalhy. 


Iſt nun noch die obere oder Dammfappenbreite A E — b, die hintere 
Böfhung DF — a,, und die Dichtigfeit der Dammmafie, — Yı, Jo hat 
man das Gewicht des Dammes: 


G — + Ta )iin, 


und den ganzen Verticaldrud des Dammes gegen den horizontalen Boden: 


40 —V —— * “hip, =| har +0 | 


Set man den Reibungscoefficienten = , fo folgt nun die Reibung oder 
Kraft zum Fortſchieben des Dammes: 


F=9 + 9=|ar ++ Fe) ylonı. 
In dem Falle, wenn der Horizontaldrudf des Waſſers diefes Fortichieben 
bewirken joll, ift daher zu fegen: 
— — ( 7 
oder einfacher: 
"= pla+@dtatm) 
Damit alfo der Damm vom Waffer nicht fortgefchoben werde, muß fein: 
h< »(a +(2b+a+ 5) oder 


b >| - .)z — (a + a)|- 


Der Sicherheit wegen nimmt man wohl an, daß der Grund des Dammes 
größtentheild durchwaſchen fei, weshalb äußerſtenfalls noch ein Gegendrud 
von unten nach oben, — (b + a + a,)!hy in Abzug zu bringen und 


"<olay tar (&-1)-a| 
zu jegen iſt. 





er . n|-pni, 


Beifpiel. Die Dichtigfeit der Lehmdammmafle ift nahe doppelt fo groß, als 
die des Waſſers, alſo: 


A-2wA-ı=1jı; 
rd z 


es läßt fich daher für einen Lehmdamm einfach 
h<vo(2b + a) 
fegen. Grfahrungen zufolge widerfteht ein Damm hinlänglih, wenn die Höhe, 
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Bojhung und Kappenbreite veflelben einander aleich find; ſetzt man hiernach ım ter 
legten Formel: 


h=b=a, fo ergiebt fih: 
7 — Ns, weshalb man in anderen Rällen: 
h=1 le» +a+ta,) ( — 1) — a], 
und insbefondere bei Lehmdaͤmmen: | 
h—= (25 + a), daher umgefehrt: 
3sh—a 


2 


b= 





zu ſetzen hat. 
Beträgt die Dammhöhe 20 Fuß und der Böfhungsmwinfel « — 36°, je ii 
die Böfchung: 
a = hcoty.a — 20.cotg. 36% — 20.1,3764 — 27,53 Auf, 
und Daher die obere Damm: oder Kappenbreite: 


60 — 27,53 r 234 
—— — — 16,24 Ruß zu machen. 


Druck auf krumme Flächen. Das im legten Paragraphen gefun- 
dene Geſetz Über den Drud des Waſſers nad) einer beftimmten Richtung 
gilt nur für ebene Flächen und für die einzelnen Elemente frummer Flächen, 
nicht aber für frumme Flächen überhaupt. Die Normaldrüde auf die 
einzelnen Elemente einer krummen Fläche laſſen ſich in Seitenkräfte parallel 
zu einer gegebenen Richtung und in andere, gegen erftere winfelrecht wirfend, 
zerlegen. Jene Seitendritde bilden ein Syftem von Parallelfräften, deren 
Mittelkraft den Drud in der gegebenen Richtung angiebt, und diefe Seiten- 
fräfte laſſen ſich ebenfalls auf eine Mittelkraft zurüdführen, beide Mittel: 
fräfte geftatten aber feine weitere Vereinigung, wenn ihre Richtungen nicht 
zum Durchichnitte gelangen ($. 97). Im Allgemeinen ift es aljo nicht 
möglich), die fämmtlichen Waſſerdrücke gegen die Elemente einer frummen 
Fläche auf eine einzige Kraft zuridzuführen; es kommen jedoch einzekne 
Fälle vor, wo diefe Vereinigung möglich ift. 

Sind Gi, Ge, G, u. f. w. die Projectionen und Ay, Ay, ha u. ſ. w. die 
Drudhöhen von den Elementen F\, F5, F, u. f. w. einer frummen Fläche, 
jo hat man den Drud des Waflers nad) der Richtung winkelrecht zur Pro- 
jectionsebene: 

P=(Gh+ Gehe + Gh, +--)Y, 
und das Moment deffelben in Hinficht auf die Ebene des Wafferfpiegelt: 
Pu=(Gıh?+ ah?+ Gl} + -)P7. 

Kann man die gedrückte krumme Fläche in Elemente zerlegen, die zu 

ihren Projectionen ein unveränderliches Verhältniß haben, läßt ſich alſo 
Gi 0 


— * — — u}. w. — nr Jeßen, jo hat man: 
F\ F7 F, j ſetz | h 
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Pr F‘ 
6* — (7 = u. ſ. w., daher: 


‚„_l{Fh , Fıh, —(# hı+Fohr +. \ _Fh 
Be n + n +) r=( n P=Tr 
wo F den inhalt der ganzen Fläche und / die Tiefe ihres Schwerpunftes 
unter dem Wajleripiegel bezeichnet. Nun hat man aber 


F=F+F,+.-.—_nG tr + =n(Gı ++) —=nG, 
wenn 6G den Inhalt der Projection der ganzen Fläche ausdrüdt, es ift daher: 


Fh 
ı’— —y = (rhpy: 
1 — Thy; 


aljo wie bei jeder ebenen Fläche, der Waſſerdruck nad) einer Richtung 
gleich dem Gewichte eines Wafjerprismas, deſſen Grundfläche 
der Projection der frummen Fläche winfelreht gegen die gegebene 
Richtung und deſſen Höhe der Tiefe des Schwerpunftes der 
frummen Fläche unter dem Wafferipiegel gleid) fommt. 


So' iſt z. B. der Berticaldrud des Waſſers gegen den Mantel eines mit 
Waſſer gefüllten, kegelförmigen Gefäßes ACB, Fig. 609, gleicd) dem Ge- 
Fig. 609. wichte einer Waflerfäule, welche die Boden— 
fläche zur Bafis und zwei Drittel der Aren- 
länge CM zur Höhe hat, weil ſich die von der 
Bodenfläche gebildete Horizontalprojection des 
geraden Kegelmantels ebenjo wie der Mantel 
in lauter gleiche trianguläre Elemente zerlegen 
läßt, und weil der Schwerpunft S des Kegel— 
mantel8 um zwei Drittel der Höhe des Kegels 
von der Spite abfteht ($. 116). Dit r der 
Halbmeiler der Bafis und A die Höhe des Ke— 
gels, jo hat man den Drud gegen den Boden, 
— ar?hy, und den Berticaldrud gegen den Mantel, — ?/;, ar?hy; da 
aber der Boden mit der Seitenwand feit verbunden ift, und beide Drüde 
einander entgegen wirfen, jo folgt die Kraft, mit weldyer das Gefäß durd) 
das Waſſer abwärts gedrüct wird, 
— (1 — ?/,)ar!hy = N,ar:hy 
— dem Gewichte der ganzen Wafjermafie. Hätte man den Boden durch 
einen feinen Schnitt vom Mantel getrennt, jo wiirde derjelbe mit feiner 
vollen Kraft ar?hy nad) unten, oder auf feine Unterlage drüden, dagegen 
wäre aber aud) noch der Mantel mit einer Kraft ?/; ar?hy niederzuhalten, 
um das Abheben defielben durd) das Waſſer zu verhindern. 
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Anmerkung. Es iſt hiernach die Kraft, welche der Dampf einer Dampf⸗ 


maſchine oder das Mafler einer Mafferfäulenmaichine auf den Kolben ausübt, 
unabhänaig von der Form des Kolbens. Wie auch vie 
Druckfläche durch Aushöhlung oder Abrundung vergrößert 
fein möge, immer bleibt der Drud, mit welchem ver 
Dampf oder das Waffer ven Kolben fortichiebt, aleich dem 
Producte aus dem Duerfchnitte oder der Horigentalpre: 
jection des Kolbens und aus dem Drucde auf vie Flächen— 
einbeit. Bei dem trichterformigen Kolben AB, Atg. 610, 
deſſen größerer Halbmeſſer CA—= CB= r und denen 
fleinerer Halbmeſſer 6 D= GE=r, it, mißt der 
Druck auf die Grundfläche, = anr?p und die Reactien 
auf den Mantel, — n (r? — r?) p; es iſt daber ver 
übrigbleibende wirffame Drud: 
P=-anrp-—- ar —ı)p=ar'p 

— Duerfchnitt des Cylinders mal Drud auf die Alädhen: 
einheit. 


Big. 610. 





Horizontal- und Verticaldruck. Wie aud) eine frumme Fläche 
AB, Fig. 611, geformt fein möge, immer ift der Horizontaldrud des 
Waflers gegen diefelbe gleich dem Gewichte einer Waflerfäule, weldye zur 
Bafis die Verticalprojection Ao Bo der 
Flächeroinkelrecht gegen die gegebene Drud- 
richtung und zur Drudhöhe die Tiefe OS 
des Schwerpunftes S diefer Projection unter 
dem Waflerfpiegel hat. Die KRidjtigfeit 
diefer Behauptung folgt aus der Formel 

P= (Gh + oh +-)7 
fogfeich, wern man berüdjichtigt, da die 
Drudhöhen A,, Az u. |. w. der flächen: 
elemente auch zugleich die Drudböben 
ihrer PBrojectionen find, daß aljo 

Gıhh + Ghoe + 
das ftatische Moment der ganzen PBrojection, d. i. das Product Gh aus der 
Berticalprojection G und der Tiefe A ihres Schmwerpunftes unter dem Waſ⸗ 
ſerſpiegel iſt. Man hat alſo hier wieder 
— 
zu ſetzen, aber nicht außer Acht zu laſſen, daß A die Druckhöhe der Vertical— 
projection ift. 

Der Verticalſchnitt, wodurch man ein Gefäß mit dem darin befindlichen 
Waſſer in zwei gleiche oder ungleiche Theile theilt, ift zugleich die Vertical- 
projection von beiden Theilen, der Horizontaldrud auf einen Theil der Ge 

fäßwand ift aber dem Producte aus der Verticalprojection dejjelben umd der 

Tiefe ihres Schwerpunftes unter dem Waſſerſpiegel proportional ; folglich 


Fig. 611. 
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ift auch der Horizontaldrud des Waſſers auf einen Theil AB der Gefäßwand 
genau fo groß, als der entgegenigejegt wirkende Hortzontaldrud auf den gegen- 
itber liegenden Theil A, B, derjelben, und e8 heben ſich beide Kräfte im 
Gefäße gegenfeitig auf. Das ganze Gefäß wird alfo von dem eingefchlojjenen 
Waſſer nach allen horizontalen Richtungen gleid) ftarf gepreßt. 

Der Berticaldrud P, = G, hy des Waſſers gegen ein Element 
F\,, Fig. 612, der Gefäßwand ift, da die Horizontalprojection G, des 
Elementes als Querſchnitt und die Drudhöhe A, ala Höhe und aljo G, A, 

Fig. 612. als das Volumen eines Prismas angejehen werden 
fann, gleich dem Gewichte einer itber dem Elemente 
ftehenden und bis zur Ebene HR des Waflerjpiegels 
reihenden Waflerfäule FF. Die einen endlichen 
Theil AB des Bodens oder der Gefäßwand aus- 
machenden Flächenelemente erleiden daher aud) einen 
Verticaldrudf, welcher dem Gewichte ſämmtlicher dar- 
iiberjtehenden Waſſerſäulen, d. i. dem Gewichte der 
itber dem ganzen Stüde ftehenden Waſſerſäule gleid) 
ift. Setzen wir dieſes Volumen V,, fo erhalten wir 
hiernad) für den verticalen Waflerdrud : 

5 2 

Für einen anderen Theil A, B, der Gefäßwand, 
welcher fenfrecht iiber dem vorigen liegt und das Vo— 
fumen A, B, H—= P, begrenzt, hat man den entgegengefeßten Berticaldrud: 

= Pır; 
find aber beide Theile feſt mit einander verbunden, fo refultirt aus beiden 
Kräften die vertical abwärts wirkende Kraft: 
=P—- = —Iı)y=PVy 
— dem Gewichte der zwifchen beiden Flächentheilen enthaltenen 
MWafferfäule Wendet man endlich dieſes Gefeg auf das ganze Gefäß an, 
fo folgt, daß der gefammte Berticaldrud des Waffers gegen das 
Gefäß gleich ift dem Gewichte der eingefchloffenen Waffermajfe. 

Macht man eine Oeffnung O in die Seitenwand eines Gefäße HBR, 
dig. 613, I. u. II. (a.}.©.), jo fällt der Theil des Druckes, welcher dem 
Querſchnitte diefer Deffnung entipricht, weg, und es bleibt daher der Drud 
auf das gegenüber liegende Flächenftüd F übrig. Wird nun die Deffnung 
wie in I., durch einen Stöpfel verſchloſſen, deilen Zurüdgehen ein Wider: 
ftand Z von außen verhindert, jo findet eine gleicymäßige Vertheilung des 
Horizontaldrudes auf die Gefäßwand nicht mehr ftatt, fondern es wird das 
Gefäß mit einer Kraft P — Fhy fortgefchoben, weldye der Stöpfel in ent- 
gegengefagter Richtung aufnimmt. Gelangt nad) dem Entftöpfeln der Mün— 
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dung das Waſſer O zum Ausflug, wie II. darftellt, fo fteigert ſich in Folge 


Fig. 613. 





der Reaction des ausfliegenden Waſſers diefer Druck ? von hy au 
P, — 2 Fhy, wie in der Folge gezeigt werden wird. 


Beifpiel Der Verticaldrud P, des Waſſers auf die untere Halbfugellähe ADB, 
Fig. 614, it dem Gewichte einer Waflerfäule gleich, welche oben von der Ebene des 
xig. GH. Waſſerſpiegels HR und unten von dieler Halt: 
fugelfläche begrenzt wird. Iſt r der Halbmeiler 
CA— CD dieſer Aläde, und A vie Höbe 
CO des Wafferfpiegels ZUR über ver berizen- 
talen Begrenzungsebene AB verjelben, je bat 
man Das Wolumen ver Halbfugell ABD, 
Vn = *®,nr, und das des Cylinders über 
AB, V, = nr:h, daher: 
P, =, +} y=l, nr®+arth)y 
—(h+ Y,r)ar2y. 
Der nach oben gerichtete Deriiralsend auf vie 
obere Halbkugelfläche AEB iſt dagegen: 

P=(%—Vı)y=(kh-®r)ary; 
daher folgt ver geſammte Berticaldrud: 

P=BR —- An, zur 34 
— dem Gewichte des Waſſers in der ganzen 
Kugel. 

Der berizentale Druck auf eine ver Halbfugeln DAE und DBE, welde in 
der Verticalebene DEE zuſammenſtoßen, wird dagegen Dur das Gewicht ves 
Prismas von der Grundſtäche DOE — nr? und ver He CO — h gemein, 
it Folglich: 





R = sin 


363 Röhrenstärke. Bon bejonderer Wichtigkeit ift die Anwendung der 
Yehre vom Waſſerdrucke auf Röhren, Keſſel u. f. w. Damit diefe Gefäße 
dem Wafjerdrude hinreichend widerftehen und durch denfelben nicht zeriprengt 
werden, hat man ihnen eine gewilfe, der Druchöhe und der inneren Weite 
entiprechende Wandftärke zu geben. Das Zeriprengen einer Röhre kann 
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entweder in Quer- oder in Pängenriffen vor ſich gehen. Die legteren ent- 
ftehen jedoch leichter als die erjteren, wie aus Folgendem erhellen wird. 

Iſt die Drudhöhe des Waſſers in einer Röhre, — h, alfo der Drud 
dejlelben auf die Flächeneinheit, p — hy, ferner die Weite diefer Röhre, 
MN—=2C0M=2r, ‘ig. 615, alfo der Querſchnitt des Waſſerkörpers in 
derjelben, FF — zr?, jo beträgt der auf die Endflächen der Röhre aus- 
geübte und von dem Querſchnitte der Röhrenmaſſe aufzunchmende Wafferdrud: 

P=-fy=zriyzzrp. 

Hat nun die Röhrenwand eine Dide AD— BE— e, fo ift der Quer— 

Schnitt derjelben 
= z(r+te? — art =2are te = = 2ure(1 + — 5: 


und bezeichnet man endlich den Tragmodul des Köhrenmaterials durch 7, 
jo läßt fic die Tragkraft der ganzen Nöhre in der Arenrichtung, 


Fig. 615. > Gen — 
P— (1 2 5,)2areT 
jegen, fo daß num die Gleichung 


(1 B= 57) 2areT=arıp oder 





(1 + 55) 2eT=rp (\. $. 205) 


aufgeftellt werden fann, deren Auflöfung 
die gefuchte Röhrenftärke 








ee 
e 
2 (i + MR 
oder meift genau genug, 
_.rp _rhy 
Tr 2 7 gie * 


Der mittlere Druck, welchen das Waſſer auf ein Waͤndſtück AMB aus- 
übt, defien Yänge — !, und Gentriwinfel AU B — 2«b ift, beträgt, da die 
Projection diefes Stüces rechtwinfelig gegen die Mittellimme CM ein Rechted 
vom Inhalte AB.T — 2rlsin.« ift, 

P= 2rlsin.a.p = 2rlhsin.a.y. 

Diefer Kraft wird durch die Cohäſionskräfte RR, RR in den Querjchnitten 
AD.I und BE.T— el der Röhrenwand das Gleichgewicht gehalten; fie 
ift daher der Summe 2 @ derjenigen Componenten DO—Q md EQ—V 
der letzteren Kräfte gleich zu fegen, weldye mit dev Mittellinie CM parallel 
gerichtet find. Seen wir nun R — eTT, fo erhalten wir: 

Meiebah'a Lehrbuch der Mechanik 1. 45 
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Q = Rsin. ARQ = Rsin. ACH = elTsin.«, 

und daher: 
2elTsin.a = 2rlpysin.a,dtL.eT=rp, 

und es ift hiernad) die gefuchte Röhrenſtärke: 

EEE 2.4 

T — 
alſo ganz unabhängig von der Lage und Länge der Riſſe. 


e = 


Da die erfte Entwidelung e nur — * giebt, ſo folgt, daß zur Berhin— 


derung der Entſtehung von Längenriſſen die Wandſtärke noch einmal ſo groß 
zu machen iſt, als zur Verhinderung der Bildung eines Querriſſes. 
Ans der gefundenen Formel 
EP... PRY 
T"T 

folgt, daß fi die Stärken gleichartiger Röhren wie die Weiten 
und wie die Drudhöhen oder Drüde auf die Flächeneinheit ver⸗ 
halten müſſen. Eine Röhre, welche dreimal jo weit iſt, als eine andere, 
und einen fünfmal jo großen Drud auf jede Flächeneinheit auszuhalten hat, 
als diefe, muß eine fünfzehnmal jo ftarfe Wand erhalten. 


Hohlen Kugeln, welde von innen einen Drud p auf jede Flächen 
einheit aushalten müſſen, hat man die Stärfe 


2 A 


2T 
zu geben, weil bier die Projection der Drudfläche der größte Kreis mr’ 


und die Trennungsfläche der Ring 2rre (1 BE 5 =), oder anmähernd, bei 


Heinerer Dide, = 2rre ift. 


Die gefundenen Formeln geben fir p — 0 aud) e — 0, deshalb mükten 
alfo Röhren, welche feinen inneren Drud auszuhalten haben, Miendlic din 
gemacht werden; da aber jede Röhre ſchon in Folge ihres eigenen Gewichtes 
einen gewiſſen Drud aushalten und auch eine gewifje Dice erhalten muß, 
damit fie wafjerdicht wird, jo hat man zu der gefundenen Größe nodh eine 
gewiſſe Dide e, hinzuzufügen, um die Stärke einer unter allen Umftänden 
widerftehenden Röhre zu erhalten. Es ift folhem nad) für cylindriiche 
Röhren oder Keſſel zu feen: 





rhy 





oder einfacher, wenn d die ganze innere Röhrenweite, p den Drud in 
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Atmojphären, jede einer 33 Fuß hohen Waſſerſäule entfprechend, und u eine 
Erfahrungszahl bezeichnet: 
| e=a + upd. 
Gemachten Erfahrungen zufolge iſt anzunehmen flir Röhren von: 
Eifenbledd . . » . . e—= 0,00086pd + 0,12 Zoll 


Gußeiſen 0,00238pd + 0,33, 
Kupfer . 0,00148pd +4 0,16 „ 


4 

SUBE 0,00242pd + 0,16 „ 
u ee at 0,0323 pd + 1,04 „ 
natürlichen Steinen . . e= 0,0369 pd + 1,15 „ 
fünftlichen Stenen . . e == 0,0538 pd + 153 „ 


Bir 2 220220208 0,00507pd + 0,20 , 


Beiipiel. Wenn eine Warferfäulenmafchine ſenkrecht ſtehende, im Inneren 
10 Zoll weite Ginfallröhren aus Gußeifen bat, wie ſtark müflen diefelben bei 
100, 200 und 300 Fuß Tiefe fein? Mach der Kormel it bei 100 Fuß Drud 
diefe Stärfe — 0,00233 . 100%/,. . 10 + 0,33 = 0,07 + 0,335 — 0,40 Zoll; 
bei 200 Ruf = 0,14 + 0,33 — 0,47 Zell, und bei 300 Ruß Drud — 0,22 
+ 0,35 = 0,55 Zell. Gewöhnlich prüft man qufeiferne Yeitungsrohren auf 
10 Atmojphären, weshalb hiernach 

e — 0,0238.d + 0,35 Zell, 
alfo für Nöhren von 10 Zoll Weite die Stärfe: 

e — 0,24 + 0,33 — 0,57 Zell 
anzuwenden it, 

Anmerfung 1. Am zweiten Theile werden die Wanpdftärfen der Nöhren audı 
für den Fall ermittelt, wo die Möhren nicht bloß hydroſtatiſchen Drud, fondern 
auch hydrauliſche Stöße auszuhalten haben. (S. „Ingenieur“ S. 422.) 


Anmerkung 2. Bon den Stärfen der Dampffeflelwände wird im zweiten Theile 
gehandelt. Weber die Theerie der Möhrenftärfe it eine Abhandlung ven Herrn 
geh. Regierungsratb Brir in den Berhandlungen des Vereins zur Beförderung des 
Sewerbefleiges in Preußen, Jahrgang 1834, fowie Wiebes Lehre von ven 
einfachen Mafdrinentheilen, Band I., nachzuleſen. Ebenſo Nanfine’s Manuel 
of applied Mechanics, &.259, und Scheffler’s Monographien über die Gitter: 
und Bogentgäger, und über die Feſtigkeit der Gefäßwände. Bon den technifchen 
Berhältniffen und von ven Prüfungen der Möhren wird gehandelt in Hagen’s 
Handbuh der MWaflerbaufunit, Theil J., ferner in Geniey’s Essai sur les 
moyens de conduire etc. les eaux, und im Traite theoretique et pratique 
de la eonduite et de la distribution des eaux, par Dupuit, Paris 1854. 
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Zweites Gapitel 
Nom Gleichgewichte des Waſſers mit anderen Körpern. 


‚364 Auftrieb. Ein unter das Waffer getaudhter Körper wird durdı 
das Wafler von allen Seiten her gedrüdt, und es entitcht nım die Frage 
nach) der Größe, Richtung und dem Angriffspunkte der Mittelfraft aus allen 
diefen Preflungen. Denken wir ung diefe Mittelfraft aus einem verticalen 
und zwei horizontalen Komponenten beftehend, und bejtimmen wir diefe Kräfte 
nad) den Regeln des $. 362. Der Horizontaldrud des Waſſers gegen 
eine Fläche ift gleich dem Horizontaldrude gegen ihre Berticalprojection : 
num ift aber jede Projection eines Körpers A C, Fig. 616, Projection vom 
Hintertheil ADC und Bordertheil ABC feiner Oberfläche zugleich, es fallt 
daher auch der horizontale Wafferdruf 7 gegen den Hintertheil der Ober— 
fläche eines Körpers eben jo groß aus als der Drud — P gegen den Vor— 
dertheil, und es iſt im Folge der entgegengefegten Nichtungen diefer Drücke, 
die Mittelfraft derjelben gleich Null. Da dieſes Verhältniß bei jeder belie— 
bigen Horizontalrihtung und diefer entiprechenden PWerticalprojection ftatt- 
findet, jo folgt, daß die Nefultirende aus allen Horizontalprejlungen Null 
ift, daß alfo der unter dem Waller befindliche Körper AC nad allen 
horizontalen Richtungen gleich ſtark gedrücdt wird und deshalb fein 
Beftreben hat, fid) in einer Horizontalrichtung fortzubewegen. 


Fig. 617. 





Um den Berticaldrud des Wafjers gegen den eingetauchten Körper 
ABD, Fig. 617, zu finden, denken wir uns denfelben in verticale Elemen- 
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tarprismen AB, CD u. ſ. w. zerlegt, und bejtimmen die Verticaldrüide auf 
die Endflächen A und B, C und D derfelben u. ſ. w. Sind die Längen 
diejer Säulen 7, , 7, u. f. w., die Tiefen ZH B, K D ihrer oberen Enden B, 
D unter dem Wailerfpiegel OR, Ay, hr u. |. w., und ihre horizontalen 
Querjchnitte F,, F, u. |. w., fo hat man die von oben nad) unten wir- 
fenden Verticaldriüde gegen die Enden B, D u. f. w. 
Ci, Qs u. ſ. w. — FıhY, Fıh,y u. f. w., 

und dagegen die von unten nach oben und gegen die Enden A, GCu. ſ. w. 
wirfenden Drücke 

P,Pıu.j.w= HF Un +1)Y,F (h, +%)y u. f. w.; 
und es folgt nun durch Vereinigung diefer Parallelkräfte die Mittelfraft: 
P=P,+P,+--— (Qı + 92 +) 

—=F(h+1)y+ Ro +l)y+--— Rhy—Bhy—-- 

=(hhı + Bu +--)y=Vy, 
wenn V das Volumen des eingetauchten Körpers oder des verdrängten 
Waſſers bezeichnet. 

Hiernady ift alfo der Auftrieb, oder die Kraft, mit weldher das 
Waſſer einen darin eingetauchten Körper von unten nad) oben 
emporzutreiben ſucht, gleich dem Gewidte des verdrängten 
Waſſers oder einer Waſſermenge, welde mit dem untergetaud)- 
ten Körper einerlei Volumen hat. 

Um endlich noch den Angriffspunft diefer Mittelfraft zu finden, fegen wir 
die Abjtände EFF), EF, u. f. w. der Elementarfäulen AB, CD u. ſ. w. 
von einer Verticalebene OX, a, , a, u. f. w. und bejtimmen die Momente 
der Kräfte in Hinficht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angriffspunft des Auf: 
triebes und? E S— x der Abſtand defjelben von jener Grundebene, jo hat man: 

Vy.ce= Flıy.a + FRBlby.g +---, 
und daher: 

Aha + Rhbg +. NathNhm+--- 
mMi+tAbt..  N+tyteon 
wenn V,, Pe u. ſ. w. die Inhalte der fänlenförmigen Elemente bezeichnen. 
Da fidy (nad) $. 105) der Schwerpunkt des Körpers genau nad) derjelben 
formel beſtimmt, jo folgt, daß der Angriffspunft S des Auftriebes 
mit dem Schwerpunfte des verdrängten Waſſers zufammenfällt. 


Auftrieb bei theilweiser Umgebung mit Wasser. Wenn $. 36: 
ein Slörper, wie ABD, Fig. 618 (a. f. ©.), nicht vollftändig vom 
Waſſer AZIR umgeben ift, jondern mit der Gefäßwand in einer ebenen 
Fläche A B vom Inhalte F zufammenhängt, oder die Gefäßwand mit dem 
Querſchnitte AB — F durddringt, fo fällt von der Wirkung des Waſſers 
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auf den Körper die Kraft weg, welche _diefelbe auf die Fläche AB augüben 
wiirde, wenn legtere frei, aljo ebenfalls mit dem Waller in Berührung wäre. 

Bezeichnet nun A die Drudhöhe auf AB, 

Big. 618. d. i. die Tiefe des Schwerpunftes dieſer 
Fläche unter dem Wafleripiegel HR, jo wäre 
der Wafferdruf auf AB, P—= Fhy 
und giebt Y, das Volumen des von ABD 
verdrängten Wafler® an, fo iſt de 
Auftrieb des Waſſers, welcher den Körper 
jenfrecht aufwärts zu bewegen fuchen würde, 
wenn er ganz frei wäre, PR — Pr}. 

Da num aber der Drud auf A B weg— 
fällt, fo ift die Gefammtwirfung des Waf 
ſers auf den Körper nur die Meittelfrait 
Raus PP =V,y md — P=— Fhy. 
Um diefe Mittelfraft zu beftimmmen, hat 
man die verticale Schwerlinie des verdrängten Waflerförpers und die durch 
den Mittelpunkt I7 des Diudes auf AB winfelrecht jtehende Gerade bis 
zum Durchſchnitt C zu verlängern, die Kräfte PR und — P im dielem 
Punkte angreifend anzunehmen, und diefelben mittel® des Parallelogrammes 
der Kräfte zu einer Mittelfraft CR — R zu vereinigen. 

Iſt die Neigung der Fläche AB gegen den Horizont, ſowie die Abwer- 
hung der Kraft P, von der Verticalen, S «, fo hat man folglid den 
Winkel, welchen die Richtungen der Kräfte P und — P, zwiſchen ſich ein 
ichliegen, MC P, — 180% — «, und daher die Größe der den gejammten 
Waſſerdruck auf den Körper A BD meſſenden Mittelfraft 

= Vr: + P?— 2PP,cos.« 
= „Vv? + (Fh)? — 2, Fhcos. a. 

Dem Prineip von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung euthpte— 
chend, findet natürlich auch eine gleiche Reaction — R des Körpers auf 
das Waſſer ftatt. Iſt. 9, das Volumen des Waflers im Gefäße, alſo 
V,Y das Gewicht G deflelben, fo folgt die Kraft, mit welcher das Gefük 
vertical abwärts gedrückt wird, 

Q=Nhr+PA=(M +Y)ydbiQ=Pr 
wenn 7 — V, + V, das Volumen des vom Waffer und vom Körper 
A BD zugleid) eingenommenen Raumes bezeichnet. 

Vereinigte man nun noch hiermit den Druck P— Fhy, fo folgt die 
Geſammtkraft, — das Gefäß aufzunehmen hat, 


— Vo? + p2 — 2QPcos.a 


—yVVv:+ (Fh)? — 2VFh cos. a. 








8. 366.) Vom Öleichgewichte des Waſſers ıc. 711 
Wäre die Fläche AB horizontal, aljo « — Null, jo hätte man 
R=(VY, — Fh)y mw Rı =(V — Fh)y. 
Wäre aud) noch 9, —0, fo würde R=— Fhy ausfallen (f. $. 355). 


Gleichgewicht der schwimmenden Körper. Au den Aufs $. 368 
triebe P eines in oder unter Waffer getauchten Körpers geſellt ſich noch das 
in entgegengefegter Nichtung wirkende Gewicht @ des Körpers, und es 
ergiebt ſich nun aus beiden eine Mittelfraft: 

R=G—-Poer=(e — 1) Vp., 
wenn & das fpecifiiche Gewicht des Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermafie homogen, fo fällt der Schwerpunft des verdrängten 
Waſſers mit dem des Körpers zuſammen, und es iſt daher diefer Punkt 
zugleid) der Angriffspunft von der Mittelkraft A —= @ — P; findet aber 
eine Homogenität nicht ftatt, jo fallen diefe Schwerpunkte nicht zuſammen, 
und es weicht deshalb aud) der Angriffspunkt der Meittelfraft 7% von beiden 
Schwerpunkten ab. Seen wir den Horizontalabftand SH, Fig. 619, 





beider Schwerpunkte von einander, — b und den Horizontalabjtand SA 
des gefuchten Angriffspunftes A von dem Schwer: 
Sig. 619. punkte S des verdräugten Waſſers, — a, fo haben 
wir die Gleichung: 
Gb= Ra, 
woraus fic) 
46 = @b — Gb 
R G—1 


ergiebt. 

Wird der eingetauchte Körper feiner eigenen 
Schwere überlaffen, fo können folgende drei Fälle 
eintreten. Entweder ift das fpecifiiche Gewicht & 
des Körpers gleich) dem_des Waflers, oder es ift größer, oder es ift Meiner 
als das fpecififche Gewicht des Waſſers. Im erjten Falle ift der Auftrieb 
gleich, dem Gewichte, im zweiten ift er Meiner und im dritten ift er größer als 
das Gewicht des Körpers. Während im erften Falle Gleichgewicht zwifchen 
dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, muß der Körper im zweiten Falle 
mit der Kraft 





G—- Vy=(e—1)Vy 
finfen, und im dritten Falle mit der Kraft 

VYYv—-G6=(11—ı)Vy 
fteigen. Das Steigen geht, aber nur fo lange vor fi), bis die von 
der Ebene des Waflerfpiegels abgefchnittene und von dem Körper verdrängte 


712 Sechster Abfeenitt. Zweites Gapitel. [$. 367. 


MWaflermafje 9, mit dem ganzen Körper einerlei Gewicht hat. Tas Gewicht 
G — Vey des Körper AB, Fig. 620, und der Auftrieb P— Vıy 
bilden nun ein Kräftepaar, durch weldyes der 
Körper noch jo weit umgedreht wird, bis die Rich 
tungen beider Kräfte zufammenfallen, oder bis der 
Schwerpunkt des Körpers mit dem Schwerpunfte 
des verdrängten Waflerd in eine und diejelbe Ver— 
ticallinie fällt. Aus der Gleichheit der Kräfte P 
und G folgt der Ausdrud: 

Vi 
7 


Man nennt die Linie durch den Schwerpunkt des ſchwimmenden Körpere 
und durch den des verdrängten Waſſers die Shwimmare (franz. axe de 
flottaison ; engl. axis of floating), und dagegen den durch die Ebene des 
Waſſerſpiegels gebildeten Schnitt des ſchwimmenden Körpers die Schwimm— 
ebene (franz. plan de flottaison; engl. plane of floating),. Dem Bor 
ftehenden zufolge kann jede Ebene, weldye einen Körper jo theilt, daß die 
Schwerpunkte beider Theile in einer Normallinie zu diefer Ebene liegen, und 
daß ſich der eine Theil zum Ganzen wie dag jpecifiiche Gewicht des Körpers 
zu dem der Flüſſigkeit verhält, Schwimmebene des Körpers jein. 


Big. 620. 





y, — eV, ode = 


.367  Schwimmtiefe, Kennt man die Seftalt und das Gewicht eines ſchwim— 
menden Körpers, jo läßt ſich mit Hilfe der vorftehenden Regel die Tiefe 
des Eintauchens im Voraus berechnen. Iſt G das Gewicht des Körpers, 
jo jege man das Volumen des verdrängten Waſſers: 

Fig. 621. ne — 

* 

verbindet man hiermit die ſtereometriſche Formel 
für dieſes Volumen V, , fo erhält man die ge 
juchte Beſtimmungsgleichung. 

Für ein Prisma ABC, Fig. 621, mit ver- 
ticaler Are ift 3. B. 9%, — Fy, wenn F ben 
= Querſchnitt und y die Tiefe CD des Eintauchen? 
— bezeichnet, es folgt daher: 





G G Gh 
Fy= — ud / — — — —, 
v > 
wenn V das Volumen und A die Länge des ſchwimmenden Priemas be 
zeichnet. 


Für eine mit der Spige unter Waffer fchwimmende Pyramide 
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ABC, Fig. 622, ift, da ic die Inhalte ähnlicher Pyramiden wie die 
Guben ihrer Höhen verhalten, 
3 
a = 3 und folglich die Tiefe der Eintaudung: 
ae 
Ds yz—l 77 = h vy’ 


wo F das Volumen und A die Höhe der ‘Pyramide bezeichnen. 
Fig. 622. Fig. 623. 


A EB 


= 
= ; 
— 
— 7— 
Ss 
* er 
re 
* 





Be 


7 
._ 





Für eine mit der Baſis unter Waſſer ſchwimmende Pyramide ABC, 
dig. 623, ergiebt fi) hingegen der Abſtand CD — yı der Spige vom 
Waſſerſpiegel, aus der Höhe A der ganzen Pyramide, indem man feßt: 
N... V V, —— G 
= — wonach dann —VI 7 —VI — folgt. 

Für eine Kugel AB, Fig. 624, mit dem Halbmeſſer CA — r ift 

— 2 — * 
n=3% (r 2), 
daher hat man hier e8 mit der Auflö- 


Fig. 624. 
jung der cubiſchen Gleichung 
36 
3 — 2 — — 
— — 0 


zu thun, um die Tiefe DE— y der 
Eintauchung der Kugel zu finden. 

Für einen mit horizontaler Are 
Ihwimmenden Cylinder AK, Fig. 
625 (a. f. ©), vom Halbmeſſer 
AC=BC=r ft, wenn «9 den Gentriwinfel A C.B des eingetauchten 
Bogens bezeicynet, die Tiefe D 2 der Eintauchung: 

y=r(1 — cos. ), 

um aber den Waſſerbogen @ zu finden, ſetzen wir das Volumen des verdrängten 
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Waſſers — Ausschnitt (7 *) minus Dreied (= er 9 multiplicirt durch 
die Länge BK = 1 des Chlinders, alſo 
Fig. 625 (@ — sin.) * — a 
Fig. 620. 5) 7 
und löſen die Gleichung 
26 
N R a — sin.a = — 
Ir:y 





auf den Wege der Näherung in Bee 
hung auf @ auf. 

Beifpiele 1) Wenn eine ſchwimmende 
Holzfugel von 10 Zoll Durchmeſſer, 4), Zel 
tief ſchwimmt, fo ift das Volumen des von ihr verdrängten Waſſers: 

7.81.7 _.567.n 





vy,=nY%06 - Y) = — —— > 222,66 Cubißzell, 
während die Kugel ſelbſt den Inhalt a u — 523,6 Gubifzell hat. & 





wiegen hiernac 523,6 Gubifzoll —— ebenfoniel wie 222,66 Gubitzoll Baier, 
und es folgt das fpeeififche Gewicht der erfteren: 
222, 66 
25 
— 533,6 6 — = 0.038. 
2) Wie tief fchwimmt ein Holgeylinder von 10 Zoll Durchmeffer bei einem 
jpecififchen Gewichte € —= 0,425? Ge ill: 
_ si 2 
= NE IE ee 
2 Ir2y 3 
nun giebt die Segmententafel im „Ingenieur“, ©. 154, für den Inhalt 





szene — 1,32766 eines Kreisfegmentes den Gentriwinfel «® — 166°, und für 
: — < — 1,34487 denſelben — 1670, es läßt ſich daher einfach der im 
Abfchnitte 1,3352 entiprechende Gentriwinfel 

«0 — 1650 + 193520 — 1,3276, 0 _ 1600 + Tu — 


1,34457 — 1,32766 
und die Tiefe der Gintauchung: 
y=r(l— c08.Ye) =5 (I — cos. 830 13) = 5. 0,8819 = 4,41 Zel 
ſetzen. 


3. 368 Die Beſtimmung der Eintauchungstiefe kommt vorzüglich bei Kähnen 
und Schiffen vor. Haben dieſe Fahrzeuge eine geſetzmäßige Form, fo läßt 
ſich diefe Tiefe mittels geometrifcher Formeln berechnen; fehlt aber die geek 
mäßige Form oder ift das Gefe der Geftaltung nicht befannt, oder ift die 
Form ſehr zufanımengefegt, jo muß man die Tiefe des Eintauchens durch 
Erperimentiren oder durch Probiven beftimmen. 
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Ein Beifpiel fr den erften Fall gewährt der in Fig. 626 abgebildete, 
von den ebenen Flächen begränzte Kahn AU EG H. Derfelbe befteht aus 


Fig. 626. 
u 
—— r — a 
ee — b 
R» * Ar n = — F | N = k 
_KP- w — Ir 7. J 


einem Parallelepipede A CF und aus zwei, den Vorder- und Hintertheil 
bildenden vierfeitigen Pyramiden CE Fund 2 G II, und feine Schwimm— 
ebene iſt aus einem ‘Parallelogramme KZLOP und aus zwei Trapezen 
LMNO und KPQR zufammengefegt, welche einen Waſſerraum abjchnei- 
den, der ſich in ein Parallelepiped KCOT, in zwei dreifeitige Prismen, wie 
UVMN und WXRQ, und in zwei vierfeitige Pyramiden, wie OVM 
und BXR zerlegen läßt. Segen wir die Yänge AD — BC des Mittel- 
ſtückes — 1, die Breite AG — b und die Höhe AB — h, femer die 
Yänge von jedem der beiden Schnäbel, — e und die Tiefe der Einfenfung 
unter Waller, d.i. BK= CL— y Es folgt zunächſt der eingetauchte 
Theil KCOT des Mitteljtüdes: 
— BC.CS.CL — by. 

Segen wir die Breite der Bafis der Pyramide COVM, CU—= x, und 

die Höhe diefer Pyramide — z, fo haben wir: 


— — 
nz 7 pm tele: 


— und ⸗— 5; 
— h Y De h Y; 
ed folgt num der Inhalt diefer Pyramide: 





b ey’ 
— 1/, — 2 
— | u dei 3h?" 
und daher der Inhalt der beiden Pyramiden (UVM und BXR) zufanmen 
bey’ 
— 
— 


Der Querſchnitt des dreiſeitigen Prismas UVN ift: 
2 
=UYye = . und die Seite MN — VO: 


by ( Yy 
h u N Ss 


716 Sechster Abſchnitt. Zweites Gaptiel. [$. 369. 
daher folgt der Inhalt der beiden Prismen VUN und X W@ zujanmen: 
Ir ( 13 
h/ h h 
Endlich ergiebt ſich durch Addition der gefundenen drei Räume das Volu— 
men des verdrängten Waſſers: 
bey? bey? bey’ _ ( ey... 
h? + le — ho ee) 8 
Iſt nun das Bruttogewicht des Schiffes, — G, fo hat man zu fegen: 





ey? ( 
—=23._.Hlı 
ES: 











v=bly-+ ?s 


cy ey? 
BER RUE, | ee = 
( + 7 Is * byy G, oder 
2 260 
— nr 2 3h?G er 








bey 
Durch die Auflöfung der legten cubifchen Gleichung beſtimmt ſich aus da 
Bruttogewichte G des Schiffes die Tiefe y der Einfenkung deſſelben. 


Beifviele. 1) Wenn bei einem Schiffe die Länge des Mittelitüdes, I = % 
Fuß, die Länge eines jeden Schnabels, e — 15 Auf, die Breite b = 1? Auf 
und die Tiefe a — 4 Ruf beträgt, fo kann bei einer Ginfenfungstiefe y=? Auf 
die ganze Belaftung betragen: 

G=[0 + 1.% — Y.15.(/)2)-12.2. 61,74 
— (50 + 7,5 — 1,25). 24.61,74 = 84920 Pfund. 
2) Wenn bei dem vorigen Schiffe das Bruttogewicht 50000 Pfund ausmadt. 
ſo hat man für die Senkungstiefe: 
y3 — 12y2 — 160y + 215,96 = 0. 
Hieraus folgt 

215,96 + y3 — 12 y2 
gr 160 
yv = 1,350 + 0,00625 . (1,35) — 0,075 . (1,35)? 

— 1,55 + 0,0154 — 0,1367 = 1,229, und nun genauer 

y — 1,350 + 0,00625 . (1,229)5 - 0,075 (1,229)? —= 1,225 Auf. 


— 1,35 + 0,00625 y3 — 0,075 y2, annäbern? 


Anmerfung. Um das Gewicht der Ladungen eines Schiffes anzugeben, det 
fieht man dieſes zu beiden Seiten mit einer Scala, der fogenannten Shift: 
aiche. Die Gintheilung einer ſolchen Aiche wird in ver Megel empiriich gefuntin, 
indem man unterfucht, welche Einſenkungen beitimmten Belaftungen entipredtt. 
Ausführlicher darüber im dritten Bande, 


$. 369 Stabilität schwimmender Körper. Das Schwimmen der Kö 
erfolgt entweder in aufrechter oder in ſchiefer Stellung, ferne mit 
oder ohne Stabilität. Aufrecht ſchwimmt ein Körper, z. B. ein Shit, 
wenn wenigftens eine durd) die Schwimmare gehende Ebene Symmetrieebene de 
Körpers iſt, ſchief ſchwimmt derſelbe, wenn er durch feine dev Ebenen, welche ſich 
durch die Schwinmare legen Laffen, in zwei ſymmetriſche Theile getheilt win. 
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Ein Körper ſchwimmt mit Stabilität, wenn er feinen Gleichgewichtszuftand 
zu behaupten jucht (vergl. $. 141), wenn alſo mechanische Arbeit aufzumen- 
den iſt, um ihn aus diefer Yage zu bringen, oder wenn er von felbjt in die 
Gleichgewichtslage zuriictehrt, nachdem man ihn daraus gebracht hat. Ohne 
Stabilität ſchwimmt dagegen der Körper, wenn er in eine neue Gleichgewichts— 
lage übergeht, nachdem er, etwa durch Erjchütterung oder durch einen Stoß 
u. ſ w., aus der erjten gebradjt worden ift. 

Wird ein vorher aufrecht ſchwimmender Körper A BC, Fig. 627, in eine 
ihiefe Yage gebracht, fo tritt der Schwerpunkt S des verdrängten Waflers 
aus der Synmetrieebene EF heraus und nimmt eine Stelle S, auf der 
mehr eingetauchten Hälfte des Schiffsraumes ein. Der in S, angreifende 
Auftrieb P — Vy und das im Schwerpunkte C des Schiffes angreifende 
Gewicht @ — — P des Schiffes bilden nun ein Kräftepaar, durch welches 
(ſ. $. 93) ftets eine Drehung hervorgebracht wird. Um welchen Punkt auch 
diefe Drehung vor jidy gehe, immer wird doch C, dem Gewichte G nad)- 
gebend, niedergehen, und S, oder ein anderer Punkt M der Verticalen S, P, 
der Kraft P folgend, auffteigen, e8 wird aljo die Symmetrie- oder Arenebene 
EF des Schiffes in C nad) unten und in M nad) oben gezogen, und daher 
diefelbe jich aufrecht ftellen, wenn M, wie in Fig. 627, über C liegt, und ſich 


Fig. 627. Fig. 628. 





dagegen noch mehr neigen, wie in ig. 628, wenn ſich M unter C befindet. 
Hiernach hängt denn die Stabilität eines ſchwimmenden Körpers oder Scif- 
fes von dem Punkte 7 ab, in welchem die Berticale durch den Schwerpunft 
S; des verdrängten Waſſers die Synmetrieebene jchneidet. Man nennt die- 
fen Punft das Metacentrum (franz. metacentre; engl. metacentrum). 
Ein Schiff oder ein anderer Körper ſchwimmt aljo hiernac mit Stabilität, 
wenn jein Metacentrum über dem Schwerpunfte des Schiffes Liegt, und ohne 
jolche, wenn es darumter Liegt; er iſt endlich im indifferenten Gleichgewichte, 
wenn beide Punkte zufammenfallen. 

Der Horizontalabftand CD des Metacentrums M von dem Schwerpunfte C 
des Schiffes ift der Hebelarm des von P und EG — — P gebildeten Kräfte 
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paares, und daher das Moment des letzteren oder dad Maß der Stabilität 
— P.CD. Bezeichnen wir die Entfernung CM durd) e, und den Tre 
hungswinfel SMS, des Schiffes oder feiner Arenebene durch 9, fo erhalten 
wir fiir das Maß der Stabilität de8 Schiffes: 

= PE3.9; 
und es ift alfo hiernach diefes um fo größer, je größer das Gewicht, je größer 
die Entfernung des Metacentrums von dem Schwerpunkte des Schiffes und 
je größer der Neigungswinkel des legteren ift. 


8. 370 Bestimmung des Stabilitätsmomentes. In der legten Formel 
S = Pe m. 

pängt die Stabilität des Schiffes vorzüglich von der Entfernung des Me 

tacentrums vom Schwerpunfte des Schiffes ab, es ift daher von Wichtiglen, 

ſich eine Formel zur Beſtimmung diefer Entfernung zu verfchaffen. Tue 

den Mebergang des Schiffes AB E, Fig. 629, aus der aufrechten Yage in 
die fchiefe Yage rückt der Schwerpunkt 
S nad) S,, es geht der Feilförmg 
Raum JOH, aus dem Waſſer her 
vor und zieht ſich der Feilförmig 
Raum ROR, unter das Wafler 
hinab, und es wird dadurch der Auf 
trieb auf der einen Seite um eine un 
Schwerpunfte F’des Raumes HOH 
angreifende Kraft Q vermindert um 
auf der anderen Seite um cine im 
Schwerpunkte @ des Raumes ROR, 
angreifende gleiche Kraft Q vergi® 
Bert. Es erſetzt alfo hiernach der ir 
S, angreifende Auftrieb P den an 
fänglic) in S angreifenden Auftrieb fammt dem Kräftepaare (Q, — P) 
oder, was auf Eins hinansfommt, eine in S, angreifende Gegenkraft — F 
hält der in S angreifenden Sraft P ſammt Kräftepaar (Q, — Q) M 
Gleichgewicht, oder einfacher, ein Kräftepaar (P, — P) mit den Angrifi® 
punkten S und S, ift mit dem Sräftepaare (C, — Q) im Gleichgewichtt. 
ft nun das Querprofil ZH ER H, ER, des im Waffer befindlichen 
Schiffstheiles, — F, und das Querprofil HOH, = ROR, des Kaum, 
um welchen ſich das Schiff auf der einen Seite herausgezogen und auf KT 
anderen tiefer eingetaucht hat, — F,, ift ferner der Horizontafabftand Al 
der Schwerpunkte diefer Räume, — a, und der Horizontalabftand MT der 
Schwerpunkte S und S, oder die Horizontalprojection des Weges SS 


Fig. 629, 
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welden S beim Kippen durchläuft, — s, fo hat man in Folge des Gleich— 
gewichtszuftandes beider Kräftepaare: 


Fs — F,a, daher s — a a und 


SM 2. MT — 8 — a da j 
sin. sin. F sin. p 
Die als Factor in das Maß der Stabilität eintretende Pine UM — c 
ift = CS + SM; beeidjnen wir daher noch den Abjtand US des 
Schwerpunftes C des Schiffes von dem Schwerpunkte S des verdrängten 
Waſſers durd) e, fo erhalten wir das Stabilitätsmaß: 


+ e sin. 5) 


Iſt der Drehungswinkel klein, jo laſſen ſich die Querſchnitte 0 I und 
ROR, als gleichſchenkelige Dreiecke anſehen; bezeichnet man die Breite 
HR= H, R, des Schiffes an der Eintanchungsftelle durch db, fo fann man 





Ba PER pa 


| b 
—— ı); . 1, b. a b 9 — le b? IE und K L— az 2 . 2); 9 — 2/, b, 


— 


ſowie sin.p — 9 ſetzen, weshalb die Stabilität 
bh’ op \ h’ 
u 1 ke E > — > m 


Fällt der Schwerpunkt C des Schiffes mit dem Schwerpunkte S des ver: 
drängten Waflers zufammen, jo hat man e — 0, daher: 
b° 
12 F 
und liegt der Schwerpunkt des Schiffes iiber dem des verdrängten Waſſers, 
jo ift dagegen e negativ, nn 


—— 


Auch folgt, daß die Stabilität eines Schiffes in Null übergeht, wenn e 


S— 





Po, 


bb, 
negativ und zugleid) e — SF iſt. 


Man ſieht aus dem gewonnenen Ergebniſſe, daß die Stabilität um ſo 


größer ausfällt, je breiter das San ift und je tiefer der Schwerpunft dej- 
jelben Liegt. 


Beifpiel. Bei einem Barallelepipeve AD, Fig. 630 (a. f. S.), von der Breite 
AB=b, Höhe AE = h und Ginfenfungstiefe EH = y, it F = by un 
h 


— 4 x en ch: 
e= — — daher das Maß der Stabilität: 
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b3 h Y ) 
— D, a — 
N fi Tr n 137% Y > 4 > _ 
eder, wenn das ſpeeifiſche Gewicht ver Maſſe des Parallelepiveves, — + gelegt wird 
ig. 630. Pas ( b2 h 
en; Ben zZ N -9) 


Hiernach hört die Stabilität auf, wenn 
2 — 6bh?s (l — 4) d. i. wenn 
h 


zer — +) win. 


Kür e — 1, folgt: 





4 — V%,.%, = V%, — 1235; 


wenn alſo die Breite noch nicht 1,225 der Höhe ift, je ſchwimmt das Baralleleriver 
ohne Stabilität. 


.371  Schiefes Schwimmen. Die formel 
ee — pP + e sin. p) 


für die Stabilität eines fchwimmenden Körpers läßt ſich aud) dazu anwen— 
den, um die verschiedenen Yagen ſchwimmender Körper zu finden; 
denn fegen wir S — Null, jo erhalten wir die Gleihung, welche die Gleich— 
gewichtslage bedingt, deren Auflöfung auf die Beftimmung des entiprechenden 
Neigungswinfels führt. Es ift alfo die Gleichung 

au +esin.g = 0 
in Hinficht auf 9 aufzulöjen. 

Fir ein Parallelepipd ABDE, Fig. 631, ift der Querſchnitt 
F—= HRDE=H RDE= by, wenn b die Breite AB = HR 
und y die Senftiefe EH — DR bezeichnet, ſowie der Querjchnitt 

Fig. 631. F=H0H =ROR, 
als rechtwinfeliges Dreieck mit der Kathete 
OH=0R =!i,b 
und der Kathete 
HH =RR = !,btang.g: 
Fi = '!/ b? tang.p. 

Kun fteht ferner der Schwerpunkt F' von 
der Bafis HR um 

FU=)WHH = !sbtang.g 
und von der Mitte O um 

0U=2,08 = ı4,b 
ab, e8 folgt daher der Horizontalabjtand des Schwerpunftes F von der 
Mitte O: 
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— 0K = ON+NK— 0OUcos.p + FUsin.p 


I/,bcos.p + 1b tang.p sin. p, 
und der e Im: 


— — 7 2 
a—=— KL=20K= ?,bcos.p + ee . 
Diefemnad) ift die Gleihung fir die ſchiefe Gleichgewichtslage: 
1/, b? tang. @ (?/, b cos. p? + \/, b sin. @°) 
j by cos. ꝙ 





— esin.pg=(, 


sin. ꝙ 
— fang. i ührt: 
er, — ang. p eingeflihr 


sin. p [(Yı2 + Ya tang. pP?) b?— ey] = 0; 

welcher Gleichung durd) 

sin.p — 0 und durd) 

— | /12e: 
tang. 9=Va\V/ m 1 

Genitge geleiftet wird. Dem durch die erfte Gleichung beftimmten Winkel 
pP — 0 entipridht das aufrechte, dein zweiten z das ſchiefe Schwim— 
men. Die Möglichkeit des letzteren bedingt, daß — i12 ausfällt. Iſt 
nun A die Höhe des Parallelepipedes und & deſſen ſpecifiſches Gewicht, jo 
hat man: 








h—y h 
y=cıhme=——-=(1-9)7>. 


daher folgt: 
-\/6:e (1 — eg) — 
tang.@ — V2 et 2 I” — 1, 
und es ift die Bedingungsgleihung fir das fchiefe Schwimmen: 


ai 
bell — 9) 
Beifpiele 1) Wenn das ſchwimmende Parallelepived eben jo hoch als breit 
ift und das fpecifiiche Gewicht « — 1, hat, fo ift 
tang.g =V2 V3.%,—1= V3—2 = 1, daher p = 400, 
2) Wenn die Höhe A —= 0,9 der Breite d, das ſpecifiſche Gewicht aber wieder 
1, it, fo hat man 
tang. 2 —= V3.081 —2 = V0,13 — 0,6557, daher @ — 330 15". 








Specifisches Gewicht. Das Geſetz vom Auftriebe des Waſſers läßt S. 372 


fich zur Beſtimmung der Dichtigfeit oder des Tpecifiihen Gewichtes von 
Körpern benugen. Nach $. 364 ift der Auftrieb des Waſſers gleid) dem 
Gewichte der verdrängten Flüffigfeit; Lezeichnet daher V das Volumen des 


Welebache Yebrbub ». Inedant. I 46 
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Körpers und y; die Dichtigfeit der Hlüffigfeit, jo hat man dem Auftrich 
P — Vy,. Iſt nun aber Y, die Dichtigfeit der Körpermaſſe, jo hat man 
das Gewicht des Körpers, @ — V ya, es folgt daher das Dictigkete 
verhältniß: 
—— 
yı P 
d. h. die Dichtigkeit des eingetauchten Körpers verhält ſich zur 
Dichtigkeit des Fluidums, wie das abſolute Gewicht des Körpers 
zum Auftriebe oder Gewichtsverluſte beim Untertauchen. 


Hiernach iſt alſo 92 — en und Yı — Gr oder wenn 7 die Dich⸗ 
tigfeit des Waflers, & das fpecifiiche Gewicht der Flüffigfeit umd &, dat 
des Körpers bezeichnen, aljo %, — &ı Y fowie Y — &2 geſetzt wird, 


— P 
=, & und & = 


Wenn man aljo das Gewicht eines Körpers und den Gewichtsverliit 
defielben beim Untertauchen fennt, jo läßt ſich aus der Tichtigfeit oder den 
ſpecifiſchen Gewichte der Flüffigfeit die Dichtigkeit oder das ſpecifiſche Ge 
wicht der Körpermaffe, und umgekehrt, aus der Dichtigfeit oder dem Ipecifi 
fchen Gewichte der letzteren, die Dichtigfeit oder das ſpecifiſche Gewicht der 
eriteren finden. 

Hft die Flüffigkeit, worin man den feften Körper abwiegt, Waſſer, fo hat 
man & — 1 und Y% — 7 — 1000 Kilogramm oder 61,74 Pfund, je 
nachdem man das Gubifmeter oder den Cubikfuß zur Volumeneinheit ar 
nimmt, daher ift für diefen Fall die Dichtigkeit des Körpers: 


— , __ ablolutes Gewicht — 
Kent Gerihtsverlug "al Dichtigkeit des Waſſers, 


und das ſpecifiſche Gewicht defjelben: 
— Gabſolutes Gewicht 
’ 7 pP  Gewichtsverluft 
Um den Auftrieb oder Gewichtsverluft zu ermitteln, bedient man fi, wit 
zur Beftimmung des Gewichtes G, einer gewöhnlichen Wage, nur befindet 
fid) unten an der einen Schale diefer Wage noch ein Hälchen, um den Kör— 
per mittels eines Haares, Drahtes oder anderen feinen Yadens daran anzu 
hängen, bevor er in das Waſſer, weldjes in einem untergeſetzten Gefäße ent 
halten ift, eingetaucht wird. Gewöhnlich nennt man eine zu diefem Ab 
wägen unter Waſſer eingerichtete Wage eine hydroftatifche Wage (franz 
balance hydrostatique; engl. hydrostatic balance). 
Iſt der Körper, deſſen fpecifiiches Gewicht man ermitteln will, weniger 
dicht ald Wafjer, jo kann man ihm mit einem anderen ſchweren Körper 
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mechaniſch verbinden, damit die Verbindung im Waller noch ein Beftreben 
zum Sinfen behält. Berliert dieſer ſchwere Körper im Waſſer das Gewicht 
‚P, und die Verbindung P,, jo ift der Gewichtsverluſt des leichteren Körpers: 


P= Pı Fi P,, 
bezeichnet num wieder G das Gewicht des leichteren Körpers, jo hat man 


defien jpecififches Gewicht: 


— 
P Pı — P; 

Kennt man das fpecifiiche Gewicht & einer mechanischen Verbindung oder 
Zufammenfegung zweier Körper, und find aud) die ſpecifiſchen Gewichte €, 
und & der Beftandtheile derjelben befannt, jo laſſen ſich nun nad) dem ſoge— 
nannten Arhimedifchen Principe aud) aus dem Gewichte de8 Ganzen 


die Gewichte G, und G, der Beitandtheile berechnen. 
Jedenfalls it GL + Ga = G und aud) 


Bolumen FU + Bolumen Fr —_ Bolumen ; 
Ey &Y Ey 
aljo: 
G G G 
— — — — a 0 


& €g € 


Durch) Vereinigung beider Gleichungen ergiebt ſich num: 
a=6(--: (= — oder 


€) 


sel.) 


Beifpiele 1) Wenn ein 310 Gramm fchweres Stück Kalkſtein unter dem 

Mafler um 121,5 Gramm leichter wird, fo ift das fpeeififche Gewicht diefes Körpers: 
310 
€ — 121,5 — 2,55. 

2) Um das fpecififche Gewicht eines Stüces Gichenholz zu finden, hat man es 
mit einem Bleidrahte, welcher beim Abwägen im Wailer 10,5 Gramm an Gewicht 
verlor, umbunden. Wenn nun das Holzitüc felbit 426,5 Gramm wog, und die 
Verbindung unter Wafler 484,5 Gramm leichter war als in der Luft, » ergiebt 
fi das fpecifiihe Gewicht der Holzmaſſe: 

65 __ 4865 _ 
Frozpır irn 

3) Gin vollfommen mit Quedjilber angefülltes und vollkommen geſchloſſenes 
eifernes Gefäß hatte ein Bruttogewicht von 500 Pfund und verlor beim Abwägen 
unter Wafler 40 Pfund an Gewicht; wenn nun das fpecififche Gewicht des Guß— 
eifens — 7,2 und das des Queckſilbers 13,6 tt, fo ergiebt fich das Gewicht des 


leeren Gefaͤßes: 
46* 
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61* — 55) (73 55) 7500,08 — 0,07353): (0,1388 — 0,0735) 


500 .0,00647 3235 R 


und das Gewicht des eingeichloffenen Queckſilbers: | 
G, — 500 „(0,08 — 0,1388) : (0,07353 — 0,1388) ⸗ 
— 450,2 Pfund. 


Anmerfung 1. Zur NAusmittelung der ſpecifiſchen Gewichte von Alüfitgfeiten, 
leckeren Marien u. ſ. w. reicht auch das bloße Abwägen in freier Luft aus, weil 
man dieſen Korpern durch Ginfüllen in Gefäße jedes beliebige Volumen ertbeilen 
fann. Wiegt eine leere Flaſche = G, wiegt ferner diejelbe mit Waſſer angefüllt 
— G, und hat diejelbe das Gewicht G,, wenn fie eine andere Mafle enthält, je 
hat man das fpecifiiche Gewicht diefer Mafle: 

G — 6 
nn —G 

m 3. B. das fpecifiiche Gewicht von Roggen (in Maſſe) zu finden, wurde ein 
Fläſchchen mit Noggenfornern angefüllt, und nah jtarfem Scütteln gemogen. 
Nach Abzug des Gewichtes der leeren Flaſche ergab fich das Gewicht diefer Reggen 
mafle, = 120,75 Gramm, und das Gewicht einer gleihen Waflermenge, — 155,6; 
e8 folgt demnach das fpecifiihe Gewicht der Roggenmaſſe 

I en 
— 755,65 — VW), 
und es wiegt ſonach 1 Gubiffuß diefes Getreides 
— 0,776.66 — 51,22 Pfund. 


Anmerfung 2. Das jhen von Archimedes aufgelöfte Problem, aus em 
ſpeeifiſchen Gewichte einer Zufammenfegung und aus den jpecififchen Gewichten det 
Beitandtbeile das Verhältnig der Beſtandtheile zu finden, geftattet nur eine be 
fchränfte Anwendung auf chemiſche Verbindungen, Metalllegirungen u. ſ. w., weil 
bei ſolchen meiſt eine Contractien, zuweilen aber auch eine Ausdehnung der Maſſen 
ſtattfindet, ſo daß das Velumen der Verbindung nicht mehr gleich it der Summe 
der Volumina der Beſtandtheile. 


500.0,0588 _ 2940 
0,0653 7638 


ge — 


73 Aräometer. Zur Beftimmung der Tichtigfeit von Flüffigfeiten werden 
vorzüglid) aud) die Aräometer, Senkwagen (franz. aréomètres; engl 
areometers, hydrometers) gebraudt. Dieſe Inftrumente jind bobfe, in 
Beziehung auf eine Are ſymmetriſch geformte Körper mit ſehr tief liegenden 
Schwerpunkte, und geben, indem fie in einer Ylüffigfeit aufrecht ſchwimmen, 
die Tichtigfeit diefer Flüffigkeit an. Man fertigt fie aus Glas, Meſſing 
blech u. ſ. w. an und nennt fie nad) ihrem verichicdenen Gebrauche, hydroſtatiſche 
Eenfwagen, Eoolwagen, Bierwagen, Branntweinwagen, Altoholometer u |. m. 
Es giebt zwei Arten ven Senkwagen, nämlich Gewidtsaräometer (ram. 
ar. à poids constant; engl. hyd. with weights) und Scalenaräometer 
(franz. ar. à volume constant; engl. graduated hyd.). Die erfteren wer: 
den auch oft zur Beſtimmung der Gewichte, und namentlich der ſpecifiſchen 
Gewichte von fejten Körpern in Anwendung gebracht. 
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1) Sit 9 das Bolumen des unter Waffer befindlichen Theiles einer bis 
zu einer gewiſſen Marfe O eingetaudten, übrigens ſchwimmenden Senf: 
wage ABC, Fig. 632, G@ das Gewicht der ganzen Wage, P das auf den 
Teller A aufgelegte Gewicht beim Schwimmen im Waſſer, deſſen Dichtigfeit 
— y fein möge, und P, das eben dafelbft aufzulegende Gewicht beim 
Schwimmen in einer anderen Flüffigfeit von der Dichtigkeit 71, fo hat man: 

Fig. 632. Fig. 634. y=P+r6om 
VYı=P +6 
daher das Berhältuig der Dichtigfeiten 
oder fpecifiichen Gewichte diefer Flüſſig— 
feiten: 
h „are 
vy P+G | 

2) Iſt P das Gewicht, welches auf 
den Teller gelegt werden muß, um die 
im Waller ſchwimmende Senkwage ABC, 
Fig. 633, bis zu einer Marke O einzu— 
ſenken, und iſt P, das Gewicht, welches 
man mit dem abzwwägenden Körper 
gleicyzeitig auf A zu legen hat, um die 
jelbe Einfenfung zu erhalten, jo hat man 
das Gewicht diefes Körpers einfach: 

n=P-P. 

Iſt aber die Auflage P, um P, zu ver: 
größern, wenn der abzumägende Körper 
in das unter Wafler befindliche Schäl— 
chen C gelegt wird, um die Senkungs— 
tiefe unverändert zu behalten, jo beträgt 
der Auftrieb — P,, und daher das 
ſpecifiſche Gewicht des Körpers: 
ıh._P-P 

BR DB 

Die Senfwagen mit unten angehäng- 
ten Schälchen zur Beftimmung fpecifis 
cher Gewichte von feften Körpern, wie 
3. B. von Mineralien, heißen Nichols» 
ſon'ſche Senkwagen. 

3) Setzen wir das Gewicht einer Senkwage BC, mit Scala AB, 
Fig. 634, — G, und das eingetauchte Volumen, wenn diefe Wage im 
Waſſer ſchwimmt, — P, fo ift @ = Vy. Steigt diefe Wage um die 
Tiefe OX — x empor, wenn diefelbe in eine ſchwerere Flüſſigkeit einges 


5— 
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taucht wird, fo iſt bei dem Querſchnitte F des Stäbchens das noch einge 
tauchte Bolumen 

— V — F«x, und daher @ = (V — Fr)y.. 
Beide Formeln, durch einander dividirt, geben num die Dichtigfeit der Flüſ— 
figkeit: 


dl eu Pal du v/ı— us’ 


wenn der conftante Quotient = durch wu bezeichnet wird. 
Iſt die Flüffigfeit, worin man das Aräometer eintaucht, leichter als 
Waſſer, fo ſinkt daffelbe in ihr um die Tiefe x, weshalb dann 


G=(V + Fx)y und daher 





—— 
n=: — zu ſetzen iſt. 


Um den Coefficienten u — = zu finden, wird die Wage durch ein Ge: 


wicht P, etwa durch oben (bei A) eingegoflenes und den tiefiten Punkt der: 
jelben einnehmendes Queckſilber fo weit befchwert, daß fie, im Wafler 
Ihwimmend, um eine bedeutende Länge des zum Anbringen einer Scala 
dienenden Halfes tiefer einfinft. Set man nun P— F?y, wober 7 die 
durch P bewirkte Senfung bedeutet, jo erhält man: 

F P r 


— — 


ah: A ; 1 GI 


Beifviele. 1) Wenn bei einem 65 Gramm fchweren Gewichtsaräometer vom 
Teller 13,5 Gramm weazunehmen find, damit es beim Schwimmen in Nifobel 
ebenso tief einfinft als beim Schwimmen im Waffer, fo iſt das fpecifiihe Gewicht 
diefes Alkohole 

65 — 135 
— 65 

2) Bei einer Nicholſon'ſchen Wage iſt das Normalgewicht 100 Gramm, 
d. h. man hat 100 Gramm aufzulegen, um das Inſtrument bis O einzuſenken; 
hiervon mußten aber 66,5 Gramm weggenommen werden, ale man ein abzu— 
wägendes Stück Meſſing mit auf den oberen Teller gelegt hatte, und es waren 
wieder 7,85 Gramm zuzulegen, als dieſer Körper in dem unteren Teller las. 
Deshalb iſt das abjolute Gewicht dieſes Meſſingſtückes — 66,5 Gramm, und das 
fpecifiiche Gewicht deflelben 

66,5 
7,85 

3) Gin 75 Gramm fchweres Scalenaräometer fteigt, nachdem man feine Züllung 
um 31 Gramm vermindert bat, um 7 —= 6 Zell — 72 Kinien, und bat daher 
den Goeificienten: 


= 1 — 0,208 = 0,73. 


—= 847. 





31 


ul Tr 0,00574. 
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Nah Ergänzung der Füllung und Mieverherftellung des Gewichtes von 75 Gramm 
ftieg es, in einer Salzſoole ſchwimmend, um 29 Linien, daher ijt das fpecififche 
Gewicht diefer Klüffigfeit 
— 1:(1 — 0,00574.29) — 1:0,833 — 1,2 
Anmerfung. Die weitere Ausführung diefes Gegenftandes gehört in bie 
Phyſik, Chemie und Technologie. 


Flüssigkeiten von verschiedenen Dichtigkeiten. Befinden fid) 8. 374 
mehrere Flüffigfeiten von verschiedenen Dichtigfeiten in einem Ge: 
fäße zugleich, ohne daß fie eine chemiſche Einwirkung auf einander ausitben, 
jo legen ſich diefelben in Folge der leichten Verſchiebbarkeit ihrer Theile 
nach ihren fpecififchen Gewichten über einander, nämlich die dichtefte unten, 
die weniger dichte darüber und die Leidjtejte oben. 
Auch find im Gleichgewichtszuftande die Begrenzungs- 
flächen, fowie die freie Oberfläche horizontal; denn fo 
lange die Begrenzungsflähe ZF zwiſchen den Maſſen 
M und N, Fig. 635, geneigt ift, jo lange jtehen 
auch über einer Horizontalſchicht FIR verjdjieden 
ſchwere Flüffjigfeitsfäulen wie @K, G, K, u. ſ. w.; 

8 kann daher auch der Drud in diefer Schicht nicht 
überall derjelbe fein und folglich auch fein Gleichgewichtszuſtand eintreten. 

In communicivenden Röhren AB und CD, Fig. 636, ordnen ſich 
die Flüffigkeiten zwar ebenfalls nad) ihren Dichtigkeiten tiber einanber, allein 
ihre Oberflächen AO und DE liegen nicht in einem und demjelben Niveau. 


Fig. 636. Big. 637. 


Fig. 635. 








St F der Inhalt des Querſchnittes ZZR eines Kolbens, Fig. 637, in dem 
einen Schenkel A B von zwei commmunicirenden Röhren, und A die Drud: 
höhe, oder die Höhe ZH des Wafjerfpiegel® in der zweiten Nöhre CD über 
HR, jo hat man den Drud gegen die Kolbenfläche: 
2m .ERY 
Erjegt man dagegen die Kolbenkraft durch eine Flüffigfeitsjänle ZAOR, 
dig. 636, von der Höhe AH — h, und der Dichtigfeit Y,, jo hat man: 
P=rFhy; 
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und e3 giebt nun das Gleichſetzen beider Ausdrüde die Gleichung: 


hıyı =hy, 
oder die Proportion: 
h _%7 
h yı 


Es verhalten ſich alfo in communicivenden Röhren, beim 
Zuſtande des Gleichgewichtes unter zwei verſchiedenen Flüſſig— 
keiten, die Druckhöhen, oder die Höhen der Flüſſigkeitsſäulen, 
von der gemeinſchaftlichen Berührungeebene aus gemeſſen, 
umgekehrt wie die Dichtigkeiten oder ſpecifiſchen Gewichte die— 
ſer Flüſſigkeiten. 

Da das Qucckſilber ungefähr 13,6 mal fo ſchwer iſt als Waſſer, fo hält 
hiernach in communicirenden Röhren eine Queckſilberſäule einer 13,6 mal jo 
hohen Waſſerſäule das Geeichgewicht. 


— —— — — nn mn 


Drittes Capitel. 
Von den Molekularwirkungen des Waſſers. 


Molekularkräfte. Die Cohäſion des Waſſers iſt, obgleich ſehr klein, 
jedoch nicht Null. Die Theile oder Moleküle (franz. molécules; engl. 
molecules) hängen aber nicht allein unter einander, fondern auch mit 
anderen Körpern, 3. B. mit den Gefäßwänden, zufammen, jo daß ebenfalls 
eine Kraft nöthig ift, um diefen Jufammenhang, den man Adhäfion (franz. 
adherence; engl. adhesion) des Waſſers nennt, aufzuheben. Ein an einem 
feften Körper hängender Waflertropfen weift die Erijtenz der Cohäſion und 
Adhäfion des Waſſers zugleid nad. Ohne die Kohäfion könnte das Waſſer 
feinen Tropfen bilden, und ohne die Adhäfion könnte e8 an dem feiten Kör— 
per nicht hängen bleiben; es wird hier die Schwerkraft nicht allein von der 
Sohäfion, fondern aud) von der Adhäjion des Waflers überwunden. Die 
Wirkungen, weldje aus der Bereinigung der Cohäſions- und Adhäfionsfräfte 
hervorgehen, bezeichnet man zur Unterfcheidung von den Wirkungen der Trüg- 
heit, der Schwerkraft u. f. w. mit dem Namen: die Molefularwirfungen. 
Die Capillarität oder das Heben oder Senken des Wafler- oder Queck— 
filberjpiegels in engen Röhren oder zwifchen jehr nahe ftehenden Wänden ift 
ein vorzüglicher al der Molefularwirkung. 
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Adhäsionsplatten. Man hat die Cohäſion und Adhäjion des Waflers 8. 37 
dur) fogenannte Adhäfionsplatten zu beftimmen geſucht. Man hängt 
zu diefem Zwecke eine joldye Platte ftatt einer Wagichale an das Ende eines 
Wagbalkens, bringt die Wage durch ein Tarirgewicht zum Einſpielen, und 
nähert das Gefäß mit der zu unterfuchenden Flüſſigkeit der Platte allmälig, 
bis ihre ebene Grundfläche mit dev Oberfläche der Flüfjigfeit in Berlihrung 
fommt. Nun vergrößert man durch altmälige® Zulegen da8 Gewicht der 
Wagſchale am anderen Ende des Wagbalfens, bis die Platte vom Waffer- 
ſpiegel abgerifien wird. Die Ergebniffe folcher Verfuche find befonders da> 
von abhängig, ob die Berührungsfläche der Platte von dem Waſſer benegt 
wird oder nicht. Im erfteren Falle bfeibt ſtets mad) der Berührung eine 
dünne Waflerihicht an der Platte hängen, man hat daher beim Abreigen 
derfelben vom Waſſer nicht die Adhäſion des Waſſers an der Platte, fondern 
die Gohäjion des Waflers überwunden. Deshalb hängt auch die Kraft 
zum Abreigen verichiedener Platten von Wafferipiegel gar nicht von der 
materiellen Beichaffenheit der Platten ab. Andere Flüſſigkeiten als Waſſer 
erfordern dagegen aud) andere Kräfte an den Adhäfionsplatten. Du Buat 
fand, daß die Adhäſion zwischen dem Waſſer und einem itberzinnten Eifen- 
bfeche auf einen Quadratzoll, 65 bi8 70 Gran beträgt. Dies giebt auf 
1 Quadratmeter ungefähr eine Kraft von 5 Kilogramm, und auf 1 Qua— 
dratfuß eine Kraft von. 1,05 Pfund. Hiervon nur wenig abweicjende 
Werthe fand Achard für Scheiben aus Blei, Eifen, Kupfer, Mefjing, Zinn 
und Zink, ferner Gay-Luſſac an einer Glasſcheibe, und Huth an ver: 
fchiedenen Holztafeln. 

Wenn dagegen die Fläche der Scheibe von der Oberfläche des Waſſers 
nicht benegt wird, fo ftellen fid) ganz andere Ergebniffe heraus, weil dann 
nicht die Cohäſion des Waflers an ſich, fondern die Adhäſion deſſelben an 
der Platte überwunden wird. Es fcheint, als wenn im diefem Falle die 
Zeit der Berlihrung einen großen Einfluß auf die Kraft zum Posreißen der 
Sceibe ausibe. Gay-Luſſac fand z. B. für eine Glasplatte von 120 
Millimeter Durchmeller, um fie von der Oberfläche des Quedjilbers loszu— 
reißen, 150 bis 300 Gramm Kraft nöthig, je nachdem die Zeit der De: 
rührung eine kurze oder eine längere war. 

Anmerkung In Franfenbeim’s Lehre der Gohäfion werden die Gohäs 
fionserfcheinungen, wie fie 3. B. das Abziehen benegter Platten von der Oberfläche 
des MWaflers darbietet, Synaphie, und dagegen die Nohäftonserfcheinungen , wie 


fie z. B. bei der Trennung unbenester Platten von der Oberfläche einer Alüffigfeit 
vorfommen, Proſaphie genannt. 


Adhäsion an Seiterwänden. Ben ein Waffertropfen auf der $. 37 
Oberfläche eines anderen Körpers zerfließt, und daher diefe benegt, fo ift die 
Adhäfion Überwiegend, bleibt dagegegen der Waffertropfen in feiner fugeligen 
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Form auf der Fläche eines feften oder flüfjigen Körpers liegen, ohne diejelbe 
zu benegen, jo herricht die Cohäjion des Waſſers vor. 

Ein Zuſammenwirken beider Kräfte macht ſich befonders an der Ober- 
fläche einer Flüffigkeit in der Nähe der Gefäßwand bemerklich; es Tteigt dr 
felbft das Waller in die Höhe und bildet eine concave Oberfläche, wenn die 
Sohäfion des Waffers von der Adhäjion übertroffen und daher die Gefäß— 
wand beneßt wird; es krümmt ſich hingegen der Waſſerſpiegel im der Nähe 
der Gefäßwand abwärts und bildet dafelbjt eine convere Fläche, wenn keine 
Benegung eintritt und daher die Cohäſion überwiegend ift. 

Diefe Erjcheinungen laſſen fich jehr leicht auf Folgende Weiſe erflären. 

Ein Element E in der Oberfläche HZR des Waflers (Fig. 638) wird von 
feiner Umgebung nad) allen Richtungen abwärts gezogen, und es rejultirt 
aus allen diefen Anziehungen eine einzige, vertical abwärts wirkende Kraft A. 
Hingegen ein Element E an der verticalen Gefäßwand BE, fig. 639, 


Fig. 638. Fig. 639. 
g 





wird von dieſer mit einer Horizontalkraft Pund von dem den Quadranten 
BEO einnehmenden Waſſer mit einer ſchräg abwärts wirkenden Mittel: 
fraft A angezogen, fo daß zulegt eine Mittelfraft R vefultirt, gegen deren 
Richtung ſich (ſ. F. 354) der Waflerfpiegel in ZE redjtwinfelig ftellt. Je 
nachdem nun die Anziehungsfraft P der Gefäßwand größer oder Heiner it 
als der horizontale Component A, der mittleren Cohäſionskraft A des Wal 
fers, nimmt die Mittelfraft 7 entweder eine Richtung von innen nad) außen, 

Rig. 640. oder eine fold)e von außen nad) innen an. Im 
erfteren Falle (Fig. 639) zieht fic der Wal 
jerfpiegel bei E an der Wand in die Höhe, im 
| zweiten Falle hingegen ſenkt ſich, wie Fig. 640 
* vor Augen führt, der Waſſerſpiegel an der Ge 
| fühwand BE herab. 

Diefe Verhältniſſe geftalten fich nod) anders, wenn das Waſſer bit an den 
Hand des Gefäßes reicht, weil hier die Anziehungskraft der Gefäßwand 
eine andere Nichtung annimmt. Wenn z. B. der anfangs bis zum Rande 
C des Gefäßes BCO reichende Waflerjpiegl EO, Fig. 641 durd 
langiamen Zufluß allmälig zum Steigen gebradjt wird, fo nimmt die 
Anziehungskraft P eine immer mehr und mehr abwärts gehende Richtung 
an, wobet ihr horizontaler Component immer Heiner und Heiner und zulegt 





J k 
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gar von dem horizontalen Componenten A, der Cohäſionskraft A des 
Waſſers übertroffen wird. In Folge deifen ändert ſich natürlich aud) die 
Geſtalt des Waſſerſpiegels bei E unaufhörlic), 
wobei die Goncavität deſſelben allmälig in 
Gonverität, und die Depreſſion defjelben unter 
dem Gefäßrande in eine Elevation übergeht, 
welche letztere eine gewiſſe Größe erreichen 
muß, bevor der Abflug des Waflers iiber dem 
Sefäßrande erfolgt. 


Fig. 641. 





Spannung des Wasserspiegels. Da jedes der jämmtlichen Theil: 
hen in der Oberfläche IR, Fig. 638, einer Flüffigfeit von der darunter 
befindlichen Mafje mit einer Kraft A abwärts gezogen wird, jo läßt ſich 
annehmen, daß dadurd) an der ganzen Oberfläche eine Verdichtung und ein 
Zufammenhang der Fliffigfeitstheile unter einander entjteht, und daß daher 
eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um diefen Zuſammenhang aufzuheben oder 
die Oberfläche der Flüſſigkeit zu zerreißen. Diefes Zufammenhängen der 
Oberflächentheile einer Flüffigfeit macht ſich nicht allein beim Eintauchen 

Fig. 612. eines fremden Körpers in die Flüſſig— 
feit bemerklich, jondern tritt iiberhaupt 
dann hervor, wenn die Oberfläche der 
Flüſſigkeit eine Krümmung annimmt, 
wie 3. B. in der Nähe der Gefäß- 
wand. Wenn man mit Young an 
nimmt, daß die Spannung oder Co— 
häfion der Oberfläche einer Flüfjigfeit 
an allen Stellen eine und diefelbe ift, 
jo laſſen fi daraus, wie der Herr 
Geheime DOberbauratd Hagen nach— 
gewiejen hat, ſämmtliche mit der Er- 
fahrung im. beften Einflange ftehenden 
Geſetze nad) der Gapillarität ableiten. 

In der Nähe einer ebenen Wand 
D@G, fig. 642 und 643, bildet 
die Oberfläche einer Flüſſigkeit eine 
entweder nad) unten oder nad) oben 
gebogene cylindriſche Fläche DAH. 
St P die Normalkraft auf ein 
Glement AEB = 6 dieſer Fläd)e, 
S die Spannung diefes Elementes 
und r der Krümmungshalbmeſſer 








vs 
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CA= CB deflelben, fo hat man wegen der Achnlichkeit der Dreicde EPS 
und ABC: 


Pr JAB 

Bir 
und daher die Normal: oder Bir 
gungsfraft: 


— 8. 
r 


6 
r' 


Steht nun das FFlächenelement 
AEB um die fenfredhte Tiefe OR 
— y unter oder iiber dem freien, von 
der Seitenwand D G nicht afjicırten 
Waſſerſpiegel, und bedeutet 7 die 
Dichtigkeit der Flüſſigkeit, fo iſt, nad 
dem (aus $. 356) befannten hydroſta 
tiichen Gefege, der Trud des Waſſers 
auf das Element AB — 6: 

P == 'oyy, 
und daher zu fesen: 





6 
oyy — 2 S, um 





—— 





ry 

Es ift alfo hiernach ſowohl die Depreffion als aud) die Elevation 
eines Elementes der Oberfläche einer Flüffigfeit in Rückſicht auf den freien 
oder unafficirten Theil diefer Fläche, dem Krümmungshalbmeijer der 
felben umgefehrt proportional. 


;. 379 In der Nähe einer gefriimmten Seitenwand, z. DB. einer verticalen 
Splinderfläche, bildet die Oberfläche des Waſſers eine doppelt gefrimmtt 
Fläche, und es wird hier die unter dem rectangulären Tlächenelement: 
FGHK, Sig. 646, hängende Wafferfäule von zwei Kräften P, und P 
getragen, wovon die eine die Mittelfraft von den Spannungen S,, Su 
der zur Seite FG — HK parallelen Normalebene A BE, und die ander 
die Mittelfraft der Spannungen S,, S, in der zur Seite GH = FA 
parallelen Normalebene C DE ift. Jener Ebene entſpricht der Meinfte urd 
diefer der größte Krümmungshalbmeſſer; fegen wir beide Halbmefier = fı 
und r,, fowie die Eeitenlingen FG — 6, und GH — 6,, umd beziehen 
wir die Spannung S auf die Breite — Eins, fo haben wir die in beide 
Ebenen wirkenden Spannungen: 
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S, — 6, S und S; = 6,5 
und die hieraus entjpringenden Normalfräfte: 


JJ 
71 71 
P,=6S:- = en. —* , daher die Mittelkraft derſelben: 
2 
P=P,+PR=S0o, 6. F -): 
Big. 646. Bezeichnet auch hier y 


die Höhe des als ein Rechteck 
vom Inhalt 6, 6, anzu— 
jehenden Elemente FGHK 
der Oberfläche über dem 
unterften oder allgemeinen 
Waſſerſpiegel, jo Haben wir 
die Kraft, mit welcher diefes 
Element von dem darüber 
oder darunter befindlichen 
Waſſer normal auf» oder 
abwärts gezogen wird, 

P=y.00,9, 
und es folgt num durch Gleichjegung beider Ausdrüde für P: 


Y 6, 63 = - 50, O3 (+ +2). daher: 


REN) 


Es ift alfo bei der cylindriichen Wand die Erhebung (Senkung) der 
Dberfläche des Waffers iiber (unter) dem allgemeinen Wafleripiegel an jeder 
Stelle der Summe von den umgefehrten Maximal- und Minimalkriimmungs- 
halbmeijern proportional. Diefe Formel enthält aud) die des vorigen 
Paragraphen in fi), denn wenn der Normalſchnitt C ED gerade ift, To 
hat man: 





r, — @, daher 
EIER, und 
72 

81 
yz——ı 
# en 


Krumme Fläche des Wasserspiegels. Die Turve, welche der ($. 38 
verticale Durchichnitt des MWaflerfpiegels in der Nähe einer ebenen Wand 
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bildet, läßt fi, nad) Hagen, wie folgt, finden. Es ſei AR, dig. 647, 
die Oberfläche des von der verticalen Wand BK angezogenen Waſſers, HR 
der allgemeine Waſſerſpiegel, ferne 
der Durchſchnitt 7 beider Flächen 
der Coordinatenanfangspunkt. Man 
fege ferner die Coordinaten cine 
Punktes O in der Oberfläche AOR 
HM—xwd MO= y, fm 
den Bogen AO — s und den Tur: 
gentenwinkel O TM — «, ſowie die 
Elemente OQ, QP und OP, rip. 
— Or, Oy und Os. 


Day= ern und nad) Artifel 33 
der analytijchen Hülfslehren, 


Big. 647. 





= 2 fowie ©&y = — Ossin. « ift, jo hat man: 
_ 800 _ Ssin.a.da — 
7 — 


— sin. x. O c, 
und es giebt nun die —— 
et sin.a.da = Con. — — 
F— 
Da für den Punkt R, « und y zugleich Null find, iſt 
0 = Cam. — > 05.0, daher: Con. — - und 
ya — 25 (1 — cos. — — — —— = (sin. U a)?, 
jo dag: = 
— 
82 — — 1/ « folgt. 


Für @® — 90° hat man sin. /; sin. 45° — V/,; daher it ir 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwant, 


h=2 VE. v7 - V2, alfo umgekehrt: 


2 1/, h?, und 


1) yz h V2.sin. oc. 
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Durch Differenziiven dieſes Ausdrudes bekommt man: 
oOy=Yah V? cos. Iha.da—=h V'/, cos. I/aa.Ode, 
und da aud) dy —= — — — «© iſt, fo folgt: 


oz — —ıV’y-- age Vi, „608. 1 &008. 0 
sın.& 





_ 1 Vin. Na [(cos. Ya)? — (sin. Ya )3] 


2 2sin. dis a@.c. 0 


— vn. 1— 2 (sin. 1); — 


260sin. 1,0 
=—h V'/, ’ Es — sin. U, R ou. 
Nun ift aber 
[sin Iha.döa—= — 2008.14, und 
0 


sin. ꝛ/ 26 
(ſ. analyt. Hülfslehren Art. 26); 





= 2 Log.nat.tang.!/;« 


daher hat man: 
a—=—h V!% (Zog.nat.tang.!/;& + 2cos.1/,a) + Con. 
Da für z — 0, @' = 90°, tang.1/; a — tang. 221/,° — VI 
und cos.!/;« — V');, ift, jo folgt: 
Con =) v [Loo. nat, (Va = 1)£3 V";], und 


2) 2 = a Vi |to.nat.(V? !) +2 (V7 7 es Yaa)| 


— [1 — V2..cos. I,a— V'/, Log. nat. (Va + 1)tang. 1, a]. 
Für @ —= 0 hat man: 
cos. I und Log.nat.tang. — », 
daher: 
— + on; 
es iſt alſo AR die Aſymptote, welcher ſich der Durchſchnitt AOR der 
Oberfläche des Waſſers ohne Ende nähert. 


Anmerfung. Wenn man die Kormel (1) umfehrt, alfo 
sin. a = — v 


ſetzt, ſo kann man für jeden — Werth von y, erſt a und hieraus wieder 
mitteljt (2) den entiprechenden Werth von x berechnen. 
Die Meffungen, welhe Hagen hierüber angeftellt hat, weiſen eine jehr 


736 







yinkin., hemeſen 1,87 var [om 0. 00° 0,34 


x 


x 





" gemefien 0,00. 031 0,63. 0,94 
„ berechnet 
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gute Uebereinftimmung diefer Theorie mit der Griahrung nad. Diefelben Ant 
mittelft einer matt gefchliffenen Meflingtafel an Brunnenwarler angentellt wer: 
den, und haben auf folgende Ergebniſſe geführt: 


| 


0,0 0,83 


— — — — —. —. 


| 
0,24 018. one 0,07 004 
3,18 


0,016 





3,74 
IR 


1,26 1,57 18 2,50 


| 


0,64 0,96 | 1,28 | —* 2,47 


| 


3,01 

















Diefe Zahlenwerthe beziehen ſich auf Pariſer Linien. Aus A = 1,37 kinicn 
berechnet ſich 8 — 0,94 und der kleinſte Krümmungshalbmefier r — 0,68 Linien. 


Tafel von Burbaum, Thonfchiefer und Glas gaben diefelben Nefultate. 


‚381 Paralleltafeln. Zwiſchen zwei jehr nahe geftellten Tafeln, DE 
DE, Fig. 648, erhebt fic) das Wafjer nicht allein an den Rändern, jondern 


Fig. 648, 





daher hat man nad) 8. 


Y„ = 


Jı = 


hı 


= 


. 
— 


—— 
— a 


aud in der Mitte, und es bildet die Oberfläche 
deffelben nahe den halben Martel eines elliptiſchen 
Sylinders. Die eine Halbare des elliptijchen Durdr 
fchnittes ift der halben Weite CA — a, und de 
andere Halbare CB—b, der Differenz; AF— B6 
— h, — h, zwiſchen der größten und Fleinften 
Erhebung (Az und A,) der elliptiſchen Oberflädt 
ABA über dem allgemeinen Waſſerſpiegel gleich 
Nach dem Ingenieur ©. 171 ift der Krümmung® 
halbmeijer der Ellipje in A: 


‚und der in B: 


a? 
a ey, 


378 die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in 4: 


as 
(h, — Er 
— 7 . 


7 und dagegen in B: 


— 
— 


Durch Subtraction dieſer Gleichungen von einander erhält man: 


— —30 a Rh 
17 y \(ha — hı)? a? ) 


h; 


oder: 


— 


a 1\, 


(i — Ih)? a)’ 
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daher folgt: 


nmel 


% ? 
2))h=- Ber 


3) ı — 18 8 
ayYS+tay a?y 
und endlich das Verhältniß: 
_kh—h _ay „,8 
a h, De 7 
Iſt a ſehr Hein, fo kann man 
ee 
ay 


jegen, dann wächſt aljo die Erhebung der Oberfläche des Waſſers 
umgefehrt wie der Abftand der Tafeln von einander. 


Genauer ift aber 


1 #)= 18 
in TARA 4 — 
a. a 2, + 2/0, um 
M=1.°(1- =) - eig 
a y ay 
Umgekehrt folgt — 
Ss 2 
„ah +7 


Dieje Formeln ftimmen, wenn der Abftand der Tafeln ſehr klein, nament- 
(id) —— noch nicht 1/5 iſt, ſehr gut mit den Beobachtungen überein. 
1 
Hagen fand bei Verſuchen mit zwei parallelen Plantafeln in Brunnen- 
waſſer, im Mittel durch Beobachtungen: 
hı = 1,55, hg, — 2,09 und A — 1,38 Pariſer Yinien, 
und durch Rechnung: 
= — 1,04, h, — 2,12 und h — 1,44 Barifer Pinien. 
Neuere Verſuche (ſ. Poggendorff's Annalen, Bd. 77) gaben für 
a — 0,360; 0,5875; 0,7575 Yinien, 
h,= 2,562; 1,429; 1,068 „  umd 
3 0,949; 0,907; 0,917 „ 
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alfo im Mittel: 


5 — 0,9243 und S = 0,01059 Gramme. 


(Bergl. den vorigen Paragraphen.) 
382 Haarröhrchen. Die Erhebung der Oberfläche des Waflers in fen 


rechten engen Röhren, oder jogenannten Haarröhrchen (franz. tubes capı- 
laires; engl. capillary tubes) läßt ſich bei Zugrumdelegung der Formel 


8 ( 1 1 

—— — * rg 
des $. 379 Leicht finden, wenn man annimmt, daß die Oberfläche (er 
fig. 649. Meniscus) ein halbes Sphäroid ABA, fu 


649, bilde, deſſen Freisförmige Bafıs AA mit den 
Querſchnitte der Röhre zuſammenfällt. Behalten 
wir die Bezeichnung des vorigen Baragraphen bi, 
jegen wir aljo wieder die halbe Röhrenweite CA 
— a, und die Minimal: und Marimalerhebung 
BG und AF des Waſſers in der Röhre über 
dem allgemeinen Wafferfpiegel AR, —hı umd h 
fo haben wir für 





1 1 (h, — hı)? 
hs _ — — 1) — —— —— ——— 
 \rı 4 — ri a und r, und für 
Be 1 a? 
hı — 7 7 + =) ‚rs=nz= neh zu ſetzen, weshalb nun 


a — — (- —) 
=, tra my” 
28 (ha — hı) 


I 


———— 
1 y Fr folgt. 
Durch Subtraction der legten Gleichungen von einander erhält man: 
5 (1 a 2(h, — hı) 
h — } — — — a 2 l ) 
: 5 y \a T (hg — hı)? a? 
oder: 
— J a >) 
7 \alı — hı) + Mn —h) ad/' 
aud) : 


y 2 1 F* 
5 4 2) ( — Mi) — — (hg — h a. 


Iſt a klein, ſo kann man auch 
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z (h, — hı)? — (h, — h,)? — « 
ſetzen, woraus dann 
 -h=a | 
folgen würde. Nimmt man aber Ag — hı =a + dan, md fett 
(hg — h)? = a? + 2ad, fowie (ha — hı)’ = a3 + 34206, 
jo erhält man: 


Y =) 1 — 
(4 * (er + 300) Ze + —— 
oder: 


y y., 2 
Se + (£ + 2):305 — 28 0, 


und es folgt: 
3 3 
ö — — RER: 1... EN j ——— 
— 755 oder annähernd, oͤ 15 
Hiernad) ift nun 
a” 
h, — h =a— 158’ 
daher: 
28 1 a’ 28 
A 6-& ——— 


ya 
_.8f1 a He Bll a re) 
*—7 43648 


75 
Bea ( =)\=%2 a 
-5[3+: + 55)\=37 +35 


Es wächſt alfo bei den Haarröhrchen die mittlere Erhebung um» 
gefehrt wie die Köhrenmeite. 
Auch hat man zur Beftimmung von S: 
8 ı? 
7 — 1/, a0 m T 
Beobachtungen, welhe Hagen mit Brunnenwafler an Haarröhrchen an- 
geftellt hat, gaben Folgendes : 





— 


NRöhrenweite a, Linien . . . | 0,295 [0,336 | 0,413 | 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 
Erhebung A,, Linien . . . . [10,08 [8,50 6,87 |5,17 |4,28 |3,72 |3,59 


Spannungemaß — Gramme | 1,508 | 1,455 | 1,458 | 1,478 | 1,473 | 1,512 | 1,494 


47° 
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Nach diefen Berjuchen ift aljo im Mittel: 
B — 1,482 und S —= 0,0170 Gramme. 


Die Abweichungen diefer Werthe follen ihren Grund darin haben, daß die 
Spannung S der Oberfläche des Waſſers mit der Zeit abnimmt, und ba 
dem gefochten Wafler viel Fleiner ausfällt als bei dem frifchen Wafler. Cs 
ift alfo anzunehmen, daß die Spannung des Waſſers in jedem Streifen von 
1 Linie Breite, S — 0,0106 bis 0,0170 Gramm beträgt. 


‚383 Die vorjtehende Theorie findet auch in dem Falle ihre Anwendung, wenn 
die Wand nicht von der Flüſſigkeit benegt wird; es findet hier 
feine Erhöhung, jondern eine Senkung der Oberfläche ftatt, und es iſt 
die leßtere auch nicht concav, fondern conver. Die aus dem Niveauabftande 
BG entjtehende und von unten nach oben wirfende PVerticalfraft P wird 
auch hier durd) die Spannungen S und S der Oberflähe ABA, Fig. 650, 
der Flüffigfeit in der Nöhre aufgehoben. Die Adhäſionskraft des feiten 
Körpers kommt hierbei, der vorjtchenden Theorie zu Folge, nicht weiter ın 
Betracht. 


Fig. 651. 





Setzt man die Kraft, mit welcher die Nöhrenwand die Flüſſigkeitsſäule 
BG, Sig. 651, an ſich zieht, dem Röhrenumfange proportional, fegt alto 
für eine cylindrifhe Röhre diefe Kraft P—= u.2 ra, wo w einen 
Coefficienten ausdrüct, jo hat man: 

za”h — 2ura, 
und daher die mittlere Erhebung des Waflers in der Röhre: 
_ 24 

a 

Für zwei parallele Tafeln ift dagegen P—=2ul und P—=2ahly. 
wo 7 die unbeftimmte Länge der Waflerfäule bezeichnet, und daher: 


h= 


d. 1. halb fo groß wie bei der Nöhre, wenn der Abftand 2a der Tafeln der 
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Röhrenweite glei) ift. Diefes ftimmt auch mit den Refultaten der legten 
Paragraphen vollfommen. 

Nach den Hagen'ſchen Verſuchen hängt die Feſtigkeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Flüſſigkeit nicht von dem Grade ihrer Flüſſigkeit ab, 
iſt aber um ſo größer, je ſchwerer die Flüſſigkeit an anderen Körpern haftet. 
Nach Anderen, namentlich nach Brunner und Frankenheim (ſ. Poggen— 
dorff's Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe A in den 
Haarröhren und folglid) auch S ab, wenn die Temperatur der Flüffigfeit 
eine größere wird. 

Für Alkohol ift S ungefähr die Hälfte und für Quedfilber das Achtfache 
von der Feſtigkeit der Oberfläche des Waſſers. 


Anmerfung 1. Hagen findet durh Meſſung und Wägung von Klüffigfeite: 
tropfen, welche fih von den Grundflächen kleiner Gylinver losreißen, ziemlich dies 
felben Werthe wie durch die Beobachtungen an Gapillartafeln. Gbenfo haben die 
Verſuche mit Adhäſionsplatten eine gute Uebereinſtimmung geliefert, unter ber 
Vorausfegung, daß der Kraft zum Losreißen einer Platte durch das Gewicht des 
gehobenen Aluffigfeitscnhlinderse und durch die Spannung in dem Mantel viefes 
Gplinders das Gleichgewicht gehalten wir. 


Anmerfung 2. Die Anzahl der Schriften über die Gapillarität iſt zu groß, 
als dag hier eine vollitändige Mittheilung verfelben erfolgen fünnte. Es haben 
ſich mit diefem Gegenſtande fogar die größten Mathematifer, wie Laplace, 
Poiſſon, Gauß u. ſ. w. beichäftigt. Gine vollitändige Mitiheilung der älteren 
Literatur findet man in Kranfenheim’s Lehre von der Gohäften. Die Schrift, 
welche bei Bearbeitung dieſes Capitels vorzüglich benutzt wurde, ift folgende: Ueber 
die Oberfläche der Alüfftgfeiten von Hagen, eine in ver Königl. Afademie der 
MWiffenfchaften gelefene Abhandlung, Berlin 1845. Gine neue phyfifalifche 
Theorie der Gapillarität von 3. Mile enthält Br. 45 von Poggendorff’s 
Annalen (1838). Es geboren bierber aub Boutigny’s Studien über die Kör: 
per im fphäroidalen Zuftande, deutich von Arendt. Leipzig 1858. 
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Viertes Gapitel. 
Vom Gleichgewichte und Drudfe der Luft. 


.384  Spannkraft der Gase. Die uns umgebende atmojphärifche Luft, 
fowie auch alle übrigen Puftarten oder Gafe (franz. gaz; engl. gas) be 
figen, in Folge der Nepulfivfraft ihrer Theile oder Moleküle, ein Beftreben, 
einen größeren und größeren Raum einzunehmen. Man erhält daher audı 
nur eine begrenzte Yuftmafle durch Abiperren oder Einfchliegen derfelben in 
vollfommen verjchloffenen Gefäßen. Die Kraft, mit welcher ſich die Gaſe 
auszudehnen juchen, heißt ihre Elafticität, Spannfraft oder Erpan: 
fivfraft (franz und engl. tension). Sie äußert fi) durch einen Drud, 
welchen das Gas gegen die Wände des dafjelbe einfchliegenden Gefäßes aus— 
übt, und ift infofern von der Klafticität der feiten oder tropfbar flüſſigen 
Körper verfchieden, als fie in jedem Zuftande der Dichtigkeit jich wirkſam zeigt, 
wogegen die Erpanfivfraft der legtgenannten Körper bei einem gewiflen Zu— 

Fig. 652. ftande der Ausdehnung Null ift. Man mißt den Drud 
oder die Spannfraft der Luft und anderer Gaſe durdı 
Barometer, Manometer ımd Pentile Das 
Barometer (franz. barometre; engl. barometer) 
wird vorzüglich angewendet, um den Drud der Atmo- 
Iphäre zu beftimmen. Das gewöhnlichjte oder fogenannte 
Gefäßbarometer, Fig. 652, befteht in einer, an 
einem Ende A verichlojienen und am anderen Ende 
B offenen Glasröhre, welche, nachdem jie mit Quechſilber 
gefüllt ift, umgeftürzt und mit ihrem offenen Ende in ein 
ebenfall® Queckſilber enthaltendes Gefäß CD eingetaudt 
wird. Nach dem Umkehren diefes Inftrumentes bleibt 
in der Röhre eine Quedfilberfäule 3 S zurücd, welder 
(1. $. 374) durch den Drud der Luft gegen die Ober: 
flähe HR des Quedfilbers das Gleichgewicht gehalten 
wird. Der fiber der Quedfilberjäule befindliche Raum 
AS iſt luftleer; e8 erleidet daher diefe Säule von oben 
feinen Drud, weshalb denn auch die Höhe diefer Säule, 
oder vielmehr die Höhe des Queckſilbers in derſelben 
über dem Quedjilberipiegel ZIR im Gefäße als Maf 
des Puftdrucdes dienen fann. Um diefe Höhe bequem 
und ſcharf meſſen zu fönnen, ift eine genau eingetheilte 
Scala angebracht, welche längs der Nöhre hinläuft und nach Befinden noch 
mit einem verjchiebbaren Zeiger S verjehen ift. 
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Anmerfung. Die ausführliche Befchreibung der verjchievenen Barometer, die 


Anleitung zum Gebrauce derjelben u. ſ. w. gehört in die Phyſik. Siche Lehr: 
buch der Phyſik und Meteorologie von Müller, Bd. I. 


Atmosphärendruck. Durch Barometer hat man gefunden, daß bei 
einem mittleren Zuftande der Atmofphäre und an wenig über dem Meere 
gelegenen Orten dem Yuftdrucde durd) eine ungefähr 76 Gentimeter oder 
nahe 28 Parifer Zoll — 29 preuß. Zoll hohe Quedfilberfäule von 0 Grad 
Wärme da8 Gleichgewicht gehalten_wird. Da das fpecififche Gewicht des 
Duedfilbers bei Null Grad Wärme 13,6 ift, fo folgt, daß der Luftdruck auch 
gleich ift dem Gewichte einer 0,76. 13,6 — 10,336 Meter = 31,73 Parifer 
Fuß — 32,84 preuß. Fuß hohen Wafferfäule. 

Man mißt die Spannung ‚der Luft auch oft durch den Druck, welchen 
diejelbe auf die Flächeneinheit ausübt. Da ein Cubifcentimeter Quedfilber 
0,0136 Kilogramm wiegt, jo ift der Atmofphärendrud oder das Ge- 
wicht einer 76 Gentimeter hohen Quedjilberfänle bei 1 Duadratcentimeter 
Baſis: 

p = 0,0136.76 — 1,0336 Kilogramm. 

Nun ift aber ein Duadratzoll 6,841 Quadratcentimeter, daher mißt der 
mittlere Drud der Atmojphäre auch — 1,0336 . 6,541 — 7,071 Kilos 
gramm — 14,142 Pfund auf einen Quadratzoll und — 2036 Pfund auf 
einen Duadratfuß. 

Den mittleren Barometerftand genau 28 parifer Zoll — 29 preuß. Zoll 
angenommen, erhält man den Drud der Atmofphäre auf einen Quadratzoll 
14,103 Pfund, und auf einen Quadratfuß 2030,38 Pfund 


Es ift jehr gewöhnlicd) in der Mechanik, den mittleren Atmofphärendrud 
als Einheit anzunehmen, und andere Erpanfivfräfte auf diefen zu beziehen, 
und in Atmofphärendrüden, oder Atmofphären, wie man fchlehtweg 
jagt, anzugeben. Hiernach entjpricdht dem Drude von » Atmojphären eine 
28.n Parijer Zoll hohe Diuedjilberfäule oder ein Gewicht von 14,103 
» preuß. Pfund auf jeden Quadratzoll; und umgekehrt, einer % Zoll hohen 


Duedjilberjäule die Erpanfivfraft von 2 — 0,03571 h Atmofphären, und 


dem Drude von p Pfund auf den Quadratzoll die Spannung von 
art — 0,07091 p Atmofphären. Uebrigens giebt die Gleichung 
EEE 
28 14,103 
h = 1,985 p Zoll und p = 0,5037 h Pfund. 
Bei einer Spannung von h Zoll — p Pfund ift daher der Drud gegen 
eine ebene Fläche von F Quadratzoll: 


die Reductionsformeln : 


PR 
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P= Fp = 0,5037 Fh Pfund 
— Fhy = 1,985 Fp Zoll. 


Beifpiele. 1) Wenn bei einer Waſſerſäulenmaſchine das Waſſer 250 Ruf bob 
über der Kolbenfläche fteht, jo ift der Drud gegen dieſe Fläche 
250 = 
= nu” 7,6 Atmofphären. 
2) Wenn der Wind eines Gylindergebläfes 1,2 Atmofphäre Spannung bat, fe 
ift der Druck veflelben auf jeden Duadratzoll 
— 1,2.14,10 = 16,92 Pfunt, 
und auf die Kolbenfläche von 50 Zoll Durchmeſſer, 
n „502 


= 7: 16,92 — 33222 Pfund. 





n „50? 
4 





Da die Atmofphäre den Gegendrud 


folgt die Kolbenfraft: 
P = 33222 — 27685 = 5537 Pfunt. 


-14,10 = 27685 Pfund ausukt, ie 


356 Manometer. lm die Spannung der in Gefäßen eingejchlofienen Gafe 

oder Dämpfe zu finden, werden barometerähnliche Inftrumente, welche man 
Manometer (franz. manometres; engl. manometers) nenzt, 
angewendet. Dieſe Inftrumente werden mit Quechkſilber oder 
mit Waſſer angefüllt, und find oben entweder offen oder 
verſchloſſen, im letteren Falle aber wieder im oberen Theile 
entweder Iuftleer oder mit Luft erfüllt. Das Manometer 
mit dem [uftleeren Raume, Fig. 653, ift von dem gewöhn⸗ 
lichen Barometer nicht verſchieden. Um mit Hülfe deſſelben 
die Spannung der Luft in einem Behälter meſſen zu können, 
wird eine Röhre CE angebracht, die mit einem Ende C in 
dem Behälter und mit dem anderen Ende X über dem 
Queckſilberſpiegel ZR im Gehäufe ZDR des Inftrumentes 
ausmünde. Der Raum ZER über dem uedfilber 
wird dadurch mit dem Luftbehälter in Communication geiegt; 
es nimmt daher die im ihm befindliche Luft die Spannung 
der Luft im Behälter an, und drüdt eine Quedfilberjäule 
BS in die Röhre, welche ſich mit dem zu mefjenden Luft: 
drude ins Gleichgewicht jest. 

Das oben offene Hebermanometer ABC, Fig. 654, 
giebt den Ueberſchuß der Spannung in einem Gefäße MN 
über den Atmojphärendrud an, weil diefer Spannung dur 
die Vereinigung des Luftdrudes über S mit der Quck- 
fülberfänle RS das Gleichgewicht gehalten wird. Iſt b der 
Barometerftand und A der Manometerftand oder der Höhen 


Fig. 653. 
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abftand RS der Duedfilberfpiegel 7 und S in den beiden Schenfeln des 
Manometers, jo hat man die durch; die Höhe einer Duedfilberfäule gemeffene 
Spannung der mit dem Fleinen Schenkel communicirenden Yuft: 

b =b+h, 
oder durch den Drud auf den Quadratzoll gemeflen: 

p = 0,5037 (b + h) Pfund, 
oder, wenn b der mittlere Barometerftand ift, 

p = 14,10 + 0,5037 h Pfund. 

Gewöhnlicher als die Hebermanometer find die Gefäßmanometer, 
wie ABCD, fig. 655. Da hier die Luft durch eine größere Queckſilber⸗ 
oder nad) Befinden Waſſermaſſe, auf die Flüſſigkeitsſäule wirkt, fo werden die 
Schwingungen der Yuft nicht jo fchnell auf die Flüffigfeitsfäule übergetra— 


Fig. 654. Fig. 655. Fig. 656. 





gen, und es wird das Meſſen diefer mehr in Nuhe befindlichen Säule er- 
leichtert und ficherer. Der Bequemlichkeit des Meſſens oder Ablefens an 
der Scala wegen bringt man oft nod) einen Schwimmer an, welcher auf dem 
Queckſilber ſchwimmt und mittel8 eines Über einer Rolle liegenden Fadens 
mit einem iiber der Scala wegleitenden Zeiger verbunden ift. 

Die Manometer laſſen ſich natürlich aucd, zum Meffen des Drudes von 
Waſſer und waflerförmigen Flüffigfeiten anwenden; man nennt fie aber dann 
Piezometer (franz. piezometres; engl. piezometers). 

Mit Hilfe eines Ventil DE, Fig. 656, beftimmt fich ebenfalls, jedoch 
weniger jcharf, die Erpanfivfraft des in MN abgefchloffenen Gaſes oder 
Dampfes, wenn man das Laufgewicht G fo ftellt, daß es eben dem Luft— 
oder Dampfdrude das Gleihgewidht hält. It CS — s die Entfernung 
des Schwerpunftes des armirten Hebels von der Drehaxe C, OA—=a 
der Hebelarm des Laufgewichtes, und Q das Gewicht des Hebels ſammt 
Bentil, jo hat man das ftatifche Moment, mit welchem das Ventil durch die 
Gewichte zugedrücdt wird, 

=Ga+ 095; 
ift ferner der Gas- oder Dampfdrud von unten, — P, der Atmofphärendrud 
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von oben, — P,, und endlicd) der Hebelarm C B des Ventile, — b, io hat 
man das ftatiiche Moment, mit welchen fic das Ventil zu heben ſucht, 
=(P—P)b, 

und es giebt nun das Gleichſetzen diejer beiden Momente : 

Pb— Pb Ga + Qs, folglid): 

— P, 3: (ra nee, 

Bezeichnet r den Halbmeſſer des Ventils DE, p die innere und p, 

die äußere Spannung, gemeſſen durch den Drud auf einen Ouadratzol, 
jo hat man: 





P=ar!p und P, = ar”p,, daher: 
Ga + Qs 
p — Pı + zr?b D 


Beiſpiele. 1) Wenn ver Dueditlberitand eines oben offenen Mancmeters, 
3,5 Zoll, und der Baremeteritand 27 Zell beträgt, fo iſt Die entiprechende Erpar 
fivfraft : 

h=b+h = %7,+ 3,5 = 30,5 Zell, oder: 
p = 0,5057.h = 0,5037 .30,5 — 15,36 Pfunv. 


2) Wenn der Waflfermanometerftand 21 Zoll bo ift, jo entfpricht demſelben I 
dem Barometerftande von 27 Zoll, die Grpanfivfraft : 

n=7+ = — 28,54 Zoll — 15,38 Pfund. 

3) Wenn das jtatifche Moment eines unbelafteten Sicherheitsventils 10 Zell— 
pfund, das ſtatiſche Moment des 10 Pfund fchweren Laufgewichtes, — 15.10 
— 150 Zollpfund, der Hebelarm des Ventils, von Ventil: bis Drebare gemein, 
b — 4 Zell und der Halbmefler des Ventils, r — 1,5 Zoll beträgt, jo it me 
Differenz der Drüde auf beide Ventilflächen: 

150 +10 _ 160 

PTAh—n b®%.4 In 
Wäre der Atmofpbärendruf p, — 14 Pfund, fo fiele hiernach die Spannung NT 
Luft unter dem Bentile: 

p = 19,66 Pfund aus, 


— 5,66 Pfund. 


Mariotte’sches Gesetz. Die Spannung der Gaſe wächjt mit der 
Verdichtung derfelben; je mehr man ein gewiſſes Yuftguantum zufammendrädt 
oder verdichtet, deito größer wird aud) deſſen Spannfraft, umd je mehr man 
dafjelbe fi ausdehnen oder verdünnen läßt, defto Meiner zeigt fic auch fein 
Erpanfivfraft. Das Verhältniß, in welchem die Spanntraft und die Did 
tigfeit oder das Volumen der Gafe zu einander ftehen, wird durch das ven 
Mariotte (oder Boyle) entdeckte und nad) ihm benannte Geſetz ausgebrädt 
Es behauptet, daß die Dichtigfeit einer und derjelbenYtuftmengt 
derSpannfraft derfelben proportional, oder, da die Räume, welche 
von einer und derjelben Mafje eingenommen werden, den Dichtigfeiten umge 
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fehrt proportional find, dag fic die Bolumina einer und derjelben 
Gasmaſſe umgekehrtwiederen Erpanfipfräfte verhalten. Wird 
demnad) eine gewiſſe Yuftmenge bis auf die Hälfte ihres anfänglichen Volu— 
mens zufammengedrüdt, ihre Dichtigfeit aljo verdoppelt, jo ftellt ſich auch ihre 
Spannung noch einmal jo groß heraus als anfänglich, und wird dagegen ein 
gewifles Luftquantum bis auf das Dreifache feines anfänglichen Raumes aus- 
gedehnt, aljo feine Dichtigfeit bis auf den dritten Theil herabgezogen, jo bleibt 
auch die Elafticität defjelben nur ein Drittel von der anfänglichen Spannfraft. 
Iſt 3.2. unter dem Kolben E eines Cylinders A C, Fig. 657, gewöhnliche 

Fig 657. atmojphärifche Yuft, welche anfänglicd) auf jeden 
Quadratzoll mit 14 Pfd. drücdt, jo wird diefelhe mit 
28 Pd. drüden, wenn man den Kolben nad) Z, Fi 
geſchoben und dadurch die eingejchloffene Luft bie 
auf die Hälfte ihres anfänglichen Volumens zu— 
ſammengedrückt hat, und es wird dieſe Kraft 3. 14 
— 42 Pfund betragen, wenn der Kolben nad) E, F, 
gekommen ift und zwei Drittel der ganzen Höhe zurück— 
gelegt hat. Iſt der Inhalt der Kolbenfläcde 1 Qua— 
dratfuß, fo beträgt dev Atmoiphärendrud gegen diefelbe — 144.14 = 2016 
Pfund; um daher den Kolben um die halbe Cylinderhöhe niederzudrüden, find 
nad) und nad) 2016 Pfund, und um ihn um zwei Drittel diefer Höhe niederzus 
fchieben, find allmälig 2.2016 — 4032 Pfund auf denfelben aufzufegen u. |. w. 

Ebenſo läßt ſich durd) Zugießen von Quedjilber in die mit dem Luft- 

cylinder A C, Fig. 658, commumicirende Röhre G. H das Mariotte'ſche 

Kia 658, Geſetz prüfen. Hat man anfänglid; dur die Dued- 
filbermafie DEFH eine Yuftfäule A C abgeiperrt, welche 
mit der äußeren Luft gleiche Spannkraft bejigt, und ſpä— 
ter durch zugegofienes Quedjilber den Yuftcylinder bie 
auf die Hälfte, auf das Viertel u. ſ. w. des anfänglichen 
Volumens zufammengedrüdt, jo wird man finden, daß 
die Niveauabftände G, Hı, @, H, u. ſ. w. der Ober- 
flächen des Queckſilbers der einfachen, dreifachen Baro- 
meterhöhe b u. ſ. w. gleich find, daß aljo, wenn man 
hierzu die dem äußeren Puftdrude entſprechende einfache 
Höhe addirt, die Spannfraft zweimal, viermal u. ſ. w, 
fo aroß ift als beim anfänglicdyen Volumen. 

Schr Leicht läßt ſich aud die Nichtigkeit des Mariotte'ſchen Gejeges 
auf der Seite der Ausdehnung der Puft nachweifen, wenn man eine cylin- 
drifche (gut calibrirte) Röhre AB, Fig. 659 (a. f. ©.), ſenkrecht in das 
Duedfilber (Wafler) taucht und, nad) gehörigem Verſchluſſe des oberen Endes 
A, das abgeſchloſſene Puftvolunen A E (1.) durch behutfames Aufziehen 
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diefer Röhre ausdehnt, fo daß es nun ein Volumen A, E, (II.) ammimmt. 
Die Dichtigkeiten der Luft in diefen Räumen AE und A, E, find jedenfalls 
Fig. 659. den Höhen AC und A, C, derielben 
umgefehrt, und ihre Spannungen den 
Differenzen zwifchen dem Barometer: 
ftande b und den Höhen CD um 
C, D, der über der Oberfläche HR 
des Queckſilbers ftehenden Queckſilber⸗ 
fäulen DE und D, E, direct pro 
portional; es ift folglich nach dem 
Mariotte’fchen Gefege: 
ACC 0d— CD. 
— — AG 5— CD" 
— — was auch durch die Beobachtung bei 
jeder beliebigen Eintauchung der Röhre 
A B beſtätigt wird. 

Sind h und h, oder p und p, die Spannkfräfte, y und y, die entipre 
enden Dichtigkeiten, und V und Y, die zugehörigen Volumina einer umd 
derjelben Yuftmenge, fo hat man nad; dem angegebenen Gefege: 
> A £ WR p 


1 hp oder V, yı — Vy, fowie Y,pı — Vp; daher 
h 


y — — 1 Pı 5 > — ER 
Yı = ee — ſowie Vr = F — — — 
Hiernach läßt ſih die Dichtigkeit und auch das Volumen der Luft von einer 
Spannung auf die andere reduciren. 





Anmerkung. Nur bei ſehr großen Preſſungen der Luft kommen bemerkbare 
Abweichungen von dem Mariotte'ſchen Geſetze vor. Nach Regnault it: B. 
für atmoſphäriſche Luft, wenn das Luftvolumen Vo von 1 Meter Preſſung in P, 
übergeht, die Preſſung deſſelben 


— | V, ’ V, 5 
P=%y 1 — 0,0011054 (7 — 1) —+- 0,000019381 (F- ı) Meter, 














r 
jo daß für 2 — 5 MR 20 


p = 497944 19 ‚91622 | 14,82484 | 19,71988 Met. ausfällı. 


Beifpiele. 1) Wenn bei einer Sehläfemafäine der Manometerftand 3 Zell 
mißt, während der Barometeritand 28 Zoll beträgt, fo iſt die Dichtigfeit des Win— 
238-+3 31 

5” 1,107 mal fo groß, als die der äußeren Luft. 

2) Wenn ein Cubikfuß atmoſphaͤriſche Luft bei 28 Zoll Barometerſtand 


61,74 
*5 Pfund wiegt, ſo hat er bei 34 De Barometerftand ein Gewicht von: 


des — 
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61,74 34 _ 2099 
m 30” 0,09736 Pfund. 
3) Wie tief fann eine Tauderglode (franz. cloche à plongeur; engl. 
diving-bell) ABCD, Fig. 660, unter das Wafler Z.RD getaucht werden, 
Fig. 660. damit das Waſſer nur bis zu einer gewiſſen Höhe 
CH — y in diefelbe eindringe? Anfänglich 
fteht die Slode mit ihrer Mündung CD über 
dem Waſſerſpiegel ZR, wobei ihr ganzer Raum 
V mit atmofphärifcher Luft angefüllt ift, deren 
Waflerbarometeritand — 5b fein möge. Sinkt 
nachher die Glode um die Tiefe OC — r, und 
vringt hierbei ein Waflervolumen W in die 
Slode, jo gebt, wenn feine Luft durch den 
Schlaub S zugedrüdt wird, das Volumen der 
abgeichlofienen Luft in V — W und der Baro- 
meteritand derſelben in + = — y über, und es 
int folglich: 








 b+-+ı—y_ V 
b  /—-W’ 
weraus fih nun da 
Wb 
=y-It yop=SItyp 


Iſt der mittlere — des unteren — * Glocke, = F, fo läßt ſich 
noch W — Fy und daher 


— (1 4 * en) feßen. 

Für den Waflerbarometerftann b — > Ruß ift bei dem Volumen der Glode, 
V = 100 Bubiffuß, dem mittleren Duerfchnitte ihrer unteren Hälfte, FF 20 
Duadratfuß, und der zuläfiigen Höhe des Waflers in derfelben, y — 3 Fuß, das 
Bolumen des legteren: W = Fy — 20.3 — 60 Gubiffuß, folglich das der 
abgeiperrten Luft: — W — 40 Cubikfuß, ferner die Dichtigfeit der lepteren 
= 2 — 21/, mal fo groß als die der äußeren Luft, und die entiprechende Tiefe 
der Gintauchung: 


z=3+H 10 —3+4 = 48 Ruf. 





Arbeit der comprimirten Luft. Die Arbeit, welche aufzuwen- $. 388 
den ıft, um ein gewijjes Luftguantum bis zu einem gewiffen 
Grade zu verdichten, fowie auch die Arbeit, welche die Luft bei ihrem 
Ausdehnen zu verrichten vermag, läßt ſich nicht jogleicd angeben, weil die 
Erpanfivfraft in jedem Momente des Berdichtens oder Ausdehnens eine 
andere ift, wir müſſen uns daher nad) einer bejonderen Formel zur Berech— 
nung dieſes Werthes umfehen. Denken wir uns in einem Cylinder A C, 

"ig. 661 (a. f. ©.), durd) einen Kolben EF eine gewiſſe Luftmaſſe AF 
abgejperrt, und unterfuchen wir, welche Arbeit erfordert wird, um den Kolben 
um einen gewiffen Weg EE, — FF, fortzuſchieben. Iſt die anfängliche 
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Spannung — p und die anfängliche Höhe des Eylinderraumes, A E — s, dage- 
gen die Spannung nad) Durdjlaufung des Raumes E E),—pı, und die Höhe 


Fig. 661. 





E, A bes noch übrigbleibenden Luftvolumens, — sı, 
fo gilt die Proportion: 
Ppı :Pp=Ss:5,, welche giebt p, = = 
1 
Während Durchlaufung eines ehr Heinen Wegtheiles 
E, E, — 6 läßt fid) die Spannung p, als unver 
änderlich anjehen, und es ift daher die dabei aufzu- 
6 
wendende mechaniſche Arbeit — Fp, 6 = Em 
1 


wofern noch F die Kolbenfläche bezeichnet. 


Den Lehren der Logarithmen zufolge *) ift aber eine ſehr kleine Größe 
x — Log. nat. (1 + x) —= 2,3026 Log. (1 + x), 
wenn Log. nat. den natiirlichen und Zog. den gemeinen Pogarithmen be 
zeichnet; es läßt ſich folglich aud) 


6 
er — Fps Log. nat. (1 4 4 2) 


jegen. Nun ift aber 


Log.nat. (1 44 ) — Log. nat. Ge 


— 2,3026 Fps Log. (1 En 2) 


at?) 


— Log.nat.(sı * — Log. nat. s; 


daher jene Elementararbeit auch 


6 
Fps — Fps [Log.nat.(s, + 6) — Log. nat. si 
) 


Denfen wir ung den ganzen Weg HE, aus n Wegtheilen wie 6 beftehend, 
jegen wir alfo EE —=n6, fo finden wir die allen diefen Theilen ent: 
iprechenden Arbeiten, wenn wir in der legten formel nach und nad ſtatt 
s1; ++ 20, 85 +35... br + la — 1) 6 und flat 
sı +0; +206,5 +36uf.w. bis sı + n6 oder s fegen, und 
finden nun durch Summiren der dadırcd) erhaltenen Werthe den volitän 
digen Arbeitsaufwand beim Durchlaufen des Weges s — sı 


x? — 
) Nach der Reihe ⸗ —,1415471 66 u 
wie auch analytiſche Hülfslehren Art. * in für ein Heine x, e=1+# 


daher; 


Log.nat. (1 + x) = x. 
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' Log.nat.(sı + 6) — Log. nat. sı 
Log.nat.(s) +20) — Log.nat.(sı + 0) 
Log. nat.(sı + 36) — Log.nat.(sı + 2 0) 
A=Fps . 


 Log.nat.(s} + n6) — Log.nat.[sı + (n — „| 

— Fps [Log. nat. (s} + n6) — Log. nat. si] 

— Fps(Log.nat.s — Log.nat.s,) = Fps Log.nat. (2). 
l 


da ſich immer ein Glied in der einen Zeile mit einem Gliede der folgenden 
Zeile aufhebt. 


Da ferner = — * — iſt, ſo läßt ſich dieſe Arbeit auch ſetzen: 
8 


hı — 7— Pi 
A = Fps Loa.nat. (*) — Fps Log. nat. (2). 
Nehmen wir den Kolbenweg s — 5ı = x an, jo finden wir hiernad) aud) die 
mittlere Kraft des Kolbens bei Verdichtung der Luft in dem Verhältniffe 
— 
h op 
— 02 nal). 
P==- =Fp s Log. nut. (2) 
Segen wir F = 1 (Quadratfuß) und s — 1 (Fuß), jo erhalten wir 
die Leiftung 
A — p Log. nat. (2) — 2,3026 p Log. (2 
Diefe Formel giebt die mechanische Arbeit an, welche aufzuwenden ift, um 
eine Raumeinheit (1 Eubiffuß) Luft aus der tieferen Preſſung oder Span- 
nung p in die höhere Spannung p, zu verjegen und fie dadurch auf das 


Bolumen (2) Cubikfuß zuritdzuführen. Dagegen drückt 


A 
© 


A=p, Log.nat. (2 — 2,3026 pı Log. 2) 


die Arbeit aus, welche eine Raumeinheit Gas ausgiebt oder verrichtet, wenn 
jie aus der höheren Preſſung p, im die tiefere p libergeht. 
Um eine Luftmaffe vom Volumen Y und der Spannung p durch Ver— 


V 
dihtung auf das Volumen P, und auf die Spannung pı — 7 p zus 


rüdzuführen, ift hiernad) die mechanische Arbeit Pp Log. nat. (7) aufs, 
1 


zumenden nöthig, und wenn umgefehrt, das Volumen 9, bei der Spannung 
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. 14 
pı durch Verdünnung in das Volumen 9 und in die Spannung p — 7 pi 
übergeht, fo wird die Arbeit 

V v i 
Vp Log. nat. T —— V Ppı Log. nat, (7) frei. 


Anmerfung. Zur Erzeugung mäßiger Spannungsbifferengen (p, — P) over 
feiner Bolumenveränderungen (9, — V) kann man aud einfach die erforderlice 


Arbeit 
4 rbb) an = rulı - 2) Eh) 


p+P 
r(ı = ( 2 ) 
jegen, oder genauer, mit Hülfe der Simpſon'ſchen Regel, wenn z den Drud 
beim mittleren Kolbenwege a bezeichnet: 


‘ 


— ı — 2) et tm). 


I 





Nun iſt aber: * 
rs En - _ 2PıL 
? Met) era, 2 Pte 
daher folgt: * 
spp 
A—-YVI1— 2 — 
Ye ( * 4 —J 4 pı) 
= 14V Pı Pı -P m PA = 
1 »(z * pı +p pı 


Beifpiele. 1) Wenn ein Gebläfe pro Secunde 10 Cubikfuß Luft von 28 Zoll 
Spannung in Wind von 30 Zoll Spannung verwandelt, fo it die von demielben 
in jeder Secunde zu verrichtende Arbeit 
A = 17280 . 0,5037 .28 Log. nat. (3%,,) = 243710 (Log.nat.15 — Log.nat.14) 

— 243710 (2,708050 — 2,639057) — 243710. 0,068993 

—= 16814 Zollpfund — 1401 Fußpfund. 

Die Annäherungsformel in der Anmerkung giebt diefe Arbeit: 


* 30 8.2 28 15 8 14 
A= 14.243710. (5; 9,5 = 460.2 +5 - 15 
— 40613 .0,41387 — 16811 Zollpfund — 1401 Kufpfund. 

2) Wenn bei einer Dampfmafchine unter der Kolbenflähe F— #.82 — 201 
Duadratzoll eine Dampfmaffe von 15 Zoll Höhe und 3 Atmofphären Spannung 
fteht, welche den Kolben bei ihrer Ausdehnung um 25 Zoll fortfchiebt, jo it die hierbei 
entwidelte und auf den Kolben übergetragene mechanifche Arbeit unter der Bor: 
ausjegung, daß der Dampf bei feiner Erpanſion dem Mariotte’ ſchen Geſetze folgt: 


i 
A = %1.3.14,10..15 Log. nat. me — 127534 Log. nat. %y, 


= ‚127534 .0,98083 — 125039 Zollpfund — 10424 Fußpfund 
und die mittlere Kolbenfraft, ohne Rückſicht auf die Kolbenreibung und auf den 
Gegendruck: 
P— 125089 


5. = 4604 Pfund. 
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Druck in den verschiedenen Luftschichten. Die in einem Ge— 
fäße eingefchlofiene Luft ift in verfchiedenen Tiefen von verfchiedener Dichtig- 
feit und Spannung, denn die oberen Puftichichten dritden die unteren Luft- 
Ichichten, auf welchen fie ruhen, zuſammen; es ift deshalb nur im einer und 
derjelben Horizontalichicht einerlei Dichtigfeit und einerlei Spannung, und es 
nehmen beide mit der Tiefe zu. Um aber das Geſetz diefer Zunahme der 
Dichtigfeit von oben nad) unten oder der Abnahme derjelben von unten nad) 
oben zu finden, Schlagen wir einen Weg ein, der dem des vorigen Paragraphen 
ehr ähnlich iſt. 

Denken wir uns eine verticale Luftſäule AE, Fig. 662, vom Querſchnitte 
AB — 1, und von der Höhe AF — s. Geben wir fir die untere 

Fig. 662. Luftſchicht die Dichtigkeit — y und die Spannung — pP, 
und für die obere Puftichicht FF die Dichtigfeit — 71 
und die Spannkraft — p,, jo haben wir zumächft 
m — — Bezeichnet 6 die Höhe E der Schicht 
Eı F, fo iſt das Gewicht derſelben, ſowie auch die dieſer 
Höhe 6 entſprechende Abnahme der Spannkraft: 
6YyPı 


—— 160— =, 
UV 1 Yı pr 





und umgekehrt: 
UV 
06 — — 
YDpı 
oder, wie im vorigen Paragraphen: 


— 

0:5 : Log. nat. (1 — — [ Log. nat. (p, + v) — Log. nat. pı]. 

\ ı 

Seßen wir hierin ftatt p,, nad) und nah p} + v,pı + 2v,pı + 3v 
u. f. w. bi8 p — pı + (nn — 1) v, und addiren wir die entjprechenden 
Luftſchichthöhen oder Werthe von o, fo befommen wir die Höhe der ganzen 
Luftiäule, ganz wie im vorigen Paragraphen: 


. iR 
s— = (Log.nat.p — Log.nat.p,) = : Log. nat. (2) 


oder aud): i 
8— Log. nat, (5) — 2,302 m Log. (z): 
wenn b und db, die den Spannfräften p und p, entfprechenden Barometer 
ftände in A und in F bezeichnen. 
Iſt umgekehrt die Höhe s gegeben, fo läßt fid) die ihr entfprechende Er- 
panfivfraft und Dichtigkeit dev Luft berechnen. Es ift nämlid): 
ı u 


’ 


BP Le ,dopn=ye ?’, 


v2 N 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanif. 1. 483 





754 Sechster Abſchnitt. Viertes Gapitel. ſ8 390- 


wobei e — 2,71828, die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtemes 
bezeichnet. 


Anmerkung. Dieje Formel findet ihre Anwendung beim barometriichen 
Höhenmeflen,, welches im „Ingenieur“ , Seite 273 abgehandelt wird. Ohne Be: 
rücffichtigung der Temperatur u. ſ. w. läßt fich im Mittel 


s — 58604 Log. (5) Fuß feßen. 


Beifpiele. 1) Wenn man den, Varometerftand am Rufe eines Berges, 
339 und am Gipfel veflelben, 315 Linien gefunden hat, fo ergiebt ih die Höbe 
diefes Berges: 

s — 58604 . Log. (83%,,,) — 58604 .0,031889 — 1869 Fuf. 
2) Kür die Dichtigfeit der Luft auf einem 10000 Fuß hohen Berge hat man: 
/ 1 
Log. S 100 Yggos — 0,1706, daher z — 1,481 und > = 7 795; 
es ift alfo diefelbe nur 67%/, Procent von der Dichtigfeit am Fuße. 





390  Stereometer und Volumenometer. Das Mariotte’fche Geſetz 
findet eine praktifche Anwendung bei der Beftimmung der Volumina gewifjer, 
namentlic) pulverförmiger, faferiger Körper u. |. w. mittels der jogenannten 
Stereometer oder VBolumenometer. 


1) Das Stereometer von Say. Wird die mit dem verſchloſſenen Ge 
füße AB, Fig. 663 J. in Verbindung ftehende und ind Quedjilber HDR 
Fig. 668. eingetauchte Glasröhre CD emporgezo- 
gen, ohme ganz aus dem Queckſilber zu 
kommen (I1.), jo tritt in Folge der Ausdeh⸗ 
nung der abgefperrten Luft, von oben 
eine gewiſſe Luftjälue CE, in die Röhre, 
und es bleibt von unten eine gewifie Uued- 
jilberfäule DE in derjelben zurüd, wo— 
bei fi) die num verminderte Spannfraft 
der eingefchloffenen Luft mit dem um 
den Drud der Duedjilberfäule DE ver 
minderten Atmofphärendrud ing Gleich— 
‚gewicht jegt. Dit nun F, das Volu— 
men des Raumes ABC, Vi das zu 
beftimmende Volumen des in denielben 
gebrachten Körpers Kund F das Bolumen 
der Yuftfäule CE, fowie b der Baro- 
meterjtand und A die Höhe der eingedrungenen Quedjilberfäule DE, jo hat 
man, da eine und diefelbe Yuftmenge erft das Volumen 9%, — Vı bei der 
Preſſung d, und dann das Volumen Y, — Vr + V bei der Preſſung b— A, 
annimmt, nad) dem Mariotte'ſchen Gefege: 
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mh _b-h 
n-NMN+V 5b 
wonad) dann das gefuchte —— 
——— Fe ) 7 folgt 


Wenn man das Volumina V, fennt, Er ) Nöhre bei der Beitimmung 
fo weit herauszieht, daß die Länge und folglich aud) das Bolumen V der 
Luftfäule in der Röhre CD ein beftimmtes ift, und man beobachtet außer 
dem Barometerftande b, noch die Höhe A der Waflerfänle DE, fo fann man 
mittel8 diefer Formel das Volumen V, des Körpers K berechnen. 

2) Das VBolumenometer von Negnault. Wird der mit atmojphä- 
riſcher Luft erfüllte Raum AB CD, Fig. 664, welcher auc) den Körper K 

Fig. 664. enthält, deſſen Volumen Y, bejtimmt werden foll, 
durc den Hahn bei C abgeiperrt, und dann durch 
den geöffneten Hahn E fo viel Duedfilber aus der 
Röhre DE abgelaffen, daß deilen Oberfläche von M 
nad) N jinft, jo fann man nad) dem Mariotte’fchen 
Geſetze wieder die obige Formel 

Vo — H EN Aral. 
Zu A 
aufitellen, wenn man das Volumen des Raumes 
ABDM durch V,, das Volumen des abgelafjenen 
Queckſilbers durch 9 und die Höhe MN deſſelben 
durch A bezeichnet. Es folgt deshalb aud) genau wie 
oben das Volumen des — in A, 


2 er — — - (3 — -) Y. 


Um für eine zweite =. die Röhre DE von 
Fig. 665. Neuem mit Queckſilber zu füllen, jtellt man durd) 
Drehung des Hahnes E eine Communication der 
Röhre D E mit dem Quedjilbergefäße @ H her. 

3) Das VBolumenometer von Kopp. Die im 
Raume ABCD, Fig. 665, eingeichlofiene Yuft hat 
die Äußere Prefiung, wenn das Quedjilber in DG 
die untere Mündung D der Manometerröhre DE 
berührt. Drüdt man aber durch einen Kolben P 
das Queckſilber in DG bis zu einer gewifien Höhe 
empor, wobei feine Oberfläche die Spitze S berührt, 
jo wird die abgejperrte Luft zufammengedrüdt, und 
es fteigt aud) das Duedjilber in der Manometerröhre 
auf eine an einer Scala abzulefenden Höhe h. Bit 

48 * 











‘ 
« 
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mun wieder 7, das Volumen des Luftraumes ABCD, V, das geſuchte 
Volumen des in denjelben gebrachten Körpers und F das Volumen des zu: 
geflofienen Duedfilbers, jo hat man dies Mal 








V, — V, — b un h 
— N-P 

und daher das geſuchte Körpervolumten : 
2 0 (Bus 2) r. 


Die conftanten Volumina Po, und V find durd Einfüllung mit Quedſil— 
ber und Abwägen der eingenommenen Quedjilbermenge für jedes Inſtru— 
ment bejonders zu beſtimmen. 


Die Luftpumpe (franz. machine pneumatique; engl. air- pump, 
syringe). Wenn man den Kolben K, Fig. 666, einer Luftpumpe bei der 
Hahnftellung (I) aufzieht und bei der Hahn- 
Sig. 666. ftellung (II) niederdrückt, jo wirft diejelbe 
ale Berdünnungspumpe; wenn man 
dagegen denfelben bei Hahnftellung (IT) auf- 
zieht und bei der Hahnftellung (T) zurüchſchiebt, 
jo wirft fie als VBerdichtungspumpe. 
Bei wiederholtem Aufe und Niederziehen 
des Kolbens K im Cylinder CD wird da— 
durch die Luft im Necipienten A, im erjten 
Falle immer mehr und mehr verdünnt, im 
zweiten dagegen immer dicjter und dichter. 
1) Die Berdünnungspumpe SH 
V der Kecipientenraum, bis zum Hahne H 
gemeſſen, ferner Y, der jdyädliche Raum, 
von H bis tiefften Kolbenftande gerechnet, 
und bezeichnet C den vom Kolben A durdy 
laufenen Raum, weldjer aud) durch das 
Product Fs von Kolbenfläcde Fund Kolbenweg s gemefjen wird, fo geht, 
nach dem Mariotte’fchen Gefege, die Prefjung b der anfangs im Reci- 
pienten eingeſchloſſenen Yuft, am Ende des Kolbenſchubes in die Preflung: 
- („tl — ————— 
— — 
Da beim Rückgange des Kolbens der ſchädliche Raum mit Luft von der 


äußeren Prefjung b gefüllt bleibt, fo ift ferner fiir die Prefjung b, der Puft 
im Necipienten am Ende des zweiten Zuges: 





4) b über. 
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++ O)b—=Vb, +Vıb 
V:b VV,b 


—zTA — Yo or Vnb, daher 
sehn 5 en SED: 0, >. 
4=(y nrl’ternrotvenFO 


Ebenfo ift für die Spannung db, am Ende des dritten Zuges 
(VV + O)b;,=Vb, + Vı b, und daher 


_ v?yıb VVb 
3 = (Gm) toner wrrrO 
Vi 
ar + (775) 
Vv VY,b 
— re 


und es läßt ſich hiernach Leicht ermeſſen, daß die Preifung b, am Ende des 
n ten Zuges, 


= (pr r)® 
+ (777) — — ——— 
zu ſetzen iſt. 


Bezeichnet man durch p, und 


BEER: CORE: ee 
— — 7 
hat man hiernach: 

,=pb+(ii+p+P+- +p"')gb, 
oder, da die Summe der in der Parenthefe eingejchloffenen geometriichen 
Reihe, = — — — iſt (ſ. „Ingenieur“ Seite 82), ſo folgt ein— 
fach die geſuchte Endpreffung: 


= +) ao 


dir n— © fällt p" —= 0, und folglich die möglich Fleinfte Spannung 
gab Ib b 
 B — — 
— — aus. 
2) Die Verdichtungspumpe. Gelten dieſelben Bezeichnungen wie für 
die Verdünnungspumpe, fo hat man hier für die Luftpreſſung d, am Ende 


des erjten Schubes: 
V+V 
(V + Vı)b =(V + Vı + O)b, daher (I — -)b; 
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ferner fir die Preſſung db, am Ende des zweiten Schubes: 
(!„+YN)b =Vbi+(Vı + CO)b, daher 
(#+Vı +O)Vb F — +6, 
(-+N) v+Jı 
40 


= v.\?: v ) 
- (7 7) s + V — V4 — 
Ebenſo folgt für die Preſſung am Ende des dritten Schubes: 
(+ V)b—Vb, ( + C)b, und daher 
y, +C 
(trete 
oder, wenn man 
EEE HrQ_ 
vor 2 und yır “1 jest, 
b=[p t(1+p+pD)alb. 
Allgemein hat man die Preffung am Ende des nten Kolbenfpieles: 
,=[p 0 — ')q]b, oder da 


— 
4 te u de 


——— = —1I-p 
n 1— pi 
= I»; + (3 =) |b 
Fiirn — ©, wo pl — 0 ift, ftellt ſich 
BR 1. SE ri 
"1-n 
heraus. Dies ift natürlich auch die größte Spannung, welche durch diefe 
Compreffionspumpe erzeugt werden Fann. 
Wäre der fchädliche Raum alfo Y, — Null, fo hätte man bei der Per: 
diinnnungspumpe 4 — 0, daher: 





= 





b, 





— — 
u; = (7 p; 
dagegen bei der Verdichtungspumpe pı — 1 und —— — — 5, folglid: 


b. — (1 + 19))6b = ( „oh 


Berfpiel. Wenn bei einer Luftpumpe der Necivient das Volumen 7 — 1000 
Cubikzoll und der Ihädlihe Raum die Größe von 10 Cubikzoll einnimmt, währen? 
der Gylinderraum 300 Gubifzell mißt, je it die Spannung der eingefchloffenen 
Luft nach 20 Spielen: 

1) beim Verdünnen, da 


1000 
p 1310” 0,76336 und 
a = = I _ 0,0078336 mißt, 
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1 — 0,76336% 
b. — 2 20 — — 
day = (0, 763369 + T—gra33g 0076336) b 


— (0,0045143 + 0,0321126) b = 0,076269 b; dagegen 
2) beim Verdichten, wo 





1000 
Pı 100 = 0,99010 und 
310 
=: = 0,80693 in, 
— 20 
= by, ⸗(0 vooi 030603) d 
(osioa + re 0,30693) b = 6,414. 


Gay-Lussac’sches Gesetz. Einen wejentlihen Einfluß auf die Dich- $. 3 
tigfeit und Erpanfivfraft der Gafe hat die Wärme oder Temperatur derfel- 
ben. Je mehr die in einem Gefäße eingefchlofiene Luft erwärmt wird, defto größer 
zeigt fi) auch die Erpanfivfraft derjelben, und je mehr die Temperatur der 
in einem Gefäße durd) einen Kolben abgeſchloſſenen Yuft erhöht wird, defto 
mehr dehnt ſich aud) die Luft aus und fchiebt den Kolben auswärts. Ver— 
fjuche von Gay-Luſſae, weldye in neueren Zeiten von Nudberg, Mag- 
nus und Regnault wiederholt worden find, haben ergeben, daß bei gleicher 
Dichtigkeit die Erpanfivfraft, und bei gleicher Erpanfivfraft das Volumen 
einer und derſelben Luftmenge wie die Temperatur wächſt. Man kann diefes 
Geſetz dem Mariotte’fchen an die Seite fegen, und es zur Unterfcheidung 
das Gay-Luſſac'ſche Gefeg nennen. Nach den neueften Verfuchen nimmt 
die Erpanfivfraft eines gewiſſen Luftvolumens bei Erwärmung vom Froft- 
bi8 Siedepunkt um 0,367 ihres anfänglichen Werthes zu, oder e8 wächſt bei 
diefer Temperaturerhöhung das Volumen einer gewillen Yuftmaffe bei un— 
veränderlicher Spannung um 36,7 Procent. Giebt man die Temperatur 
nad) Gentefimalgraden an, deren der Raum zwiſchen Froſt- und Siedepunkt 
100 enthält, fo folgt die Ausdehnung auf jeden Grad, — 0,00367 und 
auf £% Temperatur, — 0,00367 .t; bedient man ſich dagegen der Réaumur— 
ichen Grade, von denen 80 auf den Abftand zwifchen dem Froſt- und Siede- 
punft gehen, jo hat man die Ausdehnung auf jeden Grad 0,00459, aljo 
für 20 — 0,00459 .t. 

Diefe Verhältnißzahl oder der fogenannte Ausdehnungscoefficient 
ö — 0,00367 , gilt eigentlich nur fir die atmofphärifche Luft; den übrigen 
Gaſen entiprechen meift wenig größere Werthe, auch nimmt felbjt bei der 
atmosphärischen Luft diefer Coefficient mit der Temperatur wenig zu. 

Wird eine Luftmafle vom anfänglichen Volumen Y, und von der Tem— 
peratur Null um £ Grad erwärmt, ohne eine andere Spannung anzunehs 
men, jo ift das neue Volumen: 

— (1 + 0,00367 t) , 
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und erhiflt es die Temperatur ?,, fo entfteht das Volumen: 
Y, = (1 + 0,00367 9 V,, 
und es folgt durd) Divijion das Volumengerhältnif: 
V __1+ 0,0367 t 
v7, 7 T+ 0,0867 tı’ 
dagegen das entiprechende Dichtigfeitsverhältniß: 
v» WM 14 0,0867 
yı WITH 000867 1° 
oder allgemein: 


— — — — —— “ 


Yı v ı+öt 
Seht außerdem noch eine Veränderung in der Spannung vor, iſt p, die 
Spannung bei Null, p die bei f, und p, die bei t, Wärnte, jo hat man: 


Y=(1 + 0,00367 * V,, 


ferner: 
Y,— (1 + 0,00367 Dr a 


6 
v_ 14000867 8 pi und 


7, 1 + 0008674 » - 
7 _ 1 + 0,0867. » 
yı 1 -+ 0,00867.1 pm’ 
7 _1+ 000867. b ,. 
>, Tr 0,00867.1 0, mie 
p b 1 + 0,00367t y 


PA 5b 1 + 0008674 
Beifpiel. Wenn eine Luftmaffe von 800 Cubikfuß Inhalt, 15 Pfd. Span: 
fraft und 10 Grad Wärme, durch das Gebläfe und durch den Erwärmungsapparat 


eines Hohofens in eine Spannung von 19 Pfd. und in eine Temperatur von AM 
Grad verfegt wird, fo nimmt fie zulegt das größere Volumen : 


2 
1 + 0,00367..200 „, 1,734 12000 _ 1958 Gubiffuß an 


oder: 


4 Ga  — ———— 6 15, Fr III — — — — — 
1 + 0,00867.10 7" N 1,0567 19 
Anmerfung. Die Formel: 
Y_ ne 1+ dt, 
yo 51 rd 


läßt ſich auf fefte und einige liquide — anwenden, nur iſt hierin für jeden 
feſten Stoff ein beſonderes Ausdehnungsverhältniß einzuführen; z. B. 

für Gußeiſen: d 0,0000336, 

für Glas: d — 0,0000258, 

für Quedjilber: d — 0,0001802. 





8. 393.) Vom Gleichgewichte und Drude der Luft. 761 


Dichtigkeit der Luft. Mit Hülfe der Formel am Ende des vorigen 8. 39 
Paragraphen läßt ſich nun auc die einer gegebenen Temperatur und Span— 
nung der Puft entſprechende Dichtigfeit Y berechnen. Durch neuere Wä— 
gungen und Meffungen von Seiten Regnault's hat man das Gewicht von 
einem Qubifmeter atmojphärifche Luft bei Null Grad Wärme und 0,76 
Meter Barometerftand, — 1,2935 Kilogramm gefunden. Da ein Eubif- 
fuß (preuß.) — 0,030916 Gubifmeter und 1 Kilogramm — 2,0 Neupfund 
ift, jo beträgt bei den angegebenen Berhältniffen, die Dichtigfeit der Luft 
— 2.0,030916.1,2935 — 0,07998 Pfund. 
Iſt nun die Temperatur — 9 Gent. fo folgt die Dichtigfeit, für das frau— 
zöſiſche Maß: 
1,2935 
P = IT 0,00367 ? 
und für das preußiiche Maß: 
007998 
FIT 0,00867 .1 
Weicht auch noch die Erpanfivfraft von der mittleren ab, iſt aljo der Baro- 
meterktand nicht 0,76 Meter, jondern b, jo erhält man: 
FR 1,2935 b _1,702.b 
7 Tr 0,00367.1 0,76 I + 00086071 
oder wenn man, wie in Deutſchland gewöhnlich, b in Parifer Zoll giebt, 
da 0,76 Meter — 28,075 Zoll ift: 
.0,07998 b_ ___0,002849.b 
?= TI 0,00367.1 28,075 — IT + 000367 Flund. 


Sehr oft drüdt man aber auch die Erpanfivfraft durch den Drud p auf 
das Quadratcentimeter oder auf den Duadratzoll aus, deshalb ift dann der 


Kilogramm, 


Pfund. 


Kilogramm, 


p p . 
tor ———— oder — ; : 
Factor oder 1410 einzuführen, und es folgt fo 
1,2935 Ä 1,2514 
‚= = 2 Kilogramm 





— 1 + 0,00367.t 1,0336 1 + 0,00367 t 
oder: 
0,07998 p 0,005672 p 
PT TE 0,00867.1 14,10  iH+ — le 
Bei gleicher Temperatur und Erpanfivfraft ift die Dichtigfeit des Waſ— 
jerdampfes nahe °/, von der Dichtigkeit der atmosphärischen Luft, weshalb 
man fir Waflerdampf 
03084 p 0,7821 p 
7 = 7 0,00367 11.0336 — I + 000367 1 *logramm 


oder 
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— 0,0499 pP  __ __0,003539 p Pfund 
TWosec 14,10 T 000807, 0 


erhält. 


Beifpiele. 1) Welhes Gewicht hat der in einem cylindrifchaen Megulater ven 
40 Ruß Länge und 6 Ruf Weite enthaltene Wind bei 10 Grad Wärme und 18 
Pfund Preſſung? Die Dichtigfeit diefes Windes ift: 

0,005672.18 0,102096 
vn 7 er 08 Pant, 
und der Faflungsraum des Regulatorkeſſels: 
V — n.32.40 — 1131 Gubiffuß, 
daher wiegt die gedachte Windmafle: 
Yy = 0,09848.1131 — 111,4 Pfund. 

2) Eine Dampfmafchine verbraudt in der Minute 500 Gubiffug Dampf ven 
1070 Wärme und 36 Parifer Zoll = 0,5037.36 — 18,133 Pfund Spanntraft; 
wie viel Pfund Wafler bedarf fie zur Erzeugung diefer Dampfmenge? Die Did— 
tigkeit diefes Dampfes ift 

0,003539 . 18,133 0,06417 a 
= 17 0,00867 . 107 = 1,595 > 904607 Pfund, 

daher das Gewicht von 500 Gubiffuß Dampf, oder das Gewicht der entſprechenden 
Waſſermenge 








Yy = 50% ..0,04607 — 23,035 Pfund. 


$. 394 Luftmanometer. Mit Hilfe der in den legten Paragraphen gewonne— 
Fig. 667. nen Ergehniſſe läßt ſich nun aud) die Theorie det 
?uftmanometers entwideln. Daſſelbe bejteht ans 
einer gut calibrirten, oben mit Luft und unten mit 
Quedjilber angefüllten Barometerröhre AB, Fig. 667, 
und aus einem ebenfall8 Duedjilber enthaltenden 
Gefäße CER, welches mit dein Gaſe oder Dampft, 
deffen Spannkraft man willen will, durch ein Roht 
CE in Communication geſetzt wird. Aus den Höhen 
der Luft- und Duedjilberfäulen in AB läßt ih 
diefe Spannfraft wie folgt berechnen. Gewöhnlich 
ift das Inſtrument fo eingerichtet, daß das Uued- 
filber in der Röhre mit dem Quedjilber im Gefäße 
auf gleiche Höhe fteht, wenn die Temperatur der 
eingeſchloſſenen Luft, * = 10 Grad und die Spam 
nung im Raume ER dem mittleren Atmoiphären 
drude b — 0,76 Meter oder 28 Zoll gleich iſt 


Iſt aber beim VBarometerftande db, im Raume 
ER eine Quedfilberfäule A, in die Röhre geitiegen 
und die Länge AS der übrig bleibenden Luftſäule, 
— ha, fo hat man die Spannung derjelben 
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und —— den — der — in ER: 


——— 


Findet noch ein EEE ftatt, ift die Temperatur bei der Beob- 
achtung von Ah, und Ay nicht wie anfänglich, —t, jondern —t,, jo hat man 
die Spannung der Luftfäule AS: 
1 4 0,00367 .tı (4 + 8). b, 
1 + 0,00367 .t 
und daher den in Frage ftchenden FERNE VERS 
2 1 n- 0,00367 .t, E + ) 
bi ⸗ + 7 9,008607.8 hs e 
Für b = 28 Zoll (Parif.) und t = 10° ©. folgt: 
bi = h, + 27 (1 + 0,00367 t,) 2 
wobei nod) A — hı + Ay die ganze Röhrenlänge, vom oberen Ende A bis 
zum Quedfilberfpiegel ZR gemeſſen, bezeichnet. 
Aus dem Barometerftande b, Zoll folgt die Preffung auf den Quadrat: 
zoll (preuf.): 
14,10 
pı — 98 


— 0,5037 hı + 13,60 (1 -+ 0,00367 Ay Pfund. 
2 





se = 








h 
hy + 14,10.°%/35 (1 + 0,00367 h) > 
2 


7 | 
er en jo folgt 


(bb — hı) (h— hi) = uhb, und daher 


h= at + / ——5 + (ub — bı)h. 


Nach diefer Formel läßt ſich eine Scala berechnen, an weldyer man die 
Prefiung b, durd) die Manometerhöhe angegeben ablieft. 


Setzt man 


Deifpiel. Wenn ein Luftmansmeter von 25 Zoll Länge bei 219 Wärme eine 
Luftfäule von 12 Zoll Länge zeigt, fo ift der entfprechende Barometeritand: 
db, = 23 — 12 + 27 (1 + 0,00367 .21).%/a = 18 + 9. 1,07707..%/, 
= 13 + 60,58 = 73,58 Zoll, 
und der Drud auf einen Quadratzoll 
p, = 0,5037 .73,58 —= 3706 Pfund. 


Auftrieb der Luft. Das aus $. 364 befannte Gefeß vom Auftriebe $. 395 
des Waſſers gegen die in dafjelbe eingetauchten feften Körper läßt fic) natür— 
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(id) auch auf die in der Yuft befindlichen Körper anwenden. Iſt V das To 
(umen diefes Körpers und Y die Dichtigfeit der Yuft, worin ſich derjelbe be 
findet, fo beträgt, diefem Geſetze zufolge, der Auftrieb P— V y; hat folglid 
der Körper das jcheinbare Gewicht @ (in der Luft), fo ift fein wahres 
Gewicht (im luftleeren Raume): 

G=6G+ Pr. 
Iſt ferner Y, die Dichtigkeit dieſes Körpers, jo hat man aud): 

G, = Vyn daher: 


= rn jo daß num: 
Yı 


H=G var ‚oder Gı (ı — Y) = Gy, alfo: 


Yı 
G = ( u) G folgt. 
a ; fot 
Wird der Körper an der Wage durch ein Gewichtsſtück Gr, gewogen, 
deſſen Dichtigkeit Y, ift, fo gilt für en die Gleichung: 


und es folgt endlich mittel® Divijion der legten — durch einander 


das Gewichtsverhältniß — 7 
Gı __Yı —— 72 

Pe — Tr a 

Yı 


oder annähernd und meift genügend ſcharf: 


G y (- 
— —] _[_2_—] — — 
@G3 rt, Ya 22 


oder auch: 
G_ (+ 1 
er 
wenn & & und &, die ſpecifiſchen — Luft, des abgewogenen Kör- 
pers und der Gewichtsmaſſe bezeichnen. 


In vielen Fällen der Anwendung find — und ſo kleine Brüche, daß 
2 


l 


man fie ganz außer Acht und das wahre Gewicht (G,) dem fcheinbaren Ge 
wichte @ gleichjegen kann. 


Anmerkung. Das Geſetz vom Auftriebe der Luft findet auch noch feine An- 
wendung bei der Beſtimmung der Steigkraft und Steighöhe eines Luftballons 
(franz. aerostat; engl. air-balloon) AB, Fig. 668. Iſt V das Volumen des 
Ballens, 6 das ganze fcheinbare Gewicht veflelben fammt Schiff u. |. w., y, die 
Dichtigfeit der äußeren und y, die der eingefchloflenen Luft, fo hat man den Auftrieb: 

P=VYy=V/yn+ 6, 
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und daber: 
u V —— Ya) =G, 
alje 3. B. den nöthigen Faſſungsraum des Ballons : 
Kia. 668. J—J— 


* — 2 


und die Dichtigkeit der * Luft beim 
höchſten Stande des Ballons: 


G 
ı=9Yys+t =. 


Aus diefer Dichtigfeit läßt fi noch mit: 
tels der in $. 359 gefundenen Kormel: 


= 5 Log. nat. — = Log.nat. (2) 
1 


die größte Steighöhe s des Ballons beſtim— 
men, wenn wir bierin für y die nad $ 393 
zu beitimmende Dichtigfeit ver Luft am 
Anfangspunfte einjegen. 


Beiſpiel 1. Wie verhält fihb das wahre 
Gewicht des trodenen Nadelholzes zum 
ſcheinbaren Gewichte deſſelben, wenn das 
(egtere mittels Meflinggewichte bei O Grad 
Wärme und 27 Zoll Barometerftand bejtimmt worden ift. Die Dichtigfeit der 
Luft ift nach $. 393: 





y —= 0,002849.27 = 0,07692 Pfund, 
die des Holzes: 

y, = 0,453 . 61,74, 
und des Meffings: 

ya — 8,55 .61,74 (fi. 8. 61), 
folglich das gefuchte Gewichtsverhältniß: 
G, _ 5, 0,07692 —— _ 
= on — = — — 1 + 0001246. 2,001 — 1,00261. 
Es verlieren alfo hiernach 1000 Pfund Holz dur den Auftrieb der Luft ungefähr 
22/, Pfund an Gewicht. 

Beiſpiel 2. Wenn ein Luftballen eine Kugel von d — 30 Fuß Durchmefler 
bildet, die Füllung derſelben die Dichtigfeit y, — 0,017 Pfund hat und das Ger 
wicht des ganzen Ballons jammt Schiff und Laſt, & — 500 Pfund beträgt, fo iſt 
die Dichtigfeit eu äußeren an der Stelle, wo das Luftichiff zu fteigen aufhört: 


3000 
n=ntyF — —2348 = 0,017 0,017 + 0,03537 


— 0,05237 Pfund. 
Iſt nun die Dichtigfeit der Außeren Luft am Fußpunkte, I 0,0800 Pfund, fo hat man: 


=) — 5% — 0,4948 

Log. nat. (7) — Log. nat. a) = 0,4948, 

und nimmt man noch das Verhältnif des Drudes per Duadratfuß zur Dichtigfeit y der 
Puft, d.i. 5 — 2559 an, jo erhält man die größte Steighöhe diefes Luftichiffes : 








s = Log. nat. ()= — 25393 .0,4948 — 12564 Ruf. 


Siebenter Abſchnitt. 


Dynamik flüffiger Körper. 


Erjtes Capitel. 


Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß des Waſſers 
aus Gefäßen. 


$. 36  Ausfluss. Die Lehre vom Ausfluffe (franz. ecoulement; engl. efflux) 
der Fluſſigkeiten aus Gefäßen macht den erften Hauptteil der Hydrodyna— 
mif aus. Wir unterfcheiden zuerft den Ausflug des Waſſers und den 
Ausflug der Yuft, und dann noch den Ausfluß bei veränderlidem m 
den bei unveränderlihem Drude von einander. Zunächſt ıft von dem 
Ausfluſſe des Waflers unter conftantem Drude die Rede. Als conftaut 
läßt ficd) der Drud des Waffers annehmen, wenn von einer Seite eben ſoviel 
Waſſer zutritt, als auf einer anderen Seite ausflieht, oder wenn die im einer 
gewiſſen Zeit ausfließende Waflermenge’in Beziehung auf den Faſſungsraum 
des Gefäßes fehr Hein ift. Die Hauptaufgabe, um deren Löſung es ſich bier 
handelt, ift die Beitimmung der Wafjermenge (franz. depense; engl. 
discharge), welche unter gegebenem Drude in einer bejtimmten Zeit durd) 
eine gegebene Deffnung (franz. orifice; engl. aperture) ausfliegt. 

Ft die in jeder Secunde ausfließende Waflermenge — Q, jo hat man 
für die im Yaufe von # Secumden unter unveränderlichem Drude ausfließende 
Waflermenge: 

Kor 
Um aber die Ausflugmenge pro Zecunde zu erhalten, iſt es nöthig, die Größe 
der Deffnung und die Gejchwindigfeit der ausfliegenden Wailereleimente zu 
fennen. Der Einfachheit der Unterſuchung wegen nehmen wir zunächſt an, 
dag die Waflerelemente in geraden und parallelen Linien ausftrömen umd 
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deshalb einen prismatifchen Wafferftrahl (franz. veine, courant de 
fluide; engl. stream of the fluid) bilden. Iſt nun F der Querdurd- 
Ichnitt des Waſſerſtrahls und v die Gefchwindigfeit des Waſſers oder eines 
jeden Waflerelementes, jo bildet die Ausflugmenge pro Secunde ein Prisma 
von der Bafis F und Höhe v, es ift alfo: 

0 — Fv Raumeinheiten 
und 

G@ —= Fvy Gewichtseinheiten, 
wofern y die Dichtigfeit des Waſſers oder der ausftrömenden Flüſſigkeit 
bezeichnet. 

Beifpiele. 1) Wenn durch eine Schutzöffnung von 1,7 Duadratfuß das 
MWafler mit 14 Fuß Geichwindigfeit ausfließt, fo beträgt die Waflermenge pro 
Secunde: 

Q = 14.17 — 3,8 Cubikfuß, 
und daher die ftündlich ausfliegende Waflermenge 
— 23,8.3600 — 85680 Gubiffuf. 

2) Wenn durd eine Mündung von 5 Duadratzoll in 3 Minuten 10 Secunden 
264 Cubikfuß Waſſer ausgefloffen find ‚fo betrug die mittlere Ausflußgeichwindigfeit: 
— 264 — ao0 aug 

u er Be u 


144 130 


Ausflussgeschwindigkeit. Denfen wir ung ein mit Wafler ange= $. 397 

fülltes Gefäß AC, Big. 669, mit einer innen abgerundeten horizontalen 

Fig. 669. Ausmindung F, welde nur einen jehr Heinen 
Theil von der Oberfläche ZR des Waſſers ein- 
nimmt. Seßen wir die während des Ausflufjes 
als unveränderlich anzufehende Drudhöhe FG 
(franz. charge d’eau; engl. height of water) 
— h, die Ausflußgeſchwindigkeit — v, und die 
in jeder Secunde ausfliegende Waſſermenge — Q, 
alfo ihr Gewicht — Qy. Die mechanische Arbeit, 
welche diefe Waſſermaſſe beim Herabfinfen von der 
Höhe A zu verrichten vermag, ift — Qhy, und 
die mechanische Arbeit, welche die ausfließende 
Maſſe Qy in 1 rn indem fie aus der 


Ruhe in die Gefchwindigfeit © übergeht, ift — — -@7 (8.74). Findet num ein 
Arbeitsverluft beim Durchgange durd) die —* nicht ſtatt, ſo ſind beide 
Arbeiten einander gleich, es iſt alſo — pr Qy,d.i.: 


©? 


h= — 


29 
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und umgefehrt, 


— V2ah, 


h — 0,0510 2%, und » — 4,429 Vh, 
dagegen in Fußmaß: 
h — 0,016 22, und — 7,906 Vp. 

Es iſt alfo die Sefchwindigfeit des ausfliegenden Waſſers io 
groß wie die Endgejchwindigfeit eines von der Druckhöhe frei 
berabfallenden Körpers. 

Die Nichtigkeit diefes Geſetzes läßt ſich auch durch folgenden Verſuch er- 
weilen. Wenn man im Gefäße AUF, Fig. 670, eine nad) oben gerichtete 
Oeffnung anbringt, fo fteigt der Waſſerſtrahl 
FK vertical in die Höhe und erreicht beinahe 
das Niveau FIR des Waflers im Gefäße, und 
e8 läßt fi) annehmen, daß er es vollfommen 
erreichen wiirde, wenn alle Hinderniffe, mie 
3. B. Widerftand der Puft, Neibung an den 
Gefäßwänden, Störung durd) das zurückfallende 
Waſſer u. ſ. w. befeitigt wären. Da aber ein 
auf eine ſenkrechte Höhe AR aufjteigender Kör— 
per die Anfangsgeichwindigfeit 

v—V2gh 
hat ($. 15), jo folgt hiernach auch, daß die 
Ausflußgeſchwindigkeit 

v —V2gh 


— 


in Metermaß: 


Fig. 670. 


ſein muß. 
Für eine andere Druckhöhe Ar, ift die Aus 
flußgeſchwindigkeit 
vi —V2gh, » 
man hat daher: 
v:v — Vr: Vh; 
e8 verhalten fich alfo die Ausflußgejhwindigfeiten einer und der- 
jelben Flüffigkfeit wie die Quadratwurzeln aus den Druckhöhen 


Beifpiele. 1) Die MWaffermenge, welche in jeder Secunde durch eine 10 
Duadratzoll große Definung unter dem Drude von 5 Auf ausjtrömt, ift: 
Q=Fr=10.12V2gh = 1% .7,%06V5 — 948,7 . 2,236 — 2121 Gubifzell. 

2) Damit durch eine Deffnung von 6 Duadratzoll in der Secunde 352 Gubtt- 
zoll Waſſer ausfliegen, ift die Druckhöhe 

_ 22 _ 1 (Q\? _0,016 En 2 0,004 i 
h=,,= =) =, (5) = 742 = 2,35 Zell 





nötbig. 
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Zu- und Ausflussgeschwindigkeit. Wenn das Waſſer mit einer $. 3 
gewiſſen Geſchwindigkeit c zufließt, fo fommt zur Arbeit ä. noch 


2 
die der Gefchwindigfeitshöhe A, — * entſprechende und dem zufließenden 


2 
Waſſer innewohnende Arbeit Tr QY hinzu, weshalb num zu fegen ift: 


v2 


y2 
(h+h)Qy— 2,97 oder A-+h — 29 
und daher die Ausflußgeichwindigfeit: 


v — V29 (kh+Ah) — V2gh-+ ec. 
Da bei einem beftändig voll erhaltenen Gefäße die zufliegende Waflermaffe 
ebenjo groß ift, wie die ausfließende Maſſe Q, jo läßt ſich Ge — Fv fegen, 
mwofern G den Inhalt des Querſchnittes AR (Fig. 669) vom zuftrömenden 


Waſſer bezeichnet. Seen wir hiernah ce — = v, jo erhalten wir: 


—— 5 —991 * 
— "Ya he F 29 


und daher: 
V2 gh 


— 1/ 7F\: . 
V: (5) 
Dieſer Formel zufolge nimmt die Geſchwindigkeit um jo mehr zu, je größer 
das Duerjchnittsverhältnif 5 ft, nad) ihr fällt ferner die Geſchwindigkeit 
am fleinften, nämlich — v2 gh aus, wenn der Duerjchnitt F der Ausfluß- 


Öffnung ſehr Hein ift gegen den Querdurchſchnitt G der Zuflugöffnung, und 
ed nähert ſich diefelbe immer mehr und mehr dem Unendlichen, je Heiner der 


Unterfchied zwifchen diefen Meitndungen if. Wenn F— 6, alfo = 1 


ift, fo fällt » — 


Fig. 671. Merthift fo zu verftehen, daß bei einem bodenlofen Gefäße A C, 
p dig. 671,da8 Waffer mit einer unmeßbar großen Geſchwindigkeit 
6 zur und abfließen muß, damit der Waſſerſtrahl G F die Aus: 


Lern) — © umd alfo auche — © aus. Diefer unendliche 


A 





Ge, 
mindung CD ausfüllt. Set man v — = ein, jo erhält man: 


| @\?2 | c? _ @G 
DIE'C ea 


Weltebach' s Lehrbuch der Mechanik. I, 49 
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welcher Ausdruc anzeigt, daß der Querfchnitt F des ausfliegenden Strahles 
bei einer endlichen Zuflußgefchwindigfeit ftetS Heiner ift al8 der Duerfchnitt 
G des zufliegenden Strahles, und daß er daher die Ausmitndung gar nicht 


ausfüllt, wenn diejelbe größer ift als 


— 
29h 
Vi ru 


Anmerkung. Die Nichtigfeit der fchon von Daniel Bernoulli aufgenell: 


ten Formel 


V2oA 


Vs m 


7 


iſt fpäter von Vielen in Zweifel gezogen worden; wie unbegründet aber die 
gemachten Ausitellungen find, habe ih im der allgemeinen Mafchinenenchklepär 
von Hülffe, Artikel „Ausflug“, zu beweiſen gefucht. 

Beifpiel. Wenn aus einem prismatifchen Gefäße von 60 Duadratzoll Durr- 
fchnitt das Waſſer durch eine 5 Zoll weite Freisrunde Bodenöffnung bei eimer 
Drudhöhe von 6 Fuß ausfließt, fo iſt die Gefchwindigfeit: 


7,906 V6 


= / s ( 25 Er — Yı-— (0,327)? V0,8931 
4.60 








7,906 .2,449 _ 19,362 __ 19,362 __ — 
— ñw — — 20,49 Auf. 





399 Ausflussgeschwindigkeit, Druck und Dichtigkeit. Die gefun- 
denen Formeln gelten nur dann, wenn der Luftdrud auf den Waſſerſpiegel 
ebenſo groß iſt, wie der Druck der Luft gegen die Ausmündung; find aber 
diefe Drücke verfchieden von einander, jo bedürfen diefe Formeln nod) einer Er⸗ 


Fig. 672. 





gänzung. Wird die Oberfläche HR, Fig. 672, durch 
einen Kolben K mit einer Kraft P} gedrüdt, welcher 
Fall z. B. bei Fenerfprigen vorfommt, jo denfe man ſich 
dieſe Kraft durch den Drud einer Waſſerſäule erſetzt. SM 
h, die Höhe LK diefer Säule, und y die Dichtigkeit 
der Flüſſigkeit, jo ſetze man alſo: 


P, = Gh, Y- 
: P * 
Führt man nun ſtatt % die um A, — Fr vergrößerte 
Drudhöhe 
p, 





h+h=h+ Gy 


ein, jo befommt man für die Ausflußgeſchwindigkeit: 


= \oo(n + En » 


wobei wir überdies - ſehr Hein vorausfegen. Bezeichnen wir nod) den Drud 
auf jede Flächeneinheit der Oberflähe G durd) pı, jo haben wir einfacher: 


$. 399.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß ıc. 771 


Pı _ 
GP 


MEER” 
— V: h 2 ; 
o(n +2 
Bezeichnen wir endlich den Wafjerdrud im Niveau der Ausmündung duch 
p, fo fönnen wir aud) jegen: 


und daher: 


er Pı 
= (n+ 3)r. 
alſo: 
Ppı p 
h — 
+ r F 
weshalb | 
pP 
V⸗ — 
folgt. 


Hiernach wächſt alſo die Ausflußgeſchwindigkeit wie die 
Quadratwurzel aus der Preſſung auf die Flächeneinheit, 
und umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Dichtigkeit 
der Flüſſigkeit. Bei gleichem Drucke fließt alſo z. B. die 4mal fo ſchwere 
Hlüffigkeit nal fo ſchnell aus, als die einfach ſchwere Flüſſigkeit. Da die 
Luft 770mal ſo leicht als Waſſer iſt, ſo würde ſie, wenn ſie unelaſtiſch wäre, 
unter gleichem Drucke V 770 — 272/, mal jo ſchnell ausfliegen, als Waſſer. 

Diefe Theorie findet auch ihre Anwendung auf die Fälle, wo das ausflie- 
ßende Wafler noch durd) eine andere Flüſſigkeitsſäule gedrückt wird. 
Steht über der Oberfläche IHR des Waſſers HEF in einem Gefäße ACD, 

Fig. 673. dig. 673, nod) eine Flüffigfeitsfäule ZRı, 
deren Höhe FG, — h, und Dichtigkeit — 7, 
ift, während das Waſſer die Dichtigkeit Y hat, 
jo fann man diejelbe durch eine Waflerfäule 


von der Höhe —J erſetzen, ohne daß ſich der 


Druck auf HR ändert und folglich auch die 
Geſchwindigkeit © des durch die Mundung F 
fließenden Waſſers eine andere wird. Iſt folg- 
(ih no) h die Drudhöhe EG des Waflers, 
d. i. die Höhe der Trennungsfläche HR über 
der Mündung F', jo hat man folglich die Ge- 
Ihwindigfeitshöhe: 


v? Yı 
——h — A, 
29 ryM 
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und daher: 


eV; 2%): 
v —\:; (m +7 hı) 

Iſt nun yı < ), und alſo auch A + a hh <hH+ A, fo reicht audı 
der fenkrecht in die Höhe fteigende Waſſerſtrahl FA nicht bis in das Niveau 
H, R, L, der Oberfläche der Flüſſigkeit ZZ, R. 

Steht die Trennungsflähe HR, Fig. 674, nicht über, jondern um 

Fig. 674. 





eine gewille Höhe EF=h unter ber 
Mindung F des Ausflußgefäßes ADC, 
während die Oberfläche ZI, R, der Flüffigfeit 


j H, DR um die Höhe Gr G — A über ber 


Trennungsflähe ZR liegt, jo hat man: 
er 
92 g — y 1 ’ 
und daher die Ausflußgejchwindigfeit: 


= A, 235). 
Diefer Fall jegt voraus, daß 5 h,>h 


— ſei. Es iſt hiernach leicht 


zu ermeſſen, daß in dieſem Falle der empor⸗ 
ſteigende Waſſerſtrahl FK über die Ober— 
flähe H, R, der Flüſſigkeit ZZ, DR ſteigen 


tann. StGM—= E h, die auf Waffer reducirte Höhe der Flüſſigkeit, jo 


giebt M das Niveau an, welches der fteigende Strahl faft erreicht. 


| Fließt das Waſſer nicht frei, fondern unter Waffer aus, fo tritt wegen 
des Gegendrudes eine Verminderung der Ausflußgefchwindigfeit ein. Iſt 


Fig. 675. 





die Mündung F des Gefäßes AC, Fig. 675, 
um die Höhe FG — h unter dem Wafferipiegel 
HR des Oberwaſſers, und um die Höhe Fin 
— h, unter dem Waiferjpiegel 7, R, des Unter: 
waſſers, jo hat man von oben nad) unten die 


Preilung: 


p=hy, 


und von unten nad) oben die Gegenpreflung: 


pı =hıY 


daher die Kraft des Ausflufjes: 
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p—-m=(kh—h)yp, 
und die Ausflupgeihmwindigteit: 


v—= Ve —# ’—2) — V29(k— m). 


Deim Ausfluffe unter Baffer ift alfo der Niveauabftand A — A, 
zwiſchen den Waſſerſpiegeln als Drudhöhe anzufehen. 

Fig. 676, Wird das Wafler auf der Seite der Ausmün— 
dung durch die Kraft p und auf der Seite der 
Einmündung oder des Waflerfpiegeld durch bie 
Kraft pı gepreßt, jo hat man nun Erw 


= Was(n +2 — 


Dieſer Fall kommt z. B. vor, — Waſſer 
aus einem verſchloſſenen Gefäße ABC in ein 
anderes verſchloſſenes Gefäß DE, Fig. 676, 
fließt. Es ift hier A die Tiefe F@ der Mün- 
dung F unter dem Waflerjpiegel 7 R, pı die 
Preffung der Yuft in AHR, und p die Preſ— 
jung der Luft, oder, nad) Befinden, des Dampfes, 
in DE. 

Beifpiele. Wenn der Kolben im 12 Zoll weiten Cylinder oder Stiefel einer 


Beuerfprige mit 3000 Pfund Kraft niedergebrüdt wird und Hinderniffe in ben 
Röhren und Schläuchen nicht vorfämen, fo würde das Waſſer mit der Gefchwindigfeit 








v =-Vest= Vo, — 7,906 J — 
Gy Z.66 
4 
: 2000 Ä 
= 7,906 . 11x = 60,14 Fuß 


durch das Mundſtück am Schlauche ausftrömen und, vertical gerichtet, auf die Höhe 
h —= 0,016.02 — 57,9 Fuß 
fteigen. 
2) Wenn das Wafler in einen luftverdünnten Raum einftrömt, 3. B. in ben 
Gondenfator einer Dampfmaschine, während es von oben oder an feiner freien 
Oberfläche von der Atmofphäre gedrückt wird, fo ift die letzte Formel 


»=\V 29 (nr +22) 


für die Ausflußgefchwindigfeit in Anwendung zu bringen. Iſt die Druckhöhe bes 
Waſſers Ah — 3 Ruf, der Äußere Barometeritand 27 und der innere 4 Pariſer 
Zoll, fo hat man: 


ei Parifer Zoll — 23. 1,035 — 1,9837 preuß. Ruß, 


y 12 
oder als Maflerfäule 
— 18,6.1,9837 — 26,98 Fuß, 
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und es folgt die Gefchwindigfeit des in den inneren oder [uftverdünnten Raum 
einitrömenden Waflers: 
v — 7,906 V3 + 26,98 — 7,906 V 29,98 — 43,29 Fuß. 

3) Steht das Wafler in der Speiferöhre eines Dampffeflels 12 Fuß über der 
Oberfläche des Waſſers im Keflel, und ift der Dampforuf 20 Pfund, der Luftdrudk 
aber nur 15 Pfund auf den Duadratzoll, jo beträgt die Gefchwindigfeit, mit 
welcher das Wafler in den Keflel eintritt: 








Pe (15 — 20).144 K 94 5.144 
—E 7,906 / 12 + _ 7,906 |, 12 


— 7,906 V1,0909 — 8,25 #uf. 


400 Hydraulischer Druck. Wenn das in einem Gefäße eingejchlofiene 
Waſſer in Bewegung ift, fo drückt es gegen die Gefäßwände ſchwächer, ale 
wenn e8 in Nuhe bleibt. Man hat daher den Hydrodynamifchen oder 
hydraulifhen Wafferdrud von dem Hydroftatiihen Drude des 
Waffers zu unterjcheiden. Iſt p, der Drud auf jede Einheit des Waſſer— 
ſpiegels H, R, = G,, Fig. 677, p der Drud außerhalb der Mündung F. 
und h die Drudhöhe FG,, jo hat man für die ER 


v —V2s(h + A—2) ee) &): 
h+ — = I = E15; 


ift ferner in einem anderen Querjchnitte A, Rg — Ga, welcher um die 
Kia. 677. Höhe FG, — h, über der Mündung fteht, der 


Drud — ps, fo hat man ebenfo: 
Pı —Pp F RN v? 
[ — —- I1l—|- —. 
+ Y J 6 2 9 


Subtrahirt man beide Ausdrücke von einander, 
jo folgt: 


Pı = P: F\ F | eo 
ne]; 
17 Y 6 G,/ J32g' 


oder, wenn man die Drudhöhe G, G, der Schicht 
H, Rz — G, durch hy bezeichnet, da8 Maß des 
hydrauliſchen Wafjerdruds in H, R;: 


-[)- (1% 
Y Y .\@a 6 2 


Nun ift aber noch © die Gefchwindigfeit v, des Waflers in der Ober: 


oder: 


* 
wo) 














fläche G,, umd 7 die Geſchwindigkeit v, des Waſſers im Querſchnitte G. 


daher läßt ſich einfacher 
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Pr Ppı v? 
B_ HL, —(% 
 »Yy z 29 


Es ift alfo hiernach die hydraulische Drudhöhe an irgend 
einer Stelle im Gefäße gleich der hydroftatifhen Drudhöhe 
z + h, vermindert um die Differenz der Gejhwindigfeits- 


höhen des Wafjers an diefer und an der Eintrittsftelle. Iſt die 
freie Oberfläche G, des Waflers groß, fo kann man die Zuflußgefchwindig- 
feit außer Acht lafien, und daher 
— Mm 
a ar 
jegen, und es ift hiernad; die hydrauliſche Drudhöhe um die Ge: 
hwindigfeitshöhe Kleiner, als die hydroftatifche Drudhöhe Le 
ichneller alfo das Wafjer in einer KRöhrenleitung fließt, je ſchwächer drückt 
dafjelbe gegen die Nöhrenwand. Aus diefem Grunde zerfpringen die Röhren 
oft dann erft, oder lafien erft dann Waller durch, wenn die Bewegung des 
Waſſers in denfelben gehemmt wird, wenn ſich die Röhren verftopfen u. ſ. w. 
Durch einen in Fig. 678 abgebildeten Ausflußapparat ABCD fann 
man die Verjchiedenheit zwifchen dem Hydrau- 
lichen und dem Hydroftatiichen Drude vor 
Augen führen. Führt man von dem Quer— 
Ichnitte G@, ein Röhrchen ER in die Höhe, 
jo füllt fich daffelbe mit Wafler, und diejes 
fteigt in demfelben über das Niveau des Wafler- 
fpiegel®, wenn G4 > Gi, alfo v. < vı ift, 
denn da der Drudf p, auf den Waflerjpiegel 
durch den Luftdrud an der Röhrenmündung 
aufgehoben wird, jo läßt fich die den Druck 
in @, meljende Höhe 


tn (an 
r 


v 
= 29 ſetzen. 


Fig. 678. 





‚2 ‚2 
jegen, und es fällt aljo x > Ah, aus, wenn F * 2, ift. Iſt dagegen ber 


Duerfhnitt @, Gi, fließt alfo das Waſſer durch G@; ſchneller als durch 

Gı, jo hat man die Höhe der Waflerfäule in dem bei @, einmindenden 
Röhrchen E;: 

-u- (4-8) 

y—=-M— 29 9 q 

fleiner als h,, und es reicht fonach diefelbe nicht bi8 zum Niveau 7 R von 

G,. It endlich GE, ſehr Hein, und alfo die entjprechende Geſchwindigkeit 


‚401 
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2 2 
v, jehr groß, jo fann jogar = — Tr > hy, und daher die entjprechende 


Kia. 679. 





hydrauliſche Drudhöhe z negativ fein, d. h. die 
Luft von außen mehr drüden als das Wafler 
von innen. Dann wird alſo in einem nad 
unten geführten und unter Waller ausmün- 
denden Röhrchen E, K eine Waflerfäule empor 
fteigen, welche in Bereinigung mit dem Waſſer⸗ 
drude dem äußeren Atmojphärendrude das 
Gleichgewicht hält. Iſt diefes Röhrchen kurz, 
jo fteigt jogar das zu diefem Zwecke vielleicht 
gefärbte Wafler aus dem untergefegten Gefäße 
K durd) das Röhrchen empor, tritt in das 
Ausflußrefervoir und gelangt bei F' mit zum 
Ausfluſſe. 


Anmerkung. Beſteht das Aueflußgefäß AUE, Fig. 680, aus einem weiten 


Rig. 680. 





Mefervoir A C und aus einer engeren vertical ſtehenden 
NRohre CE, fo ift der hydrauliſche Drud an allen Stel: 
len viefer Röhre negativ. Läßt man den Atmofpbären 
druck p, unberüdjichtigt, fo ift der Drud des Waſſers in 
der Nähe der Ausmündung Z, — Null zu fegen, weil 
bier die ganze Drudhöhe GF = h auf die Erzeugung 
der Gefhwindigfeit » — V2gh verwendet wird, dagegen 
ift an einer Stelle D, E,, welde um die Höhe 6, G—=h, 
unter dem Waflerfpiegel fteht, die hydrauliſche Druckhobe 
=-h—h=—(h—ıh) 

negativ; wenn alſo ein Loch in diefe Röhre gebohrt wirt, 
fo fließt hier fein Wafler heraus, es wird vielmehr Luft 
eingefaugt, die bei F’ mit zum Ausfluffe gelangt. Dieſer 
negative Drud ift unmittelbar unter dem Gefäße am arc# 
ten, weil hier A, am fleinften ausfällt. 


Rectanguläre Seitenöffnung. Mit Hilfe der Formel 


Q—= Fv—= FV2gh 


(äßt fi) die in einer Secunde ausfliegende Waffermenge nur dann unmittel- 
bar beredjnen, wenn die Mundung horizontal ift, weil nur hier im ganzen 
Querſchnitte F einerlei Gefchwindigfeit vorfommt; hat aber der Querſchnitt 
der Mündung eine Neigung gegen den Horizont, befindet ſich z. B. die Oeff⸗ 
nung in einer Seitenwand des Gefäßes, fo fließen die in verjchiedenen Tiefen 
befindlichen Wafferelemente mit verfchiedenen Geſchwindigkeiten aus, und et 
fann die Waflermenge Q nicht als ein Priama angefehen werden, und daher 
auch die Formel ¶ — Fv — FV2gA nicht unmittelbar zur Anwendung 
fommen. Es iſt allgemein 
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Q9=FV2gh, + FıV 29h, + F,V 29h, +. 
—=V29(FVh +RVR + BVRn+-- ) 
zu jegen, wobei Fy, F,, Fy.... die Inhalte und h., Ay, hy... die Drud: 
höhen der Theile der Mihndung bezeichnen. 

Den einfachſten Fall bietet der Ausflug durch einen Wandeinſchnitt 
oder der jogenannte Ueberfall, Fig. 681, dar. Diefer Wandeinfhnitt 
bildet eine rectanguläre Ausflußöff- 
nung DEGH, deren Breite DE 
— GH durch b und Höhe DH 
— EG durch h bezeichnet werden 
möge. Zerlegen wir diefe Fläche bA 
durch Horizontallinien in eine fehr 
große Anzahl m gleich breiter Streifen, 
jo können wir innerhalb eines jeden 
einerlei Geſchwindigkeit vorausfegen. 
Da, von oben nad) unten gegangen, 
die Drudhöhen diefer Streifen 

h 2h 3h 


fig. 681. 





BEE Da u. | w 
n n 
find, fo hat man die entfprechenden 
Geſchwindigkeiten: 


h \V >%h | 3h 
29: —, 29:7, — 
V 9 n 9 29 n 


und da ferner der Inhalt eines Streifens — * — iſt, ſo hat man 
die zugehörigen Waſſermengen 
bh\/,,.} a \/a 2h bh\/, 3% 


—— 1 29: —ı. 
n rar Ale I ſ m; 


und — das Waſſerquantum n durch den ganzen Querſchnitt: 


Varta Varta Ver ttı.) 


Avon (VI + Vi — — 


Nun iſt aber, wie im „Ingenieur“, Seite 88, angegeben wird, 
Vı+V2+V3+.-+Vn, 
n' +14 


— XF a 
daher folgt die in Frage ftehende Waflermenge: 


ober: 


ı* ar 9% 4 3*4 BER + , 


—? 3 n? — 2; nV n: 
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F — nn =/bh V3gh= 2, dV 2gR. 
n 
Verfteht man unter der mittleren Gejfhwindigfeit v diejenige, 
welche an allen Stellen vorhanden fein müßte, damit ebenjo viel 
Waffer ausfliegt, als bei den verfhiedenen Ausflußgefhwindig- 
feiten innerhalb des ganzen Querprofiles, fo läßt fid) jegen: 
Q— bh.v, und es folgt fonad): 
v — 2/; } 2gh, 
d. h. es ift die mittlere Geſchwindigkeit des durd) einen rectangu: 
lären Wandeinfhnitt ausfliegenden Waſſers zwei Drittel von 
der Gefchmwindigfeit an der Schwelle oder unteren Kante dee 


Einſchnittes. 
Reicht die rectanguläre Ausflußöffnung KG, Fig. 682, mit hori⸗ 
Fig. 682. zontaler Schwelle G H nicht bis zum 


Waſſerſpiegel CE, fo findet man die 
Ausflugmenge, wenn man dieſelbe 
als die Differenz zweier Wandein— 
ſchnitt DEGH und DELK un 
fieht. Iſt A, die Tiefe EG: der 
unteren und Aa — EL die ber oberen 
Kante, fo hat man die Ausflugmenge 
diefer Einfchnitte: 
2); b V2 gh,, 


2/,b) 2gh,, 
daher das Waflerguantum für die 
rectanguläre Deffnung GHÄKL: 


Q=:/,bV2gn? — ,bV29W = !;dV29(h"— Rz”), 
und die mittlere Ausflußgefchwindigfeit: 


= — 2/bV29- 





und 





hı'? — h; * 
5c — Fe hı — hs 


IR A die mittlere Drudhöhe EM — Eh, oder die Tiefe des Mit: 


telpunktes der Oeffnung unter dem Waferfpiegel und a bie Oeffnungshöhe 
KH—=-LG=h — hs, ſo kann man jegen: 


v—=!hV29: Be +2) = e ) 


-|ı — Yo (+) \v3or. 29h. 


Fa — 


‚ oder annähernd: 
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Beifpiel. Wenn eine rectanguläre Ausflugöffnung 3 Fuß breit und 1, Fuß 
hoch ift, und die untere Kante um 23%/, Fuß unter dem Waflerfpiegel liegt, fo ift 
die entfprehende Ausflußmenge: 

Q = %Y,.7,906.3 (2,75% — 1,5%) — 15,812 (4,560 — 1,837) 

— 15,812 .2,723 — 43,06 Eubiffuß. 
Nach der Näherungsformel beträgt die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit: 
1,25 9* — 
„—— I — 21) |- 7,06 V2,125 = (1 — 0,0086). 11,525 
— 11,525 — 0,042 = 11,483 Fuß, 
und daher die Ausflußmenge: 
Q = 3.%,.11,483 = 43,06 Eubiffuß. 


Anmerkung. Wenn der Wandeinfchnitt unter dem Winkel d gegen den Hori- 





zont geneigt it, fo hat man die Mündungshöhe A * ſtatt ihrer Verticalpro— 
jection (A, — hy) einzuführen, weshalb 


= % ., 2 V29 (VR® — VR9) 


sin. d 


zu fegen ift. Iſt der Querſchnitt des Ausflußrefervoird parallel zur Mündung nicht 
bedeutend größer als der Duerfchnitt der Mündung, fo hat man noch die Gefchwin- 


digfeit v, — G’ des anfommenden Waſſers zu berüdfichtigen, und deshalb 
zu jeßen: 





= %5V3o|(r + 5 ee >)" ]- 


Trianguläre Seitenöffnung. Außer rectangulären Seitenöffnungen $. 4 
fommen noch trianguläre und freisförmige Mündungen in der Praris 
vor. Handeln wir zunächft von dem Ausfluffe durch eine trianguläre 
Mündung DEG, Fig. 683, mit horizontaler Bafis EG und der im 
Waflerjpiegel HR befindlichen Spitze D. Seen wir die Bafid EG — b 
und die Höhe DE—h, theilen wir die leßtere in » gleiche Theile und füh- 


Fig. 683. ren wir durch die Theilpunfte Barallellinien zur Bafis, 
HK pr Jo zerlegen wir die ganze Fläche in female Elemente 
von den Inhalten - — — — u. ſ. w., 
n n nn N n 
und den Drudhöhen — m. > u. ſ. w. Fur diefe 





folgen die elle 


or\/ 29 h a) 2h — 3h 
29 — 29 u. ſ. w. 


und es ergiebt = durch) Summation derfelben die Ausflugmenge fiir bie 
ganze trianguläre Mündung: 
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0=% st lı HaVa + 3V3 + --- + nVn) 


_ bhV2gh (1% + 9% 4 3% + ans + n%), 
m Vn 


. * . %+ 1 
oder da die Reihe in der Parentheſe, — — — ?/, nN giebt, 
3 
0= 2, bhV2gh = ?,bV 2gh°. 

Liegt die Baſis DK der Mündung DGK im Wafferfpiegel und die Spige 
G um h tiefer, fo hat man, da durch) das Nechted DEGK, ?;bhV2ah 
ausfließt, die entfprechende Waffermenge: 

Q— ?/;bhV2gh — ?,bhV2gh — %Y;bhV2gh. 

Durd) das Trapez ABCD, Fig. 684, deſſen obere im Wafferfpiegel 
ftegende Bafis AB — b, und deflen untere Bafis CD — b, und Höhe 
DE=h if, findet man die Waflermenge durch Zufanmenfegung aus 
einem Kechtede und zwei Dreieden, nämlid): 

9—= YbhV2gh +! Gi —b)hV2gh 
— 2/5 (2b, + 3 b,) h V 2gh. 


Fig. 684. 





Ferner folgt noch die Ausflugmenge für ein Dreied CODE, Fig. 635, 
deffen Bafi8 DE — b, um die Höhe OM — h, und deſſen Spige C um 
OC= h von dem Wafferfpiegel HR abjteht: 

Q —= Waffermenge durd) A BC minus Waffermenge durch A E 

— !ıbhV2gh— 215 (2b + 36)h, V2gh, 
— 2); V29 [2b (h% — hh%) — 3 di hı%). 

Da ſich die Breite AB — b durd) die Proportion b:d, —h:(h — hı) 

beftimmen läßt, jo folgt: 





ia. 686. Fu Ya __ EA 
Big Garn EI a) 
15 h—h 
— NETET ET ER 
— — 


Endlich ergiebt ſich noch für ein Dreieck ACD, 
Fig. 686, deſſen Spitze A über der Baſis liegt, die 
Ausflußmenge: 
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— 2q Y_ y y 
9=2, V27.6 (Rh) — ETEN nel an 


h—h 
__.2V 2g.b, (3% — 5hıh% + Lö) 
15 | h—h 


Beispiel. Welche Waflermafle fließt durch das Quadrat AB CD, Fig 
637, mit verticaler Diagonale A C von 1 Fuß Länge, wenn der Eckpunkt A bis 
zum Waſſerſpiegel reiht? Die obere Hälfte diefes Duadrates giebt die Ausfluf- 
menge: 
9=%bV2gh — %,.1.7,906 VY, — 1,581 .0,7071 = 1,118 Gubiffug, 
und die untere die Waflermenge: 

Fig. 687. 0, — 20 V29 (2% — 5hh% + — 
— — 8 ———— (a) 
=, — — N Un 


1— 4 
en! nn (2 — 1,7678 + 0,5303) 


‚0,762 
u — — 1,608 Cubikfuß, 


olglich fließt durch die ganze Mündung die Waſſermenge: 
Q = 1,118 + 1,608 — 2,726 Cubikfuß. 





_R 











Kreisförmige Seitenöffnung. Für eine freisförmige Mündung $. 40 

AB, Fig. 688, beftimmt ſich die Ausflugmenge nur durch eine auf folgende 

Fig. 688. Weife zu ermittelnde Näherungsformel. Zerlegen 
wir den Kreis durch concentrifche reife in gleich 
Ihmale Ringe, und jeden Ring in lauter gleiche, 
als Parallelogramme anzufehende Elemente. Iſt 
nun der Halbmefjer eines folchen Ringes, b deffen 
Breite und n die Anzahl feiner Elemente, folglich) 


ar die Yänge eines Ringelementes, fo hat man 


die Größe deffelben: 
2nrb 





KR == 





N “ 
Iſt ferner A die Tiefe C G@ des Mittelpunftes C unter dem Wafferfpiegel 
HR, und @ der Winfel ACK, um welchen ein Element K vom höchften 
Punkte A des Ringes abfteht, fo hat man die Druckhöhe diefes Elementes: 
KN=(0G—-(CL=h-—rcos.p, 
und daher die Ausflugmenge dieſes Elementes : 


rn V29 (h— r.cos. p). 


—— 
— — 





Nun iſt aber: 
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Vh— rcos. p 
2 
—YVh J — Ih — cos. — 1/5 & 008.9? + - - | 


2 

— V h — 1, . 08.9 — Ye(z (1+c0.29) +-- |. 
daher folgt die Ausflußgmenge eines Elementes: 

2xrb OL. ; r\? 
rt yaanlı- 12-209 (Ha +2 + 

Die Ausflußmenge des ganzen Ringes ergiebt fi, wenn man in der 
Barenthefe ftatt 1, n.I=n, ftatt cos. p die Summe aller Coſinus g 
von ꝙ — 0 bis ꝙ — 27, und ftatt cos.2 ꝙ die Summe aller Coſinus 
29 von 2 — 0b 2 — 47 nimmt. Da aber die Summe alle 
Coſinus eines Vollkreiſes — Null ift, fo fallen diefe Cofinus ganz aus, umd 
es folgt die Ausflugmenge für den Ring: 


SE Ya |» - 1 (5) -3 
N /ıe (2) — zu 


— * r 2r 3r _, mr 
Set man man jeßt ftatt b, — — und ftatt r, sn rare big — 
ſo erhält man die Ausflußmenge aller die ganze Kreisfläche ausmachenden 


Ringe, und es folgt zuletzt das Ausflußquantum des ganzen Kreijet: 
ae (154224 —— 











mt h? 
‚m? r3 mt 
—2anrV2oh.(— Mr 
va] 
oder genauer: 


Q=ar V2gh J — Ups (z) — Sfıo24 (2) — Er |. 

Reicht der Kreis bis zum Wafferfpiegel, fo iſt 
Q—= Mo Xr? V2gh — 0,964 FV2gh, 
wenn F — r?, den Inhalt der ganzen Kreisfläche bezeichnet. 

Uebrigens ift leicht zu erachten, dag man in allen den Fällen, wenn die 
Drucdhöhe im Mittelpunfte gleich oder größer ift als der Durchmeffer der 
Mündung, den Werth der ganzen Reihe — 1 fegen und 

4 — - FV2gh 
annehmen kann. Auch läßt ſich diefe Negel auf andere Mündungen anwen- 
den, und alfo in allen den Fällen, wenn der Schwerpunkt einer Mündung 
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mindeftens ebenfo tief unter dem Wafferipiegel liegt, als die Mündung hoc) 
ift, die Tiefe Ah diefes Punktes als Drudhöhe anfehen und 
= FV2gh ſetzen. 
Wenn man in Betracht zieht, daß das Mittel aller Coſinus des erſten 


2 u e 
Duadranten — = und das Mittel aller Cofinus des zweiten Quadranten 


— =, aljo das Mittel aller Cofinus des erften und zweiten Quadran⸗ 


ten — Null ift, fo beftimmt fid) auf dem oben eingefchlagenen Wege die 
Ausflugmenge des oberen Halbfreijes: 


vl (5) | 
— FV23gh I - — (4) — Y (2) j' 


und die durch den unteren Halbfreis: 


= "Von J — *6 FJ Ya: (5) — J 
— — J £ * (5) — Yan (5) * |. 


wobei F den Inhalt der Mündung bezeichnet. 

Uebrigens gelten diefe Formeln fir Q, Q, und Q, auch bei elliptifchen 
Miündungen mit horizontaler Are, da die Ausflugmengen, unter übrigens 
gleichen Berhältnifien, den Breiten der Mindungen proportional find, und 
die Breiten einer Ellipfe mit den Breiten eines gleichhohen Kreifes propor- 
ttonal wachſen (ſ. analyt. Hülfslehren, Art. 12). 

Beifpiel. Welche Warlermenge fließt ſtündlich durch eine fFreisförmige Deff- 
nung von 1 Zoll Durdimefler, über welcher der Waflerfpiegel eine Linie hoc 
ftebt? Ge iſt hier: j : 

7 = daher (7) = 8% = 0,785, 
ferner: i 

— 

1 Ya (£) = 1 — 0,023 = 0,977, 

und folglich die Ausflußmenge pr. Secunde: 
a. 10 ER 1 —— 

28 12. 2006/ 7: 0,977=4:7,906 .0,977 VT= 16,05. Cubitzoll, 
pr. Minute — 963 Gubifzoll, und pr. Stunde — 334, Cubiffuf. 





Bewegte Ausflussgefässe Die Ausflußgefhwindigfeit ändert $. 404 


fi), wenn ein vorher in Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung befindliches 
Gefäß in Bewegung übergeht, oder feinen Bewegungszuftand ändert, weil 
in diefem Falle jedes Waſſertheilchen außer feinem Gewichte auch noch durch 
feine Trägheit gegen die Umgebung wirft. 
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Bewegt man das Gefäß AC, Fig. 689, befchleunigt vertical auf- 
wärts, während das Waſſer durch die Bodenöffnung F abfließt, fo findet 
Fig. 689. eine Vergrößerung, und bewegt man e8 bejchleus 
nigt vertical abwärts, jo findet eine Verminde- 
rung der Ausflußgefhwindigfeit ftatt. Iſt die 
Ucceleration p, jo drüdt jedes Wafjermaffen- 
element M nicht bloß durch fein Gewicht MM 7, 
jondern aud) durd) feine Trägheit Mp, es ift 
folglich die Kraft eines jeden Elementes in 
einem Wale (J„ +p) M und im zweiten 
(7 —p)M, alfo ftatt g, g + p zu jeßen. 
Hiernach folgt 





v? 
= (Ep) h 
und ſonach für die Ausflußgefchwindigfeit: 
v=V2@+ph. 
Steigt das Gefäß mit der Acceleration g empor, fo tft 
— 2.29h — 2V oh, 


alſo die Ausflußgefchwindigfeit 1,414 mal jo groß als beim ftillftehenden 
Gefäße. Fällt das Gefäß durch fein eigenes Gewicht, alfo mit der Accele- 
ration g, fo ift — Vo — 0, dann fliegt alfo fein Waller aus. Bewegt 
fi) das Gefäß gleichförmig auf- oder abwärts, fo bleibt v— V2ah, 
fteigt e8 aber verzögert, jo wird » — V2 (9 — p) h, und fällt es ver- 
zögert, fo fällt v» — v2 (0 +p) haus. 

Bewegt man das Ausflußgefäß horizontal oder unter einem fchiefen Win- 

Fig. 690. fel gegen den Horizont, jo ſtellt fi (1. $.354) 

* der Waſſerſpiegel ſchief gegen den Horizont und 

I e8 findet daher auch eine Veränderung der Aus— 
flußgeſchwindigkeit ftatt. 

Bei Umdrehung eines Gefäßes A C, 
Fig. 690, um feine verticale Are X X bildet 
nad) $. 354 der Wafferfpiegel einen paraboli- 
chen Trichter A OB, es fteht daher über der 
Mitte MM des Bodens eine Fleinere Druckhöhe 
MO, als nahe am Rande deflelben, und es 
fließt daher auch durd) eine Mündung in der 
Axe das Waſſer langfamer, als durd) jede an- 
dere gleic, große Bodenöffnung F. Bezeichnet 
h die Drudhöhe MO in der Mitte M, jo wäre 
die Ausflußgeſchwindigkeit durch eine Mündung 
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dafelbft, — V2gh; bezeichnet aber y die Entfernung MF— NP einer 
Mindung F von der Are XX, und @ die Winkelgeſchwindigkeit, fo hat 
man, da die Subtangente 7 N des Parabelbogens OP der doppelten Abſeiſſe 
ON gleich ift, die entfprechende Erhebung des Waflers itber der Mitte O: 
ON=1,TN=\,PN.tang. NPT, 


2 
folglich, wenn man noch fang. NPT = tang.p — * (ſ. 8. 354) ein— 
führt, und die mdrehungegeſchwindigfeit von F, d.i. @y, durd) 20 bezeichnet, 


2 2 
ON=2=!y- I Zr = 


Hiernad) ift denn die Bug für die Mündung F': 


20(n + )= V24h + w. 


Fig. 691. Diefe Formel gilt fir jedes beliebig 
geftaltete Gefäß, und auch dann noch, 
wenn e8 oben verfchloffen ift, wie 
z. B. für AC, Fig. 691, fo daß ſich 
der Trichter DOE gar nidt voll- 
jtändig bilden kann. Es iſt aud) hier 
h die Tiefe MO der Mündung unter 
dem Scheitel O des Trichters, und v 
die Umdrehungsgeichwindigfeit von der 
Mündung. Sie findet bei den Reac- 
tionsrädern und Turbinen in der Folge 
ihre Anwendung. 

Beifpiele 1) Wenn das mit Wafler angefüllte Gefäß A C, Fig. 689, 350 
Pfund wiegt und mittels eines über Leitrollen X gehenden Seiles dur ein Gewicht 
G von 450 Pfund aufgezogen wird, fo fteigt es mit einer Acceleration: 

_ 450 — 350 _ 10, , 
p 6659* 
und es iſt deshalb die Ausflußgeſchwindigkeit: 
v=-V2@W+mM)h=V2.Y.9h=VY, gh. 
Märe die Drucdhöhe A = 4 Ruß, fo würde folglich die Ausflußgefchwindigfeit 
v=V9.g g = 3V 31,25 — 16,77 Fuß betragen. 
2) Wenn fid das mit MWafler angefüllte Gefäß AC, Fig. 691, fo umdreht, daß 


es in der Minute 100 Umdrehungen macht, während die Tiefe der Mündung F' 
unter dem Waflerfpiegel in der Mitte 2 Fuß und die Entfernung von der Are 


XX, 3 Ruß beträgt, fo iſt die Ausflußgeichwindigfeit: 
— — 3. —* 
(I 


y= — Y125 + 100.n® 
— V125 + 997 = Vi112 = 33,35 a 
Steht vas Gefäß fill, fo it v = V125 —= 11,18 Auf. 
Weisbach's Lebrbuch der Mechanik. I. 50 
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Zweites Capitel. 


Bon der Sontraction der Wafferftrahlen beim Ausfluffe des 
Waſſers durch Mündungen in der dünnen Wand. 


Geschwindigkeitscoefficient. Die in dem vorjtehenden Capitel ent- 
wicelten Ausflußgefege ftimmen mit den Erfahrungen faſt ganz überein, jo 
fange die Drudhöhe in Anjehung der Mündungsweite nicht jchr Hein iſt, 
und fo lange fich die Ausflußöffnung nad) innen allmälıg erweitert und fic, 
ohne Eden und Kanten zu biden, an der Boden- oder Seitenflädye des Ge 
fäßes anfchliegt. Die hierüber an glattpolirten metallenen Mundſtücken 
angeftellten Berfuche von Michelotti, Eytelwein und Anderen, ſowie auch 
die Verfuche des Verfaſſers haben nachgewieſen, daß die effective oder wirklich 
ausfliegende Wafjermenge 96 bis 99 Procent von dem theoretiich beſtimmten 
Wafferguantum ift. Das in der halben natürlichen Größe abgebildete 
Mundftüf AD, Fig. 692, gab die effective Ausflußmenge, bei einer Drud- 
höhe von 10 Fuß, 98 Procent, bei 5 Fuß, 
97 Procent und bei 1 Fuß, 96 Procent 
des theoretijch bejtimmten Ausflußquantums 
(Verſuche mit größeren Mündungen ſ. Unter: 
ſuchungen in dem Gebiete der Mechanif und 
Hydraulik, zweite Abtheil),. Damit der 
Ausflug durd) ein ſolches Mundſtück mög- 
Lichft ungeftört erfolge, muß die Abrundung 
defjelben nicht nad) einem Kreiſe, jondern 
nad; einer Curve AD— BC erfolgen, 
deren Krümmung von innen nad) außen 
(von A nad) D) allmälig abnimmt Da 
ferner bei diefem Ausflufje der Strahl mit der Mündung gleichen Duerjchnitt F 
bat, jo ift anzunehmen, daß diefe Verminderung der Waſſermenge aus einem 
Verlufte an Gejchwindigkeit hervorgeht, der in der Reibung oder Adhärion 
des Waſſers an dem inneren Umfange der Mündung und in der Klebrigfeit 
des Waſſers feinen Grund hat. Wir nennen in der Folge das Verhältwif 
der effectiven Ausflußgeſchwindigkeit zur theoretischen Gefchwindigfeit — —V2gh 
den Geſchwindigkeitscoefficienten (franz. coefficient de vitesse; engl. 
coefficient of velocity) und bezeichnen denfelben durch @. Hiernad) ift alfo 
die effective Ausflußgejchwindigfeit im einfachften Falle: 

tı = pr = 9 V2gh, 


Sig. 692. 
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und die effective Ausflußmenge: 
= Fu =pFv— gpFV2gnh. 
Führen wir für p den mittleren Werth 0,975 ein, fo erhalten wir fir 
das Fußmaß: 
Q—= 0,975. FV 29h — 0,975..7,906 FVh— 7,108 FV h. 
Einer mit der Gefchwindigfeit ©, ausfließenden Waflermenge Q wohnt die 


or Kraft * -v; inne, vermöge welcher fie die mechaniſche Arbeit 
ar. Zi — zu liſen vermag. Da aber beim Niederſinken von der Höhe 


h= 5 das Gewicht Qy die Arbeit Qy.h = F verrichtet, ſo 
folgt, daß durch den Ausfluß das Waſſer — —— 
= 9(-)=a mer - 0975907. 5 
d. i. 

L = 0,049 Qy- 57 oder 4,9 Brocent 


erleidet. Es wird aljo das ausfließende Waſſer durch feine lebendige Kraft 
4,9 Procent weniger Arbeit verrichten, als durch fein Gewicht beim Herab- 
finfen von der Höhe A. 


Anmerfung. Der Berfafler hat das durch die Formel v — V2gh aus 
gedrückte Ausflußgefeg auch unter fehr verfchiedenem, namentlich unter fehr hohem 
Drud von 100 Metern und unter fehr Fleinem Drud von 0,02 Meter geprüft. 
Ein innen gut abgerundetes Mundſtück von 1 Gentimeter Weite gab bei ben 


Drudhöhen: 


hy — 0,02 Meter 








0,50 Meter | 3,5 Meter 17 Meter 103 Meter 














2 —= 0,959 0,967 0,975 | 0,994 | 0,994 


| 
ſ. Givilingenieur, Neue Folge, Band V, erftes und zweites Heft. 








Contractionscoefficient. fließt das Waſſer durch eine Mitndung 8. 406 
in der dünnen Wand (franz. orifice en mince paroi; engl. orifice in a 
thin plate), jo tritt unter übrigens gleichen Umftänden eine bedeutende Ber- 
minderung der Ausflugmenge ein, indem die Wafjerelemente in convergenten 
Richtungen durd) die Mündung hindurch gehen und dadurd) einen zufam- 
mengezogenen oder contrahirten Wafferftrahl (franz. veine con- 
tractse; engl. contracted stream) hervorbringen. Die von Mehreren, 
50* 
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namentlich) auch die in der neueften Seit von dem Berfafler angeftellten 
Strahlenmeilungen haben ergeben, daß der Strahl in einer Entfernung, die 
ungefähr der halben Miündungsweite gleich fommt, die ftärkfte Zufammen- 
ziehung und eine Dice hat, die 0,8 des Durchmeflers der Mündung gleid- 
fommt. Iſt Fi der Querſchnitt des zufammengezogenen Waflerftrables, 
ſowie F der Querſchnitt der Mündung, jo hat man hiernad): 

F, = (0,8)? F = 0,64F. 


Man nennt das Verhältniß 2 diefer Ouerjchnitte den Contractions 


coefficienten , (franz. coefficient de contraction; engl. coefficient of 
contraction) und bezeichnet ihn mit «, und es ift ſonach der mittlere Werth 
für den Ausflug des Waflers durch Miündungen in der dünnen Wand 
« — 0,64 zu feßen. 

So lange man feine nähere Kenntniß itber das Gejeß der Contraction der 
Waſſerſtrahlen hat, kann man annehmen, daß der durd) eine kreisrunde Oeffnung 
AB, fig. 693, fließende Strahl einen Rotationskörper A EEA bie, 
deflen Umfläche durd) Umdrehung eines Kreisbogens AE um die Are CD 
des Strahles entjteht. Segen wir den Durchmeſſer AA der Mündung, =d, 

Fig. 698. und die Entfernung CD des contrabir 
ten Querfchnittes ZE von der Mündung 
—!/,d,fo erhalten wir für den Halbmeſſer 

MA=MHEL==r 
des Erzeugungsbogens A E mittels der 





Gleichung 
* AN—=EN(2?ME-— EN) 
N ober 
4 1 dd d' 
— bin MM 4 —* 10 ar * 10 j 
NE:DEN und hiernach 





r=—=13d, 
Mündungen, nad) diefer Geftalt des contrahirten Waflerftrahles geformt, 
geben fo ziemlich die Ausflußgejchwindigfeit: 
”„ = 0,97 .t. 

Die Contraction des Wafierftrahles hat ihren Grund darin, daß mict 
allein das Wafler, welches ummittelbar itber der Mündung befindlich ift, 
ausfließt, fondern auch das zur Seite befindliche Waller herbeiftrömt und 
mit zum Ausfluſſe gelangt. Es findet alfo fchon im Inneren des Gefäßet 
eine Convergenz der Wajlerfäden, ähnlic wie fie die Figur andeutet, ftatt, 
und es befteht die Kontraction des Waflerftrahles in einer bloßen fort: 
jegung diefer Convergenz. Bon diefer Bewegung des Waflers in der Nähe 
der Mündung kann man fid) mit Hilfe eines gläfernen Ausflußapparate 


$. 407.) Bon der Gontraction der Waſſerſtrahlen ıc. 789 


überzeugen, wenn man Fleine Körper, welche wenig leichter oder ſchwerer ala 
Wafler find, wie z. B. Sägefpäne von Eichenholz, Stücde von Siegellad 
u. |. w., in das Waſſer bringt und mit zum Ausfluffe gelangen läßt. 


Contrahirte Wasserstrahlen. liegt das Waffer durch dreifeitige, $. 4 
vierfeitige Mündungen u. ſ. w. im dünnen Bleche, fo nimmt der Wafler- 
ftrahl befondere Geftalten an. Im die Augen fallend ift zumal die Um— 
fehrung des Strahles, oder die veränderte Stellung feines Querfchnittes in 
Hinfiht auf den Duerfchnitt der Mündung, vermöge welcher ein Ed diejes 
Querſchnittes mit der Mitte einer Seite der Mündung gleichzuliegen kommt. 
Hiernad) bildet bei einer dreifeitigen Mündung ABC, Fig. 694, der Quer: 
Schnitt des Strahles in einem gewiſſen Abftande von der Mündung einen 
dreiftrahligen Stern DEF, bei einer vierjeitigen Mündung ABCD, 

Fig. 695, einen vierftrahligen Stern EFGH, ebenfo bei einer fünffeitigen 


Fig. 694. Kia. 695. fig. 696. 





Mündung ABCDE, Fig. 696, einen Stern EG HKL mit fünf Strah- 
len u. j. w. Diefe Querſchnitte find aber in verfchiedenen Abftänden von 
der Mündung ſehr verjchieden, fie nehmen auf einer gewiffen Diftanz ab und 
auf einer folgenden wieder zu u. f. w.; es befteht daher der Strahl aus 
Blättern oder Rippen von veränderlicher Breite und bildet dadurd), was 
namentlich beim Ausfluffe unter jehr großem Drude zu beobachten ift, 
Bäuche und Knoten, ähnlich wie die Cacteen. Iſt die Mündung ABCD, 

Fig. 697. Fig. 697, rectangulär, fo bildet in 
fleinerer Entfernung von der Mündung 
der Querfchnitt zwar ebenfalld ein Kreuz 
oder einen Stern, allein in größerer Ent- 
fernung nimmt derſelbe wieder mehr bie 
GSeftalt eines verwendeten Rechteckes 
EF an. 

Den Ausfluß bei den verfchiedenartig- 
ften Miündungen hat Bidone beobad)- 
tet; genaue Strahlenmefjungen bei qua- 
dratifhen Mindungen find aber nur 
von Poncelet und Lesbros angeftellt 
worden (f. Allgemeine Majchinenency- 
£lopädie, Artikel „Ausfluß*). Die legten 
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Mefiungen haben auf einen Fleinen Contractiongcoefficienten 0,563 geführt. 
Waflermefiungen beim Ausflufie durch Fleinere Miündungen führen aber auf 
größere Contractionscoefficienten, fie weifen fogar nad, daß diefelben bei 
langgezogenen Nechteden größer find als bei Nechteden, die ſich mehr den 
Duadraten nähern. 


408  Ausflusscoefficient. Wäre beim Ausfluffe des Waflers durch Mün- 
dungen in der dünnen Wand die effective Geſchwindigkeit gleich der theore- 
tiichen —V2gh, fo hätte man die effective Ausflußmenge 

Q—=aF.v—aFV2gh, 
weil « F den Querfchnitt des Strahles an der Stelle der größten Zurfamr- 
menziehung, wo fic die Waflerelemente in parallelen Richtungen bewegen, 
bezeichnet. Diefem ift aber feineswegs jo, es zeigt fich vielmehr in der Er: 
fahrung, daß Q nod) Fleiner ald « F V2oh ift, dag man aljo die theore- 
tifche Waflermenge FV 29h durd) einen Coefficienten multipliciren muß, 
der Heiner als der Contractionscoefficient ift, um die effective Ausflußmenge 
zu erhalten. Wir müſſen daher annehmen, daß beim Ausfluffe durch eine 
Mündung in der dünnen Wand nod ein gewiſſer Geichwindigkeitsverfuft 
eintrete, deshalb aud) einen Gefchwindigkeitscoefficienten ꝙ einführen und 
daher die effective Ausflußgeſchwindigkeit 
vv —=gyr— pV2goh 
jegen. Hiernach ift alfo die effective Ausflußmenge: 
Qı=F.u=eF.gygr=ayghv—=aprFV2gh. 
Nennen wir endlich noch das Verhältnig der effectiven Ausflußmenge Q, 
zum theoretijchen oder hypothetiſchen Ausflußquantum Q den Ausfluß— 
coefficienten (franz. coefficient de depense; engl. coefficient of efflu- 
xion) und bezeichnen wir ihm in der Folge durd u, jo haben wir: 
9, =uQl=urFr — urFV2gh, 
und daher 
u — Rp, 
d. h. der Ausflußcoefficient ıft das Product aus dem Contrac— 
tions- und dem Gefchwindigfeitscoefficienten. 

Vielfältige Beobadhtungen, namentlich aber aud) die Meflungen des Ber- 
faffers, haben darauf geführt, daß der Ausflußcoefficient für Miündungen in 
der dünnen Wand nicd)t conftant ift, daß er bei Heinen Mündungen umd 
Meinen Ausflußgefchtwindigkeiten größer ift, als bei großen Mündungen und 
bei großen Gefchwindigfeiten, daß er auch bei langen und fchmalen Mün— 
dungen bedeutend größer ausfällt als bei Miündungen, die fich einer regel 
mäßigen Form oder dem Kreife nähern. 

Für quadratifche Vlindungen von 1 bis 9 Quadratzoll Inhalt bei 7 bie 
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21 Fuß Druckhöhe iff, nad) den Verfuchen von Boffut und Midjelotti, 
der mittlere Ausflußcoefficient u — 0,610, für freisförmige von !/, bis 6 
Zoll Durchmeſſer bei 4 bis 21 Fuß Drudhöhe aber fällt derfelbe u — 0,615 
oder ungefähr 8/,, aus. Die einzelnen Beobachtungswerthe von Boſſut und 
Michelotti weichen unter einander nicht unbedeutend ab, dod) läßt fid) aus 
ihnen eine Abhängigkeit von der Größe der Mündung und der Größe ber 
Drudhöhe nicht entnehmen. Nach den Verſuchen des Verfaſſers ift bei einem 
Drude von 0,6 Meter der Ausflußcoefficient fir eine freisrunde Mündung 


von 1 Gentimeter Durchmefler . . . u = 0,628 

“2 * — te — 0,621 

ne j er — 0,614 

Dee” en = 0,607. 
Dagegen bei einem Drude von !/ , Meter für diejelbe Mündung 
von 1 Gentimeter Durehmeffer 2 06T 

„2 = m ne — 0,629 

WE: i 1 — 0,622 

4 F — 0,614. 


Man jieht er diefen Verſuchsrefultaten deutlich, daß der Ausflußcoeffictent 
zunimmt, wenn die Mündungsgröße und die Drudhöhe abnehmen. 

Nehmen wir für u den mittleren Werth — 0,62, und für « — 0,64 an, 
jo befommen wir den Gefchwindigfeitscoeffictenten beim Ausfluſſe durch Mün— 
dungen in der blinnen Wand: 

—E£ = 097, 
[04 
alfo ziemlich, jo groß wie beim Ausfluffe durch abgerundete oder conoidifche 
Mindungen. 

Anmerkungen. 1) Berfuche von Buff (f. Poggendorff’s Annalen, Bd. 
XLVI.) zeigen, daß die Ausflußcoefficienten bei fleinen Mündungen und kleinen 
Drudhöhen oder Gefchwindigkeiten bedeutend größer find als bei großen und mitt: 
Ieren Mündungen und Gefchwindigfeiten. Cine Mündung von 2,084 Linien 
Durchmefier gab bei 1%/, Zoll Drud, u —= 0,692, bei 35 Zoll aber u — 0,644; 
dagegen eine Mündung von 4,848 Linien Weite bei 41/, Zoll Drud, u = 0,682 
und bei 29 Zoll, u — 0,653. Nehnliches hat auch der Verfafler gefunden. 

2) Beim NAusfluffe unter Wafler fallen, nah den Verſuchen des Verfaſſers, 
die Ausflußcoefficienten nahe um 11/, Procent Fleiner aus als beim Nusflufe in 
die Luft. 


Versuche. Es läßt fi der Ausflußcoefficient w, welcher einer 8. 4 
gewiffen Ausflußmündung entipricht, finden, wenn man das Waflerguantum 
V lennt, welches in einer gewillen Zeit t bei einer befannten Drudhöhe h 
durch den bekannten Querjchnitt F’ der Mündung ausftrömt; e8 ift nämlich: 


2 ee V2gn.t, 
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alfo umgelehrt, . 
F 
————— 

Um aber die beiden Factoren deſſelben, nämlich den Contractions- und 
den Gefchwindigkeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf es entweder noch einer 
Ausmeffung des Strahlenquerfchnittes FR —= «F, oder einer Beftimmumg 
der Ausflußgejhwindigfeit o, — pr = PV2gh mittels der Sprungmeite 
des Strahles. Beide Meflungen laſſen fich jedoch nur bei dünnen Strahlen 
mit freisförmigen Uuerichnitten erträglich genau bewerfitelligen. 

Der freisförmige Querſchnitt F, eines Strahles beftimmt fich jehr Sicher 
mit Hilfe eines in Fig. 698 abgebildeten, aus einem Ringe und vier ſpitz 
zulaufenden Schrauben A, B, C, D  bejtehenden 
Apparate. Die Schrauben find nad) dem Mittel- 
punkte des Strahlenquerfchnittes gerichtet, und wer: 
den fo lange gejtellt, bis ihre Spigen die Oberfläche 
des Strahles berühren. Nach diefem wird der King 
von dem Strahle abgezogen und es werden die Ab: 
jtände der gegenüberjtehenden Schraubenfpigen von 
einander gemeſſen; zulett wird das Mittel ce, dieier 
Abftände als Durchmeſſer des Strahles angenommen. Iſt noch d der 
Durchmeſſer des Mindungsquerjchnittes, jo hat man nun: 


Fig. 698. 





und dann: 


Mißt man die Sprungweite BC — b eines aus dem Mundftüde SA 
horizontal außfließenden Strahles AB, Fig. 699, welche einer gewiſſen Höhe 
AC= a zukommt, jo hat man nad) $. 36 die Ausflußgeſchwindigkeit: 


Fig. 699. 
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b? 


und da nun vo = Pu — PV2gh ift, fo erhält man dann: 


— — — 
vo” !Aah 9Vah 


u _2Vah 


und hieraus: « — - — 
P ub 

Die Beftimmung von v ift jedocd noch ficherer, wenn man ftatt a und b 
die horizontalen und verticalen Goordinaten dreier Punkte der parabolifchen 
Are AB des Strahles ausmißt, weil dann auch die Are des Mundſtückes 
eine unbefannte Neigung gegen den Horizont haben fann. Am einfachften 
geht man zu Werfe, wenn man eine horizontale Schnur DF über dem 
Strahle ausfpannt, von drei gleichweit von einander abftehenden Punkten 
D, E, F derfelben Yothe herabläft, und an diefen die Abſtände DG, EH 
und FK der Are des Strahles von DF abmißt. Sit DF = x die hori— 
zontale Entfernung der äußerften Punkte von einander, find ferner die Bertical- 
abftände DG, EH und FK, — z, 2, und , und nimmt man @ als 
GCoordinatenanfangspunft an, fo hat man die Koordinaten für den Punkt H: 


2 =G@L=DE— \,DF=Z my, —=IH=EH—-DG=a—2, 
und die für den Punkt X: 
9 =G6GM=DF=:wwy=MK=FK—-DGe =, —. 
Rad) $. 39 ift nun, wenn @ den Neigungswinfel der Strahlenare in @ 
bezeichnet: 


9 2, 


Yı — 2, tang. c — — und au 
ET 2v} cos.a? ü 
2 
702 
Ya = 25 tang. — — , oder 
* un 2 v} cos. «2 
Yı — tang. — ya und 
= A Zu — 
2 v/ cos. «@? 
9%, 


Yy — 20 tang.t = — —; 
* — 2 v cos. @? 


es folgt durch Divifion, da x, — 2x, iſt, 


— rı fang. 4yı — 
— — — 1/,; hieraus aber kang. « — — 
Yy — Ir bang. « x 





Setzt man in eine der vorigen Formeln ftatt — 1 + tang. «a?, 


cos. «@? 
und führt man ftatt fang. « den legten Ausdrud ein, fo erhält man fir die 
in Frage ftehende Ausflußgefchwindigfeit die Formel: 
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F —— 9*2 —| /(1 + tang.a?) gx? 
— 2 ong. o) co &) cos. @? 2(2yı — 4yı) 


— _ yer ten —wN [2? + (4 yı ur. 





4(ya — 2 m) 
Der Gefchwindigkeitscoefficient ift hiernad): 
oo — ne = he — =? + (yı — Yo)? 
v V2gh 8k(G- - 29) 


Beiſpiele. 1) Bei einem Strahle, welcher aus einem gut abgerundeten 
Mundſtücke von 1 Centimeter Weite ohne Contraction ausfloß, wurden folgende 
Meſſungsreſultate gefunden: 

x — 2,480 Meter, 
— = z, — z = 0,267 — 0,1155 — 0,1535 Meter, 
— 2, — 2: = 0,669 — 0,1135 = 0,5555 „ 
und die Deudböhe h — 3,359 Meter. Hiernah ift der Geſchwindigkeits— 


eoefficient: 
2,48? + 0,059? __ 6,185 
2 VE 3,359.0,2485 ) PIE LERNPTT Dee 
Da feine Gontractien ftatt fand, fo it « = 1 und daher u —= P. Hiermit 
ftimmen die in der Anmerfung zu $. 405 mitgetheilten Meflungsrefultate ganz 
gut überein. 
2) Meflungen an einem vollftändig contrahirten Strahle, weicher durch eine 
I Gentimeter weite freisrunde Mündung in der ebenen dünnen Want floß, gaben 
bei der Drudhöhe A — 3,396 Meter Folgendes: 
x — 2,70 Meter, 
y=2ı- 2: = 02465 — 0,1115 = 0,1350 Meter, und 
Yy—=2— z— 066% — 0,1115 = 05505 „ 
und es folgt hieran 
_ 1/2702 + 00% _ 1/__72M__ _ 0978 
?= \ 3.3,306.02006 — V 37,108.02806 — 
Aus der gemeflenen Ausflußmenge berechnete fih aber „ — 0,617, daber iñ 


der Contractionscoefficient « — F — 0,631, womit auch die Strahlenquerſchnitts 


meflungen gut übereinitimmen. 


410 Rectanguläre Seitenöffnungen. Die genaueften Verfuche über den 
Ausflug durch größere vectanguläre Seitenmitndungen find in Meg von 
Poncelet und Lesbros angeftellt worden. Die Weiten diefer Mündungen 
waren 2, und in einigen Fällen 6 Decimeter und die Höhen derjelben ſeht 
verfchieden, nämlich 1 Centimeter bis 2 Decimeter. Um eine volljtändige 
Sontraction herbeizuführen, wurden zur Herftellung dieſer Müudungen 
4 Millimeter dicke Meffingbledhe verwendet. Aus den Ergebnifjen dieſet 
Verſuche haben dieſe Experimentatoren mit Hilfe des Interpolirens die am 
Ende des Paragraphen folgenden Tabellen für die Ausflußcoefficienten berechnet, 
die man zur Meſſung oder Berechnung der Ausflugmenge benugen kann. 


$. 410.) Von der Gontraction der Wajferitrablen ıc. 795 
Iſt b die Breite der Ausflußöffnung XL, Fig. 700, und find h, und h, 
die Wafferftände #G und EL über der unterften und über der oberjten hori- 
zontalen Kante der Mündung, jo hat man nad) $. 401 die Ausflußmenge: 
Q =?’ b V2 9 (h,” — hy"). 
Führt man aber die Deffnungshöhe GL —a— h, — h,, und bie mitt 


lere Drudhöhe EU—ın —" 1: hz 





ein, fo hat man annähernd: 


a=(ı - VRR 
und daher die effective Ausflugmenge: 


— a? h — 


Fig. 700. Setzt man noch 


a? 
(1 = Tr 


jo erhält man einfach: 

Qı = ua vV2 gh, 
und um mit diejer einfachen oder ge 
wöhnlichen Ausflußformel rechnen zu 
fönnen, find in den folgenden Tabellen 
nicht erft die Werthe fir w, ſondern 
die fiir u, angegeben. 

Da das Waller in der Nähe der 
Deffnung in Bewegung ift, fo fteht es 
unmittelbar vor der Deffnung tiefer 
al8 in größerer Entfernung vor der 
Wand, in welcher ſich die Mündung befindet; e8 find deshalb aud) zwei Ta- 
bellen zufammengeftellt worden, die eine flir die in größerer Entfernung von 
der Mitndung und die andere fir die unmittelbar an der Mündungswand 
gemefjenen Drudhähen. Man erfieht übrigens aus beiden Tabellen, daß, 
wenn auc mit einigen Schwankungen, die Ausflußcoefficienten wachjen, 
wenn die Oeffnung niedriger und die Drudhöhe Heiner wird. 

Haben die Mündungen andere Breiten, fo bleibt, fo lange man feine an- 
deren Berfuche zu Grunde legen kann, nichts übrig, als die Coefficienten die- 
jer Tabellen ebenfalls anzuwenden, um die Ausflugmenge zu berechnen. Daß 
man hierbei nicht auf große Differenzen ftößt, geht aus der Vergleichung der 
Soefficienten für die Mündungen 0,6 Meter mit denen fir die Mündungen 
0,2 Meter Breite, bei gleicher Drudhöhe u. |. w. hervor. Sind ferner bie 
Deffnungen nicht vectangulär, jo beftimme man ihre mittlere Breite und 
mittlere Höhe und führe die diefen Dimenfionen entjprechenden Goefficienten 
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in der Rechnung ein. Endlich) ift e& immer vorzuziehen, die Druckhöhe in 
einer größeren Entfernung vor der Mündungswand zu meſſen und die erfte 
Tabelle anzumenden, al® unmittelbar an der Mündung, wo der Wafleripiegel 
gekrümmt und weniger ruhig iſt als mehr oberhalb der Mündung. 


Beifpiele. 1) Welde Waflermenge fließt durch eine rectanquläre Deffnung 
von 2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn der Waflerfpiegel 11/, Meter 
über der oberen Kante ſteht? Hier ift: 


=, 0 =0l,h= At 1 FB _ 1,55 Meter, 


daher die theoretifche Ausflugmenge: 

Q = 0,1.02V29 V1,55 — 0,02.4,429.1,245 — 0,1103 Gubifmeter. 

Nun giebt aber die Tabelle I. ra = 01m A, — 1,5, u, = O6ll, 
daher ift die effective Ausflußmenge: 

Q, = 0,611 .0,1103 — 0,0674 Gubifmeter. 

2) Welche Ausflußmenge entfpricht einer rectangulären Mündung in der dünnen 
Wand von 8 Zoll Breite und 2 Zoll Höhe bei 15 Zoll Waſſerhöhe über ver obe— 
ren Kante? Die theoretifche Ausflugmenge ift: 

Q = %Y,.Y, 7,906 V%, = 0,8784 .1,1547 — 1,014 Gubiffuf. 

Nun iſt aber 2 Zoll ungefähr 0,05 Meter und 15 Zell ungefähr O,4 Meter, 
daher fann man nad der Tabelle für a — 0,05 und Ah,— 0,4, den entſprechenden 
Goefficient u, — 0.628 annehmen und das gefuchte Waflerquantum 

Q, = 0,628.1,014 — 0,637 Cubikfuß feßen. 

3) Wenn die Breite 0,25, die Höhe 0,15 und der Waflerftand h, = 0,045 
Meter beträgt, jo iſt 

Q = 0,25.0,15.4,429. V0,12 —= 0,166. 0,3464 — 0,0575 Gubifmeter. 

Der Höhe 0,15 entipricht für A, — 0,04 der Mittelwerth: 

__.0,582 + 0,608 


FF — 5 — 0,5925 
und für A, = 0,05: ’ - 
— 28 — 0,59; 


da nun aber A, = 0,045 gegeben iſt, fo feßen wir das neue Mittel: 
0,5925 + 0,5950 _ 0,594 
als Ausflußcoefficient ein, und erhalten fo die gefuchte Waflermenge: 
Q, = 0,59 .. 0,0575 — 0,03415 Gubifmeter. 


Anmerkung. Die Ausflußcoefficienten ändern fich nicht wefentlih, wenn man 
bei einer rertangulären Mündung die Breite mit der Höhe derfelben vermechielt, 
wie aus folgenden Verfuchen des Herrn Lesbros (f. deflen Experiences hydrau- 
liques, Paris 1851) hervorgeht. 

Eine Mündung von 0,60 Meter Breite und 0,02 Meter Höhe gab für die 
Drudhöhe A = 0,30 bis 1,50 Meter, 

4, = u = 0,635 bis 0,622, 
und dagegen, wenn man fie aufs Hohe ſtellte, alfo die Breite 0,60 Meter zur 
Höhe, und vie Höhe 0,02 Meter zur Breite machte: 

“, — 0,610 bis 0,626, und 

u = 0,638 bie 0,627. 
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Zabelle I 


Die Ausflußcoefficienten für den Ausflug des Waflers durch rectanguläre Mündun— 
gen in einer dünnen verticalen Wand, nah Poncelet und Lesbros, 
Die Drudböhen find oberhalb der Mündung an einer Stelle gemeflen, wo das 


aſſer als ftillitehend angejehen werden füann. — Die Zahlenwerthe unterhalb der 
Sterne (*) find nur durch Interpolation beftimmt worden.) 

















J———— Mändungshöhen in Metern. 
Abftand des | — — — - 
Waſſerſpiegels | Mündungs- 
von ber oberen Mündungsbreite — 0,2 Meter. "ie breite 
Seite der = 06 ‚06 Riten. 
Mündung, Tom [02 


in Metern. | 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,08 | 0.2 | 00 








0,000 " ” ” " "„ " " " 
0,005 " " ” „ " 0, 705 " " 
0,010 2 — 0,607 | 0,630 | 0,660 | 0,701 J 0,644 
0,015 J 0,593 | 0,612 | 0,632 | 0,660 | 0,697 a 0,644 
0,020 0,572 | 0,596 | 0,615 | 0,634 | 0,659 | 0,694 J 0,643 
0,030 0,578 | 0,600 | 0,620 | 0,638 | 0,659 | 0,688 | 0,593 | 0,642 
0,040 0,582 | 0,603 | 0,623 | 0,640 | 0,658 | 0,683 | 0,595 | 0,642 
0,050 0,585 | 0,605 | 0,625 | 0,640 | 0,658 | 0,679 | 0,597 | 0,641 
0,060 0,587 | 0,607 | 0,627 | 0,640 | 0,657 | 0,676 | 0,599 | 0,641 
0,070 0,588 | 0,609 | 0,628 | 0,639 | 0,656 | 0,673 | 0,600 | 0,640 
0,080 0,589 | 0,610 | 0,629 | 0,638 | 0,656 | 0,670 | 0,601 | 0,640 
0,090 0,591 | 0,610 | 0,629 | 0,637 | 0,655 | 0,668 | 0,601 | 0,639 
0,100 0,592 | 0,611 | 0,630 | 0,637 | 0,654 | 0,666 | 0,602 | 0,639 
0, 120 0,593 | 0,612 | 0,630 | 0,636 | 0,653 | 0,663 | 0,608 | 0,638 
0,140 0,595 | 0,613 | 0,630 | 0,635 | 0,651 | 0,660 | 0,603 | 0,637 
0,160 0,596 | 0,614 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0,658 | 0,604 | 0,637 
0,180 0,597 | 0,615 | 0,630 | 0,634 | 0,649 | 0,657 | 0,605 | 0,636 
0,200 0,598 | 0,615 | 0,680 | 0,633 | 0,648 | 0,655 | 0,605 | 0,635 
0,250 0,599 | 0,616 | 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 | 0,606 | 0,634 
0,300 0,600 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,650 | 0,607 | 0,633 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,628 | 0,631 | 0,642 | 0,647 | 0,607 | 0,031 
0,500 0,603 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0,644 | 0,607 | 0,630 
0,600 0,604 | 0,617 | 0,627 | 0,630 | 0,638 | 0,642 | 0,607 | 0,629 
0,700 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 | 0,607 | 0,628 
0,800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,637 | 0,606 | 0,628 
0,900 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,634 | 0,635 | 0,606 | 0,627 
1,000 0,65 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,633 | 0,632 | 0,605 | 0,626 
1,100 0,604 | 0,614 | 0,625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 | 0,604 | 0,626 
1,200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 | 0,628 | 0,626 | 0,604 | 0,625 
1,300 0,603 | 0,613 | 0,622 | 0,624 | 0,625 | 0,622 | 0,603 | 0,624 
1,400 0,608 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 | 0,603 | 0,624 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,620*, 0 619*| 0,615*| 0,602 | 0,623 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0 618 0,617 | 0,613 | 0,602*| 0,623 
1,700 0,602* | 0,610*| 0,617 | 0,616 | 0,615 | 0,612 | 0,602 | 0,622 
1,200 0.601 | 0,609 | 0,615*| 0,615 | 0,614 | 0,612 ' 0,602 | 0,621* 
1,900 0,601 | 0,608 | 0,614 | 0,613 | 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0,621 
2 ‚000 0,601 | 0,607 | 0,613 | 0,612 | 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0,620 
3.000 0,601 | 0,608 0,606 | 0,608 0,610 | 0,609 | 0,601 | 0,615 








Anmerkung. Tabellen diefer Art für das Sen, Fußmaß theilt der „Inge 
nieur” Seite 432 mit, 
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ZEEDELEE IE 


Die Ausflußcoefficienten für den Ausfluß des Waflers durch rectanguläre Mündun— 
gen in einer verticalen dünnen Wand, nah Poncelet und Lesbros. 


(Die Drudhöhen find unmittelbar an ver Mündung gemeilen. — Die Werthe au: 
Berhalb der Sterne (*) find nur durch Interpolation beitimmt worden.) 











Drudbobe ever Mundungshböhben in Metern. 





Abitand des ö— — — V 
Waſſerſpiegels Vlundunge 
von der oberen Mundungsmweite — 0,2 Meter. weite 

Seite der — 0,6 Meter. 

Mündung, | — = 

in Metern. 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,05 ! 0,02 | 0,01 0,20 

| 





0,667 | 0,713 








1} 
0,000 0,619 
0,005 0,597 0640 0,665*| 0, 
0,010 0,595 0,618 | 0,642 |0687 | 0,720 | 0,762 0,589 
0,015 0,594 | 0,615 | 0,639 | 0,674 | 0,707 | 0,745 0,5% 
0,020 0,594 *| 0,614 | 0,635 | 0,668 | 6,697 | 0,729 0,591 
0,030 0,593 | 0,613 | 0,637 | 0,659 | 0,685 | 0,708 0,592 
0,040 0,593 | 0,612 | 0,636 | 0,654 | 0,678 | 0,695 0,594* 
0,050 0,593 | 0,612 | 0,636 | 0,651 | 0,672 | 0,686 0,595 
0,00 0,594 | 0,615 | 0,635 | 0,647 | 0,668 | 0,681 0,596 
0,070 0,594 | 0,613 | 0,635 | 0,645 | 0,665 | 0,677 0,597 
0,080 0,504 | 0,613 | 0,635 | 0,643 | 0,662 | 0,675 0,598 
0,090 0,595 0,614 | 0,634 [0,641 | 0,659 | 0,672 0,599 
0,100 0,505 0,614 | 0,634 | 0,640 | 0,657 | 0,669 0,600 
0,120 0,596 0,614 | 0,635 | 0,637 | 0,655 | 0,665 0,601 
0,140 0,597 0,614 | 0,632 | 0,636 | 0,653 | 0,661 0,602 
0,160 0,597 0,615 | 0,631 | 0,635 | 0,651 | 0,659 0,602 
0,180 0,595 10,615 0,631 | 0,634 ! 0,650 | 0,657 0,603 
0,200 0,599 | 0,615 0,630 | 0,633 | 0,649 | 0,656 0,603 
0,250 0,600 0,616 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 0,604 
0,300 N,601 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,651 0,605 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,629 | 0,631 | 0,642 | 0,647 0,606 
0,500 0,603 | 0,617 0,625 | 0,630 | 0,640 | 0,645 0,607 
0,60% 0,604 10,617 | 0,627 | 0,630 | 0,638 | 0,643 0,607 
0,700 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 0,607 
0,800 0,605 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,637 0,607 
0,900 0,605 10,615 | 0,626 | 0,628 | 0,634 | 0,635 0,607 
1,000 0,605 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,633 | 0,632 0,606 
1,100 0,604 0,614 | 0,625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 0,606 
1,200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 | 0,628 | 0,626 0,605 
1,300 1,508 10,613 | 0,622 | 0,624 | 0,625 | 0,622 0,604 
1,400) 0,603 10,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 0,603 
1,500 0,602 0,611 | 0,620 | 0,620*| 0,619*| 0,615 * 0,603 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 | 0,617 | 0,613 0,602 
1,700 0,602*) 0,610* 0,617 | 0,616 | 0,615 | 0,612 0,602 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*) 0,615 | 0,614 | 0,612 0,602 
1,900 0,601 | 0,608 | 0,614 | 0,613 | 0,613 | 0,611 0,602 , 
2,000 0,601 | 0,607 0,614 | 0,612 | 0,612 | 0,611 0,602 





3.000 0,601 10,603 | 0,506 | 0,608 | 0,810 | 0.609 0,601 


- 
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Ueberfälle. fließt das Waſſer durch Ueberfälle (franz. deversoirs; $. 411 
engl. overfalls, notches) oder Einfchnitte in einer binnen Wand, wie 3. B. 
FB, Fig. 701, fo erleidet der Strahl 
an drei Seiten eine Contraction, wo— 
dur) ebenfalls eine Verminderung 
der Ausflugmenge herbeigeführt wird- 
Es ift daher das Ausflußguantum 
fiir diefe Miündungen: 

9, = 7; ubhV 2gh 

zu fegen. Hier ift aber die Drud- 
höhe EH — h, oder der Wafferftand über der Ueberfallsichwelle F’ nicht 
unmittelbar an der Schwelle, fondern mindeſtens 3 Fuß vor der Wand, 
in welcher fic die Mitndung befindet, zu meffen, weil der Waſſerſpiegel vor 
dev Mündung eine Senkung erleidet, die nad) der Mündung zu immer grö- 
Ber umd größer wird, und in der Miindungsebene jelbft eine Größe GR 
von O,1 bis 0,25 der Drudhöhe FR beträgt, jo daß die Dide F@ des 
Maflerftrahles in diefer Ebene nur 0,9 bis 0,75 der Drudhöhe oder des 
Waſſerſtandes beträgt. 

Ueber den Ausfluß des Waflers durch Leberfälle in dünnen Wänden 
find von Bielen Verſuche angeftellt worden, und e8 bieten deren Reſultate eine 
große Mannigfaltigfeit, aber nicht itberall die gewünschte Webereinftimmung 
dar. Die Ergebniffe der Verſuche von Poncelet und Lesbros an Ueber: 
fällen von 2 und 6 Decimeter Breite enthalten folgende Tabellen. 


Fig. 701. 





1. Tabelle der Ausflußcoefficienten fiir Lleberfälle von 2 Decimeter Breite, 
nad) Poncelet und Yesbros. 





















































Drudhöhe A Mi 
in Metern. | 901 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,08 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,22 
Ausfluß⸗ 
coefficient 0,424 0,417 |0,412]0,407 |0,401 |0,397 |0,395 0393 0,390 0,385 
u; — 24 u. | 














—“ 


2. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 6 Decimeter Breite. 









































Druckhöhe Ah — Fa PR BR * ui . 4 
in Metern. 0,06 | 0,08 | 0,10 | 0,12 | 0,15 | 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50 | 0,60 
Austupe | | — I 
coefficient 0412 0,409 0,.406 |0,403 | 0,400 0,395 0,391 !0,391 |0,391 | 0,390 

A = sm | 
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Bei ungefähren Beltimmungen fann man hiernady u, — 0,4 jeßen. 
Verſuche an Ueberfällen mit größeren Breiten gaben Eytelwein im Mittel 
kb — ?/;u — 0,42 und Bidone, u —= ?5 . 0,62 = 0,41 u. |. m. 
Die ausgedehnteften Verſuche find von d'aAubuiſſon und Caſtel ausgeführt 
worden. Aus ihnen folgert d'Aubuiſſon, daß für Ueberfälle, deren Breite 
nicht mehr als den dritten Theil der Breite des Canales oder der Wand 
beträgt, worin fich der Ueberfall befindet, u im Mittel 0,60, alſo 
2/;, u — 0,40 zu fegen jet, daß dagegen für Ueberfälle, welche itber bie 
ganze Wand weggehen, oder mit dem Canale einerlei Breite haben, u — 0,665, 
alfo u, — 0,444 angenommen werden müſſe, daß endlich bei anderen Ber- 
hältniffen zwifchen der Ueberfalle und Canalbreite die Ausflußcoefficienten 
jehr verjchieden, und zwar zwiichen 0,58 und 0,66 liegend, ausfallen. Die 
1853 und 1854 in Hanswyk an Ueberfällen von 3 bis 6 Meter Breite 
und O,1 bis 1,0 Meter Drudhöhe angeftellten Berjuche gaben u — 0,64 
bis 0,65, alio ?2/;u — 0,427 bis 0,433. ©. die Zeitichrift des Archit.- 
und Ingen.» Vereins für Hannover 1857. Die vom Verfaſſer angejtellten 
Unterfuchungen iiber den Ausflug des Waſſers durd) Ueberfälle bringen 
weiter unten ($. 417) die Beränderlichkeit diefer Ausflußcoeffictenten auf 
Geſetze zurück. 


Beiſpiele. 1) Gin Ueberfall von 0,25 Meter Breite und 0,15 Meter Waſſer⸗ 
ſtand oder Druckhöhe giebt in der Secunde die Waflermenge: 

Q = 0,393.bh V2gh — 0,393 . 4,429 . 0,25 . (0,15)% — 0,435 . 0,0581 

— 0,02527 Gubifmeter. 

2) Welde Breite hat man einem Ueberfalle zu geben, der bei einem Wafler- 
ſtande von 8 Zoll eine Waflermenge von 6 Gubiffuß pro Secunde durchlaſſen jell? 
Ge iſt: 

—— 6 = 6 
u V2gh?  0,4.7,906 V(24)8 3,1624 . 0,5443 
Nimmt man nad Eytelwein u, — 0,42 an, fo folgt: 
6 


bh — — — — — [3 30 | ß. 
TEST en. 


— 34836 Fuß. 


Maximum und Minimum der Contraction. Bei dem Ausflufie 
des Waflers durch Mündungen in einer ebenen Wand fteht die Are des 
Strahles rechtwinfelig auf der Wandfläche und es ift deshalb die Größe der 
Contraction eine mittlere; bildet aber die Are der Mündung oder des Strah⸗ 
les einen jpigen Winkel mit dem die Mündung enthaltenden Theile der 
Wand, jo fällt die Contraction kleiner aus, und ift der Winkel zwijchen 
diefer Are und den inneren Nandflächen der Deffnung ein ftumpfer, jo 
ftellt fi eine noc) größere Contraction heraus. Den einen Fall reprä- 
jentirt Fig. 702, und den anderen Fig. 703. Jedenfalls hat diefe Ver— 
jchiedenheit der Kontraction darin ihren Grund, daß dort die von den Seiten 
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zufließenden Waflerelemente weniger, hier aber mehr von ihrer Richtung 
abgelenkt werden, wenn fie durd) die Mindung gehen und zu einem Strahle 
ſich vereinigen. 

Die Contraction ift ein Minimum, d. 5. Null, wenn durd) allmälige 
Zujammenziehung der die Mündung umfaffenden Wand das Zufließen von 
der Seite ganz verhindert wird, und dagegen ein Marimum, wenn die Wand der 
Richtung des Strahles entgegen gerichtet ift, jo daß gewiſſe Waflerelemente 
ji um 1809 wenden müſſen, um in die Mündung zu gelangen. Beide 

Fig. 702. Fig. 708. Fig. 704. Fig. 705. 





Fälle find in den Figuren 704 und 705 abgebildet. In dem erften Falle 
ift der Ausflußcoefficient beinahe 1, nämlich 0,96 bis 0,98, und im zweiten 
hat er fi) bei den Mejiungen von Borda, Bidone und von dem Verfaſſer 
im Mittel — 0,53 herausgeftellt. ‚ 

In der Praxis fommen, durd) convergente Wände herbeigeführt, Verän- 
derungen der Ausflußcoeffictenten jehr oft vor, namentlich tritt der Fall bei 
Schützen ein, wenn diefe gegen den Horizont geneigt find, wie z. B. Fig. 706 
vor Augen führt. Poncelet fand fiir eine derartige Schugöffnung den 
Ausflußcoefficienten u — 0,80, wenn das Scugbret 450 geneigt war, 
Fig. 706. Fig. 707. 





——— 





und dagegen u nur — 0,74 bei einer Neigung von 63!, Grad, d. h. bei 
einer Böſchung von /,. Für derartige Ueberfälle, Fig. 707, wo ebenfalls 
wie bei der Boncelet’schen Schüge nur an einer Seite Contraction ein- 
tritt, fand der Berfafler u — 0,70, alfo un —= ?/s u = 0,467 bei einer 
Neigung von 45°; und u — 0,67, aljo m — 0,447, bei einer Neigung 
von 631/, Grad. 
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Nah M. Boileau (f. deſſen Trait& de la mesure des eaux courants) 
läßt fich für einen Ueberfall, welcher aufwärts und zwar fo geneigt ift, dag 
das Verhältnig feiner Verticalprojection zur Horizontalprojection — 3, alſo 
der Neigungswinfel 711/, Grad beträgt, der Ausflußcoefficient — 0,97 3mal 
dem Ausflußcoefficienten für einen fenfrechten Ueberfall jegen. Ferner folgert 
Boileau aus feinen Verſuchen für fenkfrechte, gegen den Strom jchräg ge 
ftellte Ueberfälle, daß bei der Schräge von 45 Grad der Ausflußcoefficient 
0,942, und bei der von 65 Grad gar nur 0,911 von dem Werthe des 
Ausflußcoefficienten des normalen Weberfalles zu fegen ift, wobei natürlich 
die Pänge der ganzen Ueberfallfante als Miündungslänge angejehen wird. 

Beifpiel. Wenn das unter dem Winfel von 50 Grad geneigte Schutzbrett, 
welches quer über ein 21/, Buß breites Gerinne weggeht, 1, Ruß hoch gezegen 
wird, und fich hierauf der MWaflerfpiegel um 4 Fuß uber den Gerinnboven jtellt, 
jo läßt fih die Deffnungshöhe: 

a = Y, sin. 500 = 0,3830 uf, 
die Drudhöhe: 
h—=4 — 1,.0,3330 — 3,8085 Fuf, 
und der Ausflußcoefficient « — 0,78, daher die Ausflußmenge: 
Q, = 0,78. 2,25 . 0,3830 . 7,906 V 3,8085 — 10,36 Cubikfuß 
ſetzen. 


Contractionsscala. Die Contraction eines Waſſerſtrahles iſt um 
ſo größer, je mehr die Richtung des von der Seite zuſtrömenden 
Waſſers von der Bewegungsrichtung des Strahles abweicht. Bei 
dem Ausfluſſe durch die Mündung C, Fig. 708, in der ebenen dünnen 
Wand beträgt der Winkel d, um welchen die Bewegungsrichtung der von 


fig. 708. 





der Seite zuftrömenden Wafjerelemente von der Axen- oder Bewegungsrichtung 
des Strahles abweicht, den Rechtwinkel (2), bei der Mündung A, welche 


von einer dünnen Nöhrenwand gebildet wird, mit diefer Winfel 6, 2 Rechte 
(7); bei dem Ausfluffe durch ein coniſch divergentes Mundſtück B ift 0 zwi— 
Ihen '/, m und z, ferner bei dem Ausfluffe durch ein conifch convergentes Anſatz⸗ 


en 
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ſtück D iſt d zwifchen O und —, und bei dem cylindriicen Mundftiide ZU 


mit innerer Abrundung ift er — 0 Grad zır fegen. 

Um das Gejeg kennen zu lernen, nach welchem die Gontraction mit dent 
Winkel d abnimmt, hat der Verfaſſer an einer größeren Anzahl von Mund- 
ftitden von 2 Bentimeter Mindungsweite unter verfchiedenem Drude (von 
1 bis 10 Fuß) eine ganze Reihe von Verſuchen angejtellt, und die Ergeb: 
niſſe derjelben in folgender Tabelle zufammengeftellt: 











180° 








3/0 
5° 





d 1571 ,0| 1350 | 1121/,0| 900 [671/,0| 450 11/0 go 


22"/,? 























0,949 


0,541| 0,546 |0,577| 0,606 |0,632| 0,684 |0,753| 0,382 | 0,924 


di 
‘ 



































Dieje Tabelle giebt allerdings nur die Ausflußcoefficienten (u) an, welche 
den verjchiedenen Abweichungswinkeln d zukommen; die Contractiongcoeffi- 
cienten find noch ein bis zwei Procent größer, da bei jedem Ausfluffe aud) 
ein Heiner Berluft an Gejchwindigfeit eintritt. Um bei dem Eintritte des 
Waſſers in die Anjagftiide D und % feinen Berluft an lebendiger Kraft 
zu erleiden, wurden diefe Stüde bei der Einmündung abgerundet. Die 
Reibung, welche das Wafler bei der Bewegung an den Wänden diefer Mund— 
ſtücke zu überwinden hat, wird im folgenden Gapitel beftimmt werben. 

Anmerfung. Nah den Berechnungen des Herrn Prof. Zeuner (f. „Givil- 
ingenieur“, Band II., Seite 55) läßt fich, den angegebenen Verſuchen zufolge, 

ty (I + 0,33214 (cos. d)® + 0,16672 (cos. 8)*) 
jegen, wenn A, den Ausflußcoeffictenten für die Mündung in der dünnen ebenen 


Wand bezeichnet, wo die größte Nblenfung der Waſſerfäden beim Auefluß 
= %r — 90 ift, und dagegen (5, den Ausflußcoefficienten für eine Mündung 


in der conifhen dünnen Wand ausprüdt, wo die größte Ablenfung der Waſſer— 
fäden beim Gintritt in die Mündung — d mit. 


Partielle Contraction. Wir haben jeither nur den Fall fennen 
gelernt, wo das Wafler von allen Seiten her der Oeffnung zufließt und 
einen ringsherum contrahirten Strahl bildet, und müſſen nun noch auch die 
Fälle, wenn das Waſſer nur von einer oder einigen Seiten her gegen die 
Deffnung ſtrömt und deshalb einen nur theilweile contrahirten Strahl her: 
vorbringt, in Unterfuchung ziehen. Um diefe Gontractioneverhältnifje von 
einander zu unterfcheiden, wollen wir den Fall, wenn der Strahl auf allen 
Seiten contrahirt, die vollftändige, und den Fall, wenn der Strahl nur 
auf einen Theil feines Umfanges zufammengszogen tft, die unvollftändige 
oder partielle Gontraction (franz. contraction incomplete; engl. 
incomplete contraction) nennen. Die unvollftändige Contraction wird 

51° 


0,966 ° 
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herbeigeführt, wenn eine Mündung in der ebenen dünnen Wand durd andere 
Wände in der Nichtung des Strahles auf einer oder mehreren Seiten einge 
faßt ift. Im Fig. 709 find vier gleich große Miündungen a, db, c, d ım 
Boden 40 eines Gefäßes abgebildet. Die Kontraction beim Ausfluffe durch 
die Mitndung a im der Mitte des Bodens iſt vollftändig, weil bei ihr das 
Waſſer von allen Seiten zuftrömen kann; die Contraction beim Ausfluſſe 
durch db, e und d ift aber unvollftändig, weil bei dieſen das Waſſer nur von 
drei, zwei oder einer Seite zuftrömen kann. Ebenfo, wenn eine rectanguläre 
Seitenöffnung bis zum Boden des Gefäßes geht, jo ift die Contraction 
partiell, weil dann diefelbe auf der Seite im Boden wegfällt; wenn ferner 
die Schugöffnung bis zum Boden und bis an die Seitenwände des Gerinnes 
reicht, jo bleibt nu noch an einer Seite Contraction übrig. 

Die partielle Contraction macht ſich auf zweierlei Weile bemerflid. 
Erftens giebt fie dem Strahl eine ſchiefe Richtung, und zweitens bewirkt 
fie einen ftärferen Ausfluß. 

Fig. 709. 
Ma 





Neicht 3. B. die Seitenöffnung F, Fig. 710, bis an den Boden CD, 
jo daß dajelbjt eine Contraction nicht eintreten fan, jo weicht die Are FG 
des Strahles um einen Winkel Z FG von ungefähr 9 Grad von der Nor- 
malen FH der Miündungsebene ab. Biel größer ftellt fid) aber noch die 
Schiefe des Strahles heraus, wenn zwei benachbarte Seiten der Mündung 
eingefaßt find. Iſt die Mündung an zwei gegenüber liegenden Seiten einge 
faßt, und die Gontraction an denjelben aufgehoben, fo tritt natürlich eime 
joldye Abweichung nicht ein, wohl aber nimmt der Strahl auf den nicht ein- 
gefaßten Seiten in einiger Entfernung außerhalb der Mündung nody mehr 
Ausbreitung an, als wenn diefe Einfaſſung nicht vorhanden wäre. Wenn 
auch durch die partielle Contraction eine größere Ausflugmenge erzielt wird, 
jo muß man fie doc) im der Kegel zu vermeiden fuchen, weil durd) fie der 
Strahl eine abweichende Richtung und eine große Ausbreitung erleidet. 

Verfuchhe über den Ausflug des Waffers bei particller Gontraction find 
von Bidone und von dem Verfaſſer angeftellt worden. Sie haben gezeigt, 
dag die Ausflußcoefficienten mit dem Verhältniffe des eingefaßten Iheilet 
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zum ganzen Umpfange fajt gleichmäßig zunehmen; doc; ift leicht zu ermeſſen, 
daß diefe Beziehung eine andere wird, wenn der Umfang beinahe oder ganz 
eingefaßt und die Gontraction beinahe oder ganz aufgehoben ift. Seen wir 
das Berhältnig der Einfafjung zum ganzen Umfange, — n, und verftehen 
wir umter x eine Erfahrungszahl, fo fünnen wir, wenn aud) nur an- 
nähernd, da8 VBerhältnig des entfprechenden Ausflußcoefficienten u, der par- 
tiellen Gontraction zum Ausflußcoefficienten u, bei vollftändiger Contraction: 
jr — 1 + xn, und folglid u, — (1 + xn)u, Segen. 
Die Verſuche Bidone’8 geben fir Heine fFreisförmige Mindungen 
# — 0,128 und fir quadratifche, x — 0,152; die des Verfaffers haben 
für Heine vectanguläre Mitndungen, x — 0,134, für: größere (Poncelet— 
miündungen), bei 0,2 Meter Breite und O,1 Meter Höhe aber, x — 0,157 
geliefert (ſ. die Zeitichrift: „der Ingenieur“, Bd. 2). Im der Anwendung 
kommen faft nur rectanguläre Mündungen mit Einfaffungen vor; wir wer: 
den für fie den mittleren Wert) x — 0,155 annehmen und hiernad) 
u — (1 + 0,155.n) uo 
jegen. Bei einer rectangulären Seitenöffnung von der Höhe a und Breite 


; b 

b iſt — rd)’ 
wenn 3. B. diefe Seite in der Ebene des Bodens liegt, ferner n — \/y 
2atb 
2(a+b)' 
wenn auf einer Seite b und auf beiden Seiten a die Contraction verhindert 
wird, wenn z. B. die Mündung die ganze Breite des Reſervoirs einnimmt 
und bis zur Bodenebene reiht. 


wenn die Gontraction an einer Seite b wegfällt, 


wenn eine Seite a und eine Seite b eingefaßt find, und n — 


Beifpiel. Welches Waflerguantum liefert der Ausflug des Waflers durch eine 
3 Ruf breite und 10 Zoll hehe verticale Schugoffnung, bei einem Drude von 
1'/, Fuß über der oberen Mündungsfeite, wenn die untere Mündungsfeite in den 
Gerinnboden fällt, und daher die Contraction am Boden wegfällt. Die theoretifche 
Ausflußmenge ült: 

Q = 1%5-3.7906 V1,5 + Ya = 5% 7,906 V1,9166 —= 27,35 Cubikfuß. 
Mac ver Boncelet’fchen Tabelle iſt bei vollitändiger Gontraction, u — 0,604 
zu fegen, nun hat man aber: 

3 - I oy 
28 + 'Y) 18457 
daher it für den vorliegenden Kall der partiellen Gontraction: 
w= (1 + 0,155.%;3). 0,604 — 1,060 .0,604 — 0,640 
und das effective Ausflußquantum: 
Q, = 0,640 Q = 0,640.27,355 = 17,50 Eubiffuß. 


n = 


Unvollkommene Contraction. Die Contraction des Waflerftrahles 8. Al: 
ift auch noch davon abhängig, ob das Waffer vor der Mündung ziem— 
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lich in Ruhe fteht, oder ob es mit einer gewiſſen Geſchwindigkeit vor 
derjelben ankommt; je ſchneller das Waſſer der Ausflugöffnung zuftrömt, 
je weniger ift auch der Strahl zufammengezogen, deſto größer fällt auch die 
Ausflugmenge aus. Die oben angegebenen und unterfuchten Contractions- 
und Ausflußverhältniffe beziehen ji) nur auf den all, wenn ſich die Mün- 
dung im einer großen Wand befindet, und nun angenommen werden kann, 
dag das Wafler nur mit einer fehr Fleinen Gefchwindigfeit der Mündung 
zufließt; wir müſſen daher auch die Contractions- und Ausflußverhältmiſſe 
fennen lernen, wenn der Mündungsquerſchnitt nicht viel Feiner ift als der 
Querſchnitt des zufließenden Waſſers, wenn folglid) das Waſſer jchon mit 
einer beträchtlichen Gejchwindigfeit an der Mündung anfommt. Um dieſe 
beiden Fälle von einander zu unterfcheiden, wollen wir die Contraction bei 
ftillftehendem Oberwaſſer die vollfommene und die bei bewegtem Über: 
waſſer die unvollfommene Sontraction (franz. contraction imparfaite; 
engl. imperfect contraction) nennen. Unvollkommen ift 3. B. die Gon- 
traction beim Ausflug aus dem Gefäße A C, Fig. 711, weil der Querfchnitt 
Fig. 711. F der Mündung nicht viel Feiner ift als der Quer— 
ſchnitt @ des anfommenden Waflers oder der In: 
halt der Wand CD, im welcher fich diefe Mün— 
dung befindet. Hätte dagegen das Gefäß die Form 
ABC,D,, wäre aljo der Inhalt der Boden— 
fläde C, D, viel größer ald der Mündungsguer- 
ſchnitt F, jo wiirde der Ausflug mit vollfommener 
Gontraction vor ſich gehen. Uebrigens unterjcheidet 
jidy der unvollfommen contrahirte Waſſerſtrahl 
nicht bloß durd) feine größere Stärke, fondern 
auch dadurd; von dem vollfommen contrahirten Waflerftrahle, daß er nicht 
jo durchſichtig und kryſtallähnlich ift wie diefer. 
Setzt man das Verhältniß zwifchen den Flächenräumen der Mündung F 





und der Mündungswand (+, 'alfo 2, — n, den Ausflußcoeffictenten bei 


vollfommener Contraction, — u, und den bei unvollfommener Gontraction 
— 4, jo fann man mit großer Genauigkeit, den vom Verfaſſer hierüber 
angeftellten Berfuchen und Nechnungen zufolge, jegen : 
1) für freisförmige Mündungen: 
“= up [1 + 0,04564 (14,821" — 1)], und 
2) fliv rvectanguläre Mündungen: 
Un = io [1 + 0,0760 (9" — 1)] *). 
Zur Erleichterung der Rechnung in Fällen der Anwendung find die Cor 


") Verfuche uber vie unvollfonmene Sontraction des Waſſers u. ſ. w. Leipzig 1843. 
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2* Un — Us — 
rectionen —* der Ausflußcoefficienten wegen Unvollkommenheit der 
vo 


Contraction in folgenden Heinen Tabellen zufanmengeftellt. 


































































































Tabelle I. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten für freisrunde Oeffnungen. 
n 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 — * ER — FR 0,50 
en 0,007 |0,014) 0,023 |0,034 | 0,045 0,059 0,075 |0,092| 0,112] 0,134 
i pi u 0,55 — E * 0,75 | ss: 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00 
— 0,161 0,189 O22s 0,2601 0 808 0,351 |0,408) 0,471 |0,546| 0,631 
































Tabelle M. 
Die Correctionen der Ausflugcoeffleienten fir vectanguläre Deffnungen. 





0,05 | 0,10 | 0,15 


0,20 


n 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,15 | 0,50 
































Mn — a 
Ko 


0,00910,019| 0,030 [0,042 | 0,056 |0,071|0,088| 0,107 0,128] 0,152 












































0,95 | 1,00 








0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 





0,90 





0,55 





0,75 | 0,50 





Mn — Ho 
Ho 


0,178|0,208|0,241|0,278|0,319|0,365| 0,116 |0,473| 0,537 | 0,608 
































Bei diejen Tabellen ftehen oben verfchiedene Werte von den Querſchnitts— 
verhältnifien n — G' und unmittelbar darımter die entjprechenden Zuſätze 
der Ausflußcoefficienten wegen der Unvollfommenheit der Contraction. 3.2. 
für das Querfchnittsverhältnig » — 0,35, d. i. für den Fall, wenn der 
Inhalt der Mündung 35 Hundertel vom Inhalte der ganfen Mindungs- 
wand ift, hat man bei freisförmigen Mündungen 

ee 0,075, 
Un 
und bei vectangulären Mündungen — 0,083; es iſt aljo der Ausflußcoef- 
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ficient bei volllommener Contraction im erſten Falle um 75 Tauſendtel und 
im zweiten um 88 Tauſendtel größer zu machen, um den entſprechenden Aus 
flußcoefficienten bei unvollfommener Contraction zu erhalten. Wäre der 
Ausflußcoefficient u, — 0,615, fo hätte man daher im erjten alle: 

los; — 1,075..0,615 — 0,661, 
und im zweiten alle: 

oa; — 1,088.0,615 — 0,669. 


Beifpiel. Welde Ausflußmenge giebt die rectanguläre 1Y, Auß breite umt 
/, Ruf hohe Seitenmündung F, wenn diefelbe in einer rectangulären Want 
Fig. 712. CD, #ig. 712, ven 2 Ruß Breite und 
1 Ruß Höhe ausgeſchnitten iſt, und bie 
Druckhöhe EH = him ſtillſtehenden 
Waſſer 2 Fuß beträgt? Die theoretiſche 
Waffermenge iſt: 
Q = 1,25.0,5.7,%6 V2 
— 4941.1,414 — 6,97 Gubiffuf, 
a und der Ausflufcoefficient bei vollfem- 
u mener Gontraction ift nab PBoncelet: 
4, = 0,610; 
nun iſt aber das Duerfchnittsverbälins 
F 1,25.0,5 __ 





und für n = 0,312, a Tabelle IL, Seite 807, 
* — — 0,071 + 12/,, (0,088 — 0,071) — 0,071 + 0,004 = 0,075 
zu fegen, daher Folgt d der AusAußcorfficient für den vorliegenden Fall: 
Yon — 1,075. u, = 1,075 .0,610 — 0,6557 
und die effective Ausflußmenge: 
Q, = 0,6557.Q = 0,6557.6,987 —= 4,581 Eubiffuf. 


416 Ausfluss des bewegten Wassers. Wir haben jeither angenommen, 
daß die Drudhöhe im ftillftehenden Waſſer gemeflen worden ift, um 
müſſen num noch den Fall abhandeln, wenn nur der Waflerftand des beweg— 
ten, der Mündung mit einer gewiſſen Geſchwindigkeit zufliegenden Waſſers 
gemefjen werden kann. Segen wir eine rectanguläre Seitenöffnung 
voraus, bezeichnen wir deren Breite durch b umd die Waflerftände in Hinficht 
auf die beiden horizontalen Kanten durd) Ak, und h,, die der Geſchwindigkeit 
c des zufließenden Waflers entjprechende Höhe aber durch k, jo haben wir 
die theoretiſche Ausflußmenge: 

0— /;6 V29 [ln + Mr — (hr + K)*]. 
Diefe Formel läßt fich aber nicht unmittelbar anwenden zur Beſtimmung 
der Waſſermenge, weil die Geſchwindigkeitshöhe 


==, 2) 
— 7 
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wieder von Q abhängt, und die weitere Umformung auf eine complicirte 
höhere Gleichung führt; es ift daher weit einfacher, wenn man die effective 
Waſſermenge 
C = mab V29 h 
ſetzt, und unter wc, nicht den bloßen Ausfluß-, fondern einen vorzüglich vom 
Duerfchnittsverhältnifie abhängigen Goefficienten verfteht. Am häufigften 
fommt diefer Fall vor, wenn es darauf abgefehen tft, das in Gerinnen und 
Ganälen fließende Waffer zu meſſen, weil es hier nur jelten möglich ift, das 
Big. 713. Waſſer durch eine die Ausflugöffnung 

enthaltende Duerwand BC, Fig 713, 
jo Hoch aufzuftauen, daß die Min- 
dungsfläche F' nur einen Fleinen Theil 
von dem Querſchnitt des zuflicenden 
Waflerftromes ausmacht und daher 
die Geſchwindigkeit des letzteren ſehr 
klein gegen die mittlere Geſchwindigkeit 
ausfällt. 

Aus den vom Verfaſſer hierüber angeſtellten Verſuchen mit den Pon— 
celet'ſchen Mündungen, wobei die Druckhöhe ein Meter oberhalb der Mün— 
dungsebene gemejjen wurde, hat fich ziemlich genau 


n 7” R Fi? . i 
— — 0,641 (2) — 0,641.n? 


ergeben, wobei n — 2 das Querſchnittsverhältniß, welches jedoch nicht viel 





itber ſein foll, ferner u, den aus der Boncelet’schen Tabelle genomme— 
nen Ausflußcoefficienten bei volllommener Gontraction, und wu, den derjelben 
Mündung im vorliegenden Falle entiprechenden Ausflußcoefficienten bezeichnet. 
Iſt b die Breite, a die Höhe der Mündung, b, die Breite und a, die Höhe 
des Waflerftromes und bezeicynet A die Tiefe der oberen Mündungsſeite unter 
dem Wafjerjpiegel, jo Hat man hiernach die effective Ausflugmenge: 


= ) ab \’ V: ( 2). 
Qı — Ud · ab J nn 0,641 (=) 29 h 4 5 


Folgende Tabelle dient zur Abkürzung der Rechnung in Yällen der An- 
wendung. 





n 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
































Mn U 0 


0,002 |0,006 | 0,014 0,026 0,040 0,008 0,079 0, 1030,130 0,160 
































hal) 


Beiſpiel. Um das durch ein 3 Fuß breites Gerinne zugeführte Wafferquantum 
zu finden hat man eine Spundwand mit einer 2 Fuß weiten und 1 Zuß hohen 
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rectangulären Mündung eingefegt, und dadurd das Waſſer endlich jo aufgeitauf, 
daß es beim Gintritt des Beharrungszuftandes um eine Höhe von 2%, Kuß über 
der Sohle und 1%/, Ruf über ver unteren Kante der Mündung fand. Die ent 
fprechende theoretiſche Waſſermenge ift: 
Q= abV2gh = 1.2.7,%6 V1,25 = 15,812. 1,118 
— 17,68 Gubiffuf, 
der Ausflufcoefficient bei vollfommener Gontraction läßt ſich 0,602 jegen, und das 
Duerfchnittsverbältnig: 
F ab 1.2 £ 
n Sa een 
daher folgt der Ausflußcoefficient für das vortehende Ausflußverhältniß 
4 = (1 + 0,641.0,2962) u, — 1,056 .0,602 = 0,6357 
und das effective Ausflußquantum 
Q, = 17,68.0,6357 —= 11,24 Eubiffuß. 
Die unvolltommene Contraction fommt auch beim Ausfluffe durch Ueber: 
fälle, wie Fig. 714, vor, wenn der Querſchnitt F des über der Schwelle 
Big. 714. bei C wegfliegenden Waflers ein an 
jehnlicher Theil vom Querſchnittte 6 
des zufließenden Waflers ift. Die 
Ueberfälle können aber entweder mur 
SR, einen Theil der Breite des Reſervoire 
Je SS. oder Ganaled einnehmen, oder fie 
Bkönnen über die ganze Breite des 
Gerinnes weggehen. In dem leisten 
Falle ift aud) die Contraction an den Seiten der Mündung Null, und e 
fließt alfo aus diefem Grunde mehr Wafler durch, als bei den Ueberfällen 
der erften Art. Auch über diefe Ausflußverhältniffe hat der Verfaſſer Ver: 
ſuche angeftellt, und aus den Ergebniffen derfelben Formeln abgeleitet, wo- 
durch fich mit ziemlicher Sicherheit mit Hulfe des Tuerfchnittsverhältnifie 


— Z der entfprechende Ausflußcoefficient berechnen läßt. 


Hit % die Drucdhöhe ZH über der Ueberfallichwelle, a, die ganze Waſ— 
ferhöhe, b die Breite des Ueberfalles und b, die des zufließenden Waſſers, 
fo haben wir hier: 





F hb 
n— u — — 


(r J a,b, 
und 1) für die Poncelet'ſchen Ueberfälle: 


n —” F 4 
En Pe —_ 1718 (2) 1i7ie.n 


U, 


dagegen 2) für die die ganze Gerinnbreite einnehmenden Ueber: 
fälle: 

mE — 0,041 + 0,3693 n°; 
0 


’ 


Ss. 417] Von der Gontraction der Wailerftrablen ıc. 311 
es iſt daher im erſten Falle die Ausflußmenge: 

9 — Ya, -d J ns ur (7 | V2ah, 
und im zweiten alle: 

Qı — ?zW. » |1041 + 0,3693 (2 -|v 2gh, 


wo h den etwa 1 Meter vor dem Ueberfall gemefjenen Waflerftand PII 
itber der Ueberfallfchwelle F' bezeichnet. 


In folgenden Tabellen find die Gorrectionen — für die einfachſten 


0 








Werthe von » zufammengejtellt. 


Tabelle 1 


Gorrectionen der Ausflußcoefficienten für die Poncelet'ſchen Ueberfälle. 








0,10 | 0,15 | 0,20 





0,30 | 0,35 






| 0,05 0,2 0,40 | 0,45 | 0,50 


























0,000 |0,0001|0,001 


0,070 


0,003 [0,007 | 0,01: |0,026| 0,044 0,107 
































Tabelle IM. 


Gorrectionen für Ueberfälle über die ganze Wand, oder ohne Seitencontraction. 








n 0,00 | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 0,50 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 



































Ho 


0,042 0,045 0,049 |0,056 |0,064|0,074|0,086| 0,100 |0,116 






































Beiſpiel. Um das in einem 5 Fuß breiten Ganale fortgeführte Waſſer— 
auantum zu beitimmen, hat man eine Spundwand mit einer nach außen abge: 
ihrägten Kante eingezogen, und das-Wafler über dieſe wegfließen laflen. Nachdem 
das Steigen des Oberwailers aufgehört hatte, ergab fih ver Waſſerſtand über dem 
Serinnboden 3)/, Auß, und über der Schwelle 11%, Ruß; es war daher vie theo: 
retifche Ausflußmenge: 


Q = %4.5.7,906. (5) * = 48,11 Cubitfuß. 
EN: 2 ; h 1,5 
Der Ausflußcoefficient fällt bier, va - . = 33 —= % und u, = 0,577 iſt, 


a; 
Ks. — [1,041 + 0,3695 . (%)?] . 0,577 = 1,110.0,577 = 0,64 aus, 
daher die effective Waflermenge: 
Q = 064.0 = 0,64.45,41 = 31 Eubiffuf, 
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Versuche von Lesbros. ine große Anzahl von Berfjuchen über den 
Ausflug des Waſſers durch rectanguläre Mündungen in der dünnen 
Wand mit verfchiedenartigen inneren und äußeren Einfaflungswänden (bei 
partieller und unvollfommener Contraction de8 Waflerftrahles) find von dem 
Herrn Yesbros (j. deſſen Experiences hydrauliques sur les lois de l’econ- 
lement de l’eau) ausgefiihrt worden. Wir theilen hiervon im Folgenden 
nur die Hauptrefultate der an einer rectangulären Mündung von 2 Dec: 
meter Weite angeftellten Verjuche mit. Die jo verjchieden eingefaßten Min 
dungen find in der Fig. 715 durd) die Buchftaben A, B, C u.f.w. von cin 
ander unterjchieden, und zwar bezeichnet: 


Fig. 715 





A eine gewöhnliche Mündung ohne alle Einfaffung (wie in $. 410); 

B eine ſolche Mündung innen an einer Seite mit einer verticalen Wand 
beffeidet, welche 2 Gentimeter von der einen Seitenfante der Miündımg 
abfteht, und vechtwinkelig gegen die Mitndungsebene gerichtet ift; 

C die erfte Mündung auf jeder Seite mit einer ſolchen Wand eingefaft: 

D die Mündung A innen auf beiden Seiten mit verticalen Wänden cin 

gefaßt, welche unter einem Winkel von 90 Grad gegen einander comver- 

given, und hierbei unter einem Winfel von 45 Grad, und zwar im dem 

Abftande — 2 Eentimeter von den Seitenfanten der Mündung, an die 

Mindungsebene anftopen ; 

die Mündung A mit einer horizontalen Wand, welche quer über dem 

Augflugrefervoir weggeht und genau bi8 an die untere Mündungstant 

reicht ; 

F die Mündung B, 

G die Mundung C, und 

H die Mündung PD mit einer horizontalen Wand wie in E, weldye dr 
Gontraction an dev unteren Mündungskante ganz aufhebt. 


> 
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l. 


Tabelle der Ausflußcoefficienten fiir den freien Ausfluß durd) die 
Mündungen A, B, C u. f. w. 










































Druckhöhe 
— Ausflußcoefficienten für die Mündungen : 
dungskante, * 
oberhalb der E 
Mündungs: } - ER zen: VEN Team Kr ogace — er eg 
— @jaım o|»|» r|oım 
| Meter. | 
0,572 | 0,5897) — 1058|059| — | — | — 
0,050 0,585 | 0,593 | 0,631 | 0,595 | 0,608 |0,622| — | 0,636 
0,100 0,592 | 0,600 | 0,631 | 0,601 | 0,615 |0,628| — | 0,639 
0,200 0,598 | 0,606 | 0,632 | 0,607 | 0,621 | 0,633 | 0,708 | 0,643 
0,500 0,200 0,603 | 0,610 | 0,631 | 0,611) 0,623 | 0,636 | 0,680 | 0,644 
1,000 0,605 | 0,611 | 0,628 | 0,612 | 0,624 | 0,637 | 0,676 | 0,642 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,627 | 0,611 | 0,624 | 0,637 | 0,672 0,641 
2,000 0,601 |0610 0,626 | 0,611) 0,619 | 0,636 | 0,668 | 0,640 
3,000 0,601 10000 0,624 | 0,610 Pe 0,638 
\ | | 
0,020 0,616 | 0,627 | 0,647 0,631 | 0,664 0,668 | — | 0,678 
0,050 0,625 | 0,630 | 0,646 | 0,632 | 0,667 | 0,669 | 0,690 | 0,677 
0,100 0,630 | 0,633 | 0,645 | 0,633 | 0,669 | 0,674 | 0,688 | 0,677 
0,200 0,631 | 0,635 | 0,642 | 0,633 | 0,670 | 0,676 | 0,687 | 0,675 
0,500 0,050 \0,628 | 0,634 | 0,637 | 0,632 | 0,668 | 0,676 | 0,682 | 0,671 
1,000 0,625 | 0,628 | 0,635 | 0,627 | 0,666 | 0,672 | 0,680 | 0,670 
1,500 0,619 | 0,622 | 0,634 | 0,621 | 0,665 | 0,670 | 0,678 | 0,670 
2,000 0,613 ‚0,616 | 0,634 | 0,615 | 0,664 | 0,670 | 0,674 | 0,669 
3,000 0,606 0,609 | 0,632 | 0,608 | 0,662 | 0,669 | 0,673 | 0,668 
\ I 
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II. 


Tabelle der Ausflußcoefficienten fiir den Ausflug durch die Mündungen 
A, B, Cu. ſ. w. mit äußeren Anjfaggerinnen. 


Die Gerinne jchloffen ji) genau an die Mündung an, die dadurch ihre 
Abfchrägungen an den Seiten und am Boden verloren. Sie waren ent 
weder horizontal und 3 Meter lang oder, und zwar bei den mit *bezeich⸗ 
neten Berfuchen, um '/,, ihrer nur 2,5 Meter betragenden Länge gemeigt. 





— — — — — — — — —— — — — 


| 
| 


Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 


ebene gemeſſen. 
Muündungshöhe. 








Druckhöhe über der 
oberen Münbungsfante, 


cberhalb ver Mündunge: 




















Meter. Meter. | 

2020 0,45010,459 0,496 0,480 |0,527| — — — 
0,511[0,517 10,531 0,510 0,553 0,5090 0,546 0,528 : 
0,51210,545 0,563 10,538 0,574 0,534 | 0,569 | 0,560 |0,59310,552 
0,57410,576 [0,591 |0,566 | 0,592 [0,562 | 0,559 0,589 10,617 

‚0,200 10,599 [0,602] 0,621 |0,592 | 0,607 [0,591 |0,608 0,591 /0,632)0,613 
'0,601 [0,609 |0,628| 0,600 0,610 0,601 0,615)0,601 |0,6: 


0,050 | 
1,500 J 0,60110,610|0,627 |0,602 |0,610|0,604|0,617 |0,604 |0,641!0,024 


0.100 
1,200 
0,500 
1,000 


2,00 0,601[0,61010,626 |0,602 |0,609 | 0,604 | 0,617 0,604 |0,64210.624 


3,000 0,601|0,6091|0,624 |0,601 |0,608 0,602 |0,616 0,602 |0,641/0,622 





020) 0,455 |0,5551|0,557 10,487 10,585 0,483 |0,579[0,512] — 








0,050 0,577 0,6001 0,603 |0,57110,614 |0,570|0,611 0,552 0,625 


| 


0,100 0,624 |0,62510,628|0,605|0,632 10,609] 0,62810,621 |0,639 
02001 0,651 0,633 | 0,637 0,617 |0,645 [0,623 | 0,643 | 0,637 10,649 
0,500 700; | 125 )0,630 |0,635 10,626 |0,652 [0,630 |0,650| 0,647 10, 


1,000 0,624 [0,627 |0,635 | 0,628 0,651 |0,633 | 0,651 | 0,649 0,656 
1,500 
2,000 
3,000 





0,610 |0,622|0,634|0,627 10,650 10,632 |0,651 0,647 10,656 
l 

0,613 [0,616 | 0,634 0,623 |0,650 |0,631 |0,651 0,6440, 

0,606 [0,64 N 0,649|0,625 10,651 |0,639)0,656/0,632 
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Beifpiel. Weldes Ausflußquantum giebt eine rectanguläre Mündung von 2 
Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn die untere Kante verfelben 0,35 
Meter unter dem Waflerjpiegel und mit dem Boden des Ausfiußgefäßes in einer- 
lei Höhe fteht, und zwar 1) beim freien Ausfluß, und 2) beim Ausflug durch ein 
furzes horizontales Anfaggerinne? Man hat es hier mit der Mündung E zu 
thun, wobei die Drudhöhe über der oberen Kante, = 0,35 — 0,10 — 0,25 Meter 
ift. Die Tabelle I. giebt für den Werth 0,20 Meter diefer Höhe bei der Mün- 
dungshöhe — 0,20 Meter, den Ausflußcoefficienten « — 0,621, und dagegen bei 
der Mündungshöhe — 0,05 Meter, “« — 0,670; daher möchte für den eriten Kall 
der Aufgabe 
__ 0,621 4 0,670 


u — 0,645 zu feßen fein. 


Die Tabelle IT. giebt dagegen bei der Waflerhöhe 0,25 Meter über der oberen 
Mündungsfante durch Interpolation für m die Werthe: 
0,566 + 330 (0,592 — 0,566) — 0,570, und 
, 0,617 + 50 (0,626 — 0,617) = 0,619, 
folglich ift für den zweiten Fall 
_.0,570 + 0,619 
2 — 2 
Der Querſchnitt der Mündung ift: 
F= ab = 0,%.0,0 — 0,020 Quadratmeter, 
und die mittlere Drudhöhe ift: 
h = 0,350 — 0,050 — 0,300 Meter, 
folglich die theoretifche Ausflugmenge: 
Q= FV2gh = 0,02 V2.9,81.03 — 0,02 V5.356 
= 0,02..2,425 = 0,0485 Gubifmeter; 
fowie die effective Ausflugmenge, im erften Kalle: 
= mQ = 0,6145 .0,0485 — 0,0313 Gubifmeter, 
und dagegen im zweiten Kalle, d. i. bei einem Anfußgerinne: 
Y) = mV —= 0,59 .0,0485 — 0,0288 Gubifmeter. 

Nah der Fermel uw, = (1 + 0,155 n) #, in $. 414 für den Ausflug bei 
vartieller Gontraction läßt fih, da hier vom ganzen Mündungsumfang %, — Y, 
eingefapt it, u. — Hy = (1 + 0,052) u, = 1,052 u, fegen. Nun ift aber 
für eine ſolche Mündung bei vollftändiger Gontraction nach Tabelle l., Seite 797, 
49 — 0,616, daher folgt hiernach: 

Kı,, = 1,052.0,616 = 0,648, und 
9, = 4, Q = 0,648.0,0485 — 0,0314 Gubifmeter, 
alfo wenig größer als nach der Lesbros'ſchen Tabelle. 


= 0,594 zu feßen. 





Herr Lesbros hat auch noch mittels der Mündungen A, B, C u. f. w. $. 419 
Verſuche über den Ausfluß bei Ueberfällen, wobei der Waſſerſpiegel die 
obere Kante der Mündung nicht erreicht, angeftellt, und es jind die Haupt» 
ergebnifje derjelben in folgenden Tabellen zufammengeftellt worden. 
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1. Tabelle der Ausflußcoefficienten (?/, u) für den freien Ausflug 
durch Ueberfälle oder Wandeinſchnitte. 





Druckhöhe 


über der 
Schwelle im 
ſtillſtehenden 
Waſſer gemeſ— 
ſen. 


Meter. 
0,015 
0,020 
0,030 
0,040 
0,050 
0,070 
0,100 
0,150 
0,200 
0,250 
0,300 





Ausflußeoefficienten für die Mündungen: 


A | B 
0,421 | 0,450 
0,417 | 0,446 
0,412 | 0,437 
0,407 | 0,430 
0,104 | 0,425 
0,398 | 0,416 
0,395: | 0,409 
0,393 | 0,406 
0,390 | 0,402 
0,379 | 0,396 
0,371 | 0,3% 


o|»|e|r 


0,450 | 0,441 | 0,395 
0,444 | 0,437 | 0,402 
0,435 | 0,430 | 0,410 
0,129 | 0,124 | 0411 
0,4126 | 0,419 | 0,11 
0,122 | 0,112 | 0,409 
0,120 | 0,105 | 0,408 
0,423 | 0,403 | 0,407 
0,424 | 0,403 | 0,405 
0,422 | 0,401 | 0,404 
0,418 | 0,398 | 0,403 


0,371 
0,379 
0,388 
0,394 
0,398 
0,402 
0,405 
0,407 
0,408 
0,407 
0,406 


0,3505 
0,318 
0,337 
0,552 
0,362 
0,375 
0,332 
0,333 
0,353 
0,381 
0,378 


II. Tabelle der Ausflußcoefficienten (2/5 u) für den Ausflug durch 
Ueberfälle mit furzen Anfaggerinnen. 





Druckhöhe 
über der 
Schwelle, im 
ftillitehenden 
MWafler gemeſ— 
fen. 


Meter. 
0,015 
0,020 
0,030 

. 0,040 
0,050 
0,070 
0,100 
0,150 
0,200 
0,250 
0,300 


A | B 


0,196 
0,234 
0,263 
0,278 
0,292 
0,304 
0,315 
0,319 
0,321 
0,324 


Ausflußeoefficienten für die Mündungen: 





0,375 
0,368 
0,358 
0,351 
0,346 
0,343 
0,340 
0,335 
0,331 
0,328 
0,326 


(' 


0,388 
0,383 
0,373 
0,365 
0,360 
0,352 
0,345 
0,340 
0,338 
0,336 
0,334 





C* 


0,400 
0,395 
0,385 
0,379 
0,375 
0,371 
0,369 
0,367 
0,566 
0,364 
0,361 





e|r|o|. 


0,208 
0,232 
0,251 
0,268 
0,288 
0,302 
0,314 
0,323 
0,329 
0,332 


0,201 
0,228 
0,250 
0,267 
0,289 
0,304 
0,316 
0,322 
0,326 
0,329 


0,175 
0,205 
0,234 
0,260 
0,285 
0,29 
0,313 
0,322 
0,329 
0,332 


0,1% 
0,222 
0,25% 
0,272 
0,2% 
0,313 
0,527 
0,335 
0,341 
0,345 
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Die Bergleihung der Coefficienten in Tabelle I. und Tabelle II. zeigt, 
daß durd) die Furzen Anjaggerinne die Ausflußmenge bei Mitndungen mit 
dem furzen Gerinne kleiner ausfällt als bei Mindungen ohne diejes Gerinne, 
und zwar um jo Heiner, je fleiner die Drucdhöhe ift; auch ift aus der Ber- 
gleihung zwischen den Kolumnen unter C umdb C*, jowie unter E, E*, 
F. F* und @, @* in den Tabellen des vorigen Paragraphen zu erjehen, daß 
die geneigten Anfaggerinne den Ausflug weniger ftören als die horizontalen. 


Anmerkung 1. Gine abweichende Theorie über den Ausfluß entwickelt 
G. Boileau in feinen Traite sur la mesure des eaux courantes. Hiernach ift 
die Gefchwindigfeit des ausfliefenden Waflers an allen Stellen des Duerfchnittes 
eine und bdiejelbe, und zwar entfprechend ver Tiefe der oberen Begrenzungslinie 
des Strahles in der Ebene der Mündung unter dem Waflerfpiegel im Ausfluße 
rejervoir. Diejelbe Kormel wendet Boileau auch auf Ueberfälle an; wobei er 
natürlich ftets die Kenntnig der Strahlhöhe in der Mündungsebene nöthig hat. 
Später, im 12. Bande der 5. Meihe von den Annales des mines, 1857, hat 
Herr Glarinval eine andere Formel für den Ausfluß durch Weberfälle entwickelt, 
in welder gar feine Grfahrungszahl u vorfommt, fondern ftatt %, der Factor 


aVı-# 


Volk — 2 worin h die Drucdhöhe und a die Strahldicke über der Ueberfall- 


ſchwelle bezeichnen, einzufegen ift. ©. den „Givilingenieur” Band V. Ich halte vie 
Begründung diefer Kormel nicht für richtig. 

Anmerfung 2. Herr I. Francis giebt in feinem Werfe: „The Lowell 
Hydraulic Experiments, Boston 1855”, für den Ausflug durch breite Ueber: 
fälle folgende Formel an: 

Q = 3,33 (1 — O,1nh) h% Gubiffuß engl., 
worin A die Druckhöhe über ver Schwelle, J die Länge der legteren und n ent: 
weder O oder 1 oder 2 ift, je nachdem die Gontraction des Wafferitrahles an beiden, 
an einer, oder an feiner Seite aufgehoben ift. Da für das engliihe Maß 
V2g = 8,025 
ift, fo hat man folglich hiernach: 
y,u= —— — 0,415. 

Die Verfuche, worauf fich diefe Formel gründet, find an 10 Fuß breiten Ueber: 
fällen und bei 0,6 bis 1,6 Fuß Druckhöhe angeftellt worden. Die Ueberfallfante 
wurde durd eine ftromabwärts abgefchrägte eijerne Platte gebildet, das Nefervoir 
hatte eine Breite von 13,96 Fuß, und die Schwelle ftand 4,6 Fuß über dem Boden 
deſſelben. Siehe ven „Givilingenieur“, Band IL, 1856. 

Bakewell's Berfuche über den Ausfluß durch Ueberfälle (ſ. polytechn. Gentral- 
blatt 18. Jahrgang 1852) liefern zum Theil ziemlich abweichende Nefultate. 

Anmerkung 3. An den Schügen der Hammerräder zu Remſcheid hat Herr 
Röntchen u — 0,90 bis 0,93 gefunden. ©. Dingler’s Journal, Bd. 158. 


BWeisbad's Lebrbud der Mechanit L. n2 
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Drittes Gapitel. 
Bon dem Ausfluſſe des Waſſers durh Nöhren. 


420 Kurze Ansatzröhren. Läßt man das Waſſer durch eine furze An- 
fagröhre (franz. tuyau additionel; engl. short pipe) ausfließen, jo treten 
ganz andere Verhältniſſe ein, al8 wenn es durch Miündungen in der dünnen, 
oder durd) nad) außen abgefchrägte Mündungen in der diden Wand ausflieft. 
Iſt die Anfagröhre prismatiſch, und ihre Yänge 21/, bis 3 mal jo groß als 
ihre Weite, fo giebt fie einen uncontrahirten und undurchjichtigen Strahl, wel: 
cher eine Heinere Sprungweite und daher auch eine Feinere Gejchwindigkeit 
bat, ala der durd eine Mündung in der binnen Wand unter übrigens 
gleichen Umftänden ausfließende Strahl. Hat aljo die Röhre XL mit der 
Mitndung F, Fig. 716, gleichen Duerfchnitt und ift auch die Druckhöhe von 

Fig. 716. 





beiden eine und diefelbe, fo erhält man in ZR einen trüben und uncon- 
trahirten, aljo dideren, und in FH einen Haren und contrahirten, alſo 
Fig. 717. ſchwächeren Strahl, und es läßt fid 
auch wahrnehmen, daß die Sprung- 
weite ER Heiner ift als die Sprung- 
weite DH. Diejes Ausflußverhältnig 
tritt aber nur dann ein, wenn bie 
Röhre die angegebene Länge hat; it 
die Röhre Fürzer, vielleicht nur jo lang 
als weit, jo legt fic) der Strahl AR, 
Fig. 717, gar nicht an die Röhren 
wand an, es bleibt die Röhre ganz 
ohne Einwirkung auf den Ausflug, und der Strahl fällt wie beim Ausfluſſe 
durch Miündungen in der dünnen Wand aus, 
Zuweilen findet auch bei Röhren von größerer Yänge ein Ausfüllen der 
Röhre durch den Strahl nicht ftatt, nämlich dann, wenn dem Wafjer feine 





$. 421.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers durch Röhren. 819 


Gelegenheit gegeben worden ift, mit der Nöhrenwand in Berührung zu 
fonmen; verſchließt man aber im diefem Falle die äußere Mündung durch 
die Hand oder durd) ein Brett auf einige Augenblide, fo bildet fich nad): 
her ein die Röhre vollfommen füllender Strahl, und e8 findet ein fogenann- 
ter voller Ausfluß (franz à gueule bee; engl. of filled tube) ftatt. 
Die Contraction des Waflerftrahles findet auch beim Ausflug durd Röhren 

Fig. 718, ftatt, nur fällt hier der contrahirte 
Theil in das Innere der Röhre. 
Man kann ſich hiervon itberzeugen, 
wenn man ic gläjerner Anjag- 
röhren, wie KL. Fig. 718, be 
dient, und Kleine Körper im Wafler 
ſchwimmen läßt, denn man bemerft 
in diefem alle, daß nur in der 
Mitte des Querſchnittes F, nahe 
hinter der Eintrittöftelle X, nicht 
aber am Umfange deſſelben progrefjive Bewegung vorhanden ift, daß hier 
vielmehr nur eine wirbelnde Bewegung ftattfindet. Es ift aber die Capil- 
larität oder die Adhäfion des Waflers an der Nöhrenwand, welche macht, 
daß das Wafler das Ende FL der Röhre ganz ausfüllt. Das aus der 
Röhre fließende Waſſer hat nur den der Atmofphäre gleichen Drud, nun 
ift aber der contrahirte Querjchnitt A) nur @ mal fo groß als der 
Querſchnitt F der Röhre, und deshalb die Gejchwindigfeit ©, in ihm 


_ mal fo groß als die Ausflußgefchtwindigfeit v, daher ift auch der 


Drud des Waſſers in der Nähe von Fi} Heiner als beim Austritte, oder als 
der Atmofphärendrud. Bohrt man bei F, ein enges Pod) in die Röhre, fo 
findet auch wirklich fein Ausflug durch dafjelbe, fjondern vielmehr ein 
Einfaugen von Luft ftatt, auch hört endlich der volle Ausflug und die Ein- 
wirfung der Anfagröhre ganz auf, wenn man das Pod) weiter macht, oder mehrere 
Löcher anbringt. Ebenſo kann man auch das Wafjer in der Röhre AB 
zum Steigen und zum Ausflug durd) die Nöhre KL bringen, wenn man die 
jelbe bei F, in die legtere einmünden läßt. Der volle Ausfluß hört bei der 
einfachen cylindrifchen Röhre ganz auf, wenn die Drudhöhe ein gewiſſe Größe 
erreicht, fiehe $. 439, Capitel IV. 





Cylindrische Ansatzröhren. Ueber den Ausfluß des Waſſers durd) 8. 4 
furze cylindrifche Anfagröhren find von Vielen Verſuche angeftellt wor- 
den, doch weichen die Nejultate derjelben ziemlich viel von einander ab. Na— 
mentlich find es die Boſſut' ſchen Ausflußcoefficienten, welche durch ihre 
Kleinheit (0,785) von den von Anderen gefundenen bedeutend abweichen. 


52* 
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Aus den Berfuchen von Michelotti mit 11/, bis 3 Zoll weiten Röhren und 
bei 3 bis 20 Fuß Drudhöhe folgt im Mittel diefer Ausflußcoeffictent 
a — 0,813. Die Verfuhe von Bidone, Eytelwein und d'Aubuiſſon 
weichen hiervon nur wenig ab. Im Mittel läßt ſich aber, namentlich auch 
den Verſuchen des Verfaſſers entiprechend, der Ausflußcoefficient für Furze 
chlindrifhe Anfagröhren u — 0,815 fegen. Da wir denfelben für 
runde Miündungen in der diinnen Wand 0,615 gefunden haben, To. folat, 
daß unter übrigens gleichen Umftänden und VBerhältniffen durch kurze Anjag- 
vöhren 815/,,,; — 1,325 mal fo viel Waſſer ausfließt al® durdy runde Mün- 
dungen in der dünnen Wand. Uebrigens wachſen dieje Ausflußcoefficienten, 
wenn die Röhrenweite einer wird, und nehmen and) wenig zu bei Abnahme 
der Drudhöhe oder Ausflußgefchwindigkeit. Nach den bei einem Drucde von 
0,23 bi8 0,60 Meter angeftellten Berfuchen des Verfaflers ift für Röhren, 
welche 3 mal jo lang als weit find: 

2 3 4 Gentimeter Weite 


bei 1 














u= Kr 0,532 | 0,821 | 0,810 











Diefer Tabelle zufolge nehmen aljo die Ausflußcoefficienten merklich zu, 
wenn die Röhrenweite Fleiner wird. Ebenfo fand Buff bei einer 2,79 Yinien 
weiten und 4,3 Linien langen Nöhre die Ausflußcoefficienten allmälig von 
0,825 bis 0,855 zunehmend, wenn die Drudhöhe von 33 bis 11/, Zoll 
nad) und nad) herabjanf. 

Beim Ausfluffe des Waflers durch furze parallelepipedijche An- 
jagröhren fand der Verfaſſer einen Ausflußcoefficienten von 0,819. 

Sind die Anfagröhren KL, Fig. 719, inwendig theilweife einge» 
faßt, ftoßen fie z. B. mit der einen Seite an den Boden CD des Gefäßes an, 
und wird dadurch eine partielle Gontraction herbeigeführt, fo fteigt, nach den 
Verſuchen des Verfaſſers, der Ausflußcoefficient nicht anfehnlich, wohl aber fließt 
das Waller an verfchiedenen Stellen des Querſchnittes mit verfchiedenen Ge— 


Fig. 719. Fig. 720, 
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Ichwindigfeiten, und zwar auf der Seite C jchneller aus, als auf der gegen- 
überliegenden. 

Wenn die innere Stirnfläche einer Anfagröhre nicht in die Wandfläche 
fällt, jondern vorfteht, wie E, F, G, Fig. 720, fo nennt man diefe Röhre 
eine innere Anfagröhre Iſt die Stirnfläche diefer Röhre mindeftens 
ı/,mal jo breit als die Röhre weit, wie 3. B. Z, fo bleibt der Ausfluß- 
coefficient derſelbe, als wenn die Stirnfläche in der Ebene der Wand läge, 
iſt aber die Stirnfläce fchmaler, wie z. B. Fund G, fo fällt der Ausfluß— 
coefficient Heiner aus. Bet einer ſehr ſchmalen faft verichwindenden Stirn: 
fläche wird derjelbe den Verſuchen Bidone's und des Verfaſſers zufolge 
0,71, wenn der Strahl die Röhre ausfüllt; dagegen 0,53 (vergl. $. 412), wenn 
er ſich gar nicht an die innere Röhrenwand anlegt. Im erften Falle (F) 
ift der Strahl ganz zerriffen und befenförmig divergirend, im zweiten (G) 
aber ſtark zufammengezogen und ganz fryjtallvein. 


Widerstandscoefficient. Da das Waſſer ohne Kontraction aus der 
prismatischen Anfagröhre tritt, jo folgt, daß bei dem Ausfluffe durch diefe 
Mundſtücke der Kontractionscoefficient « — Eins und der Gefchwindigfeits- 
coefficient g — dem Ausflußcoefficienten a ift. Cine mit der Geſchwindig— 


“ 


feit » ausjtrömende Wallermenge Y befitst die lebendige Kraft — vo? umd 
kann dadurch die mechanische Arbeit n 2Y (1.2.74) verrichten. Nun ift aber 


bei dem Ausfluffe die theoretische Gejchwindigfeit — — , daher entfpricht der 


F 
| 9 


—* pe? . * 
ausfließenden Waſſermaſſe die ——— — y, und es verliert fo: 
20 


nach die Waſſ u () durd) den Ausflu die mechaniſ che Arbeit: 


1 F 
re) 
Beim Ausfluffe durch Miündungen in der dünnen Wand ift p im Mittel 
— 0,975, daher beträgt hier der Arbeitsverluft: 


(5) - | 07 = - 0,082 5, 07; 
beim Ausfluffe durch kurze cylindriſche Anfäge ift — p = 0,815 und 
es jtellt ſich der entſprechende San an Arbeit 


— 
6 15) - | Br TE NT 
d. i. nahe 10mal jo groß heraus, als beim Ausfluffe duch) Mündungen in 


der dünnen Wand. Bei Benutzung der lebendigen Kraft des ausfließenden 
Waſſers ift es folglich beifer, das Wafjer durch Mündungen in der dünnen 
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Wand als durch prismatiſche Anjagröhren ausfließen zu laflen. Wenn man 
aber die inneren Kanten, womit die Nöhre an die Gefäßwand ſtößt, abrun— 
det und dadurch einen allmäligen Uebergang aus dem Gefäße im die Röhre 
hervorbringt, jo wird der Ausflußcoefficient auf 0,96 gefteigert und zugleich 
der Arbeitöverluft auf 81/, Procent herabgezogen. Bei fürzeren, genau ab: 
gerumdeten oder nad) der Form des contrahirten Waſſerſtrahles gebildeten 
Mundftüden ift u = P — 0,975 und daher der Arbeitsverluft wie bei 
Miündungen in der dünnen Wand 5 Procent. 


‚2 
Dem Arbeitöverlufte ( — 3 * entſpricht eine Drudhöbe 
65- )3 5 man kann ſich — auch vorſtellen, daß durch die Hin— 


derniſſe des Ausfluſſes die Druckhöhe den Verluſt ( — 93 — erleide, und 


annehmen, daß nach Abzug dieſes Verluſtes der rigbleibeg Theil der 
Drudhöhe auf die Erzeugung der Gejchwindigkeit verwendet werde. Dielen 
mit dem Quadrate der Aueflußgeſchwindigleit proportional wachſenden Ber: 


luft = — 1); — kann man Widerftandshöhe (franz. hauteur 


: 1 
de — engl. height of resistance) und den Coefficienten — 1, 


womit die Gefchwindigfeitshöhe zu multipliciven ift, um die Widerftandshöbe 
zu erhalten, den Widerftandscoefficienten nennen. Wir werden im der 
Folge diefen, auc) das Verhältniß der Widerftandshöhe zur Drudhöhe aus— 
drüdenden Coefficienten durch den Buchftaben & bezeichnen, alſo die Wider 


ftandshöhe ſelbſt buch z— 8. z außdriden. Durch die Formeln 


= lu 


läßt jich aus dem Geſchwindigkeits 
coefficienten der Widerftandscoefti- 
cient, und aus diefem wieder jener 
berechnen. 

Bei derjelben Ausflußgeſchwin⸗ 
digfeit o ift die Druckhöhe für eime 
Mündung K, Fig. 721, welcer 
der Geſchwindigkeitscoefficient — 








2 
entſpricht, — = z, umd die 
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Drudhöhe der Miindung L, durch welche das Wafler mit der theoretischen 
2 

Geſchwindigkeit ausfließt, A, — * folglich muß die erſte Mündung um die 


‚2 2 

Sp AL=r = h—(S; — 1 * = 5 welche wir die 
Widerſtandshöhe genannt haben, tiefer liegen als die letztere. Wenn beide 
einen gleichen Querſchnitt F haben, und das Waſſer durch beide ohne Con— 
traction ausfließt, fo ift aud) die Ausflugmenge Q — Fo fir beide Mün— 
dungen eine und diefelbe. 

Beifpiele 1) Welche Waffermenge fließt unter einer Drucdhöhe von 3 Fuß 
durch eine 2 Zoll weite Nöhre aus, welcher der Widerftandscoefficient — 0,4 
entipriht? Ges ift 


= — 0,845, daher: 


1 
V14 = 
v — 0,345 . 7,%6 V3 — 11,574 Ruf, ferner: 
F = (\/)’ a = 0,02182 Quadratfuß, 
folglich das geſuchte MWaflerquantum : 
Q — 0,02182 . 11,574 — 0,253 Gubiffuf. 
2) Wenn eine Nöhre von 2 Zoll Weite unter einem Drude von 2 Fuß in der 
Minute 10 Cubikfuß Wafler liefert, fo ift ihr Ausfluß- oder Gefchwindigfeits- 
coefficient: 


s j 1 \2 
der Miderftandsccefficient: = (5) — 1= 1,143, 
und endlich der durch die Hinderniffe der Nöhre bewirkte Verluft an Drucdhöhe: 


m v2 v? 2 Q 2 — 1 
= 17, = 118.5, = 1,143.0016 (7) = 0,0183 . 513098 
— 1,066 Auf. 


Schiefe Ansatzröhren. Scief angejegte oder chief abgeſchnit— 
tene Anfagröhren geben ein Fleineres Waflerquantum als rechtwinfelig 
angejegte oder rechtwinkelig abgefchnittene Anfagröhren, weil die Richtung des 

Fig. 722. Waſſers in denjelben eine Aenderung erleidet. Die 
hierüber in nicht unbedeutender Ausdehnung ange 
— ſtellten Berfuche haben den Verfaſſer auf Folgendes 
WESER — gefuhrt. Iſt d der Winkel LAN, welchen bie 
me } Nöhrenare KL, Fig. 722, mit der Normale KN 
Se 5 zur Ebene AB der Einmündung einfchließt, und 
bezeichnet & den Widerftandscoefficienten fiir die 
winfelrecht abgejchnittene Röhre, fo hat man den Widerftandscoefficienten der 
ſchiefen Anfagröhre: 

& =£ + 0,303 sin. d + 0,226 sin. 62. 
Nehmen wir für & den mittleren Werth 0,505 an, fo erhalten wir: 
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60 Grat. 


o|. 
















den Widerſtandscoeffi— 





cienten {, — 0,505 | 0,565 | 0,635 | 0,713 | 0,794 | 0,870 | 0,937 
den Ausflußcoefflcienten 
u = 0,515 | 0,799 | 0,782 | 0,764 | 0,747 0,719 


Hiernach ift 3. B. der Widerftandscoefficient einer kurzen Anfagröhre bei 
20 Grad Arenabweihung, $ı — 0,635 und der Ausflußcoefficient 
—1 
— — — — 39 
en en 
dagegen bei 350 Arenabweichung, der erftere = 0,753 und der legtere — 0,755. 
Im der Regel find diefe jchiefen Anfagröhren länger, als wir jeither an- 
genommen haben, auch müſſen diejelben länger fein, wenn fie vom Waſſer 
vollfommen ausgefüllt werden follen. Die vorftehende Formel giebt nur 
denjenigen Theil des Widerftandes an, welcher dem Röhrenſtück am der 
Einmündung entipricht, das dreimal jo lang als die ganze Röhre weit if. 
Der Widerftand, weldyen das übrige Nöhrenftücd der Bewegung des Waſſers 
entgegenfegt, wird in der Folge angegeben. 





Beiipiel. Wenn die Ginmündungsebene AB eines horizontal liegenden Teid- 
gerinnes KL, Kig. 723, fowie die Innenfläche des Teichdammes 40 Grad gegen 
Fig. 728. den Horizont geneigt it, ſo schließt bie 
. Möhrenare mit der Normale diejer Ebene 
einen Winfel von 50 Grad ein, und es 
itt daher der MWipverftandscoefficient für 
den Nusfluß durh das Ginmündunge 
fü viefer Möhre, I, — 0,570, un 
wenn nun dem übrigen und längeren 
Röhrenſtücke der Wivderftandscoeffictent 
0,650 entipräcde, jo wäre der Widerftandscoefficient für die ganze Röhre 
: — 0,870 + 0,650 —= 1,520, 
und daher der Ausflußcoefficient 
1 








1 
— [u— m — — 0, 
© y + 1,520 V’2,520 
Bei 10 Ruß Drudhöhe und 1 Fuß Nöhrenweite ergäbe ſich folglich die Ausfluf- 
menge: 


2*0 


Q = 0,630 7 . 7,906 V10 — 12,37 Gubiffuf. 


„424 Unvollkommene Contraction, Mindet eine kurze cylindrifche An- 
ſatzröhre KL, 19.724, in einer ebenen Wand AB ein, deren Inhalt 
@ den Querſchnitt F der Röhre nicht vielmal übertrifft, jo kommt 
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das Wafler mit einer nicht zu vernachläffigenden Geſchwindigkeit an der 
Einmiündungsftelle an, und es tritt deshalb nur mit unvollfommener Con: 
traction in das Rohr, weshalb wieder die Aus: 
flußgefchwindigfeit eine größere ift, als wenn 
das; Waller als ftillftehend vor dem Eintritt in 
die Röhre angenommen werden fann. Iſt wieder 


dig. 724. 


z —'n das Berhältniß des Röhrenguerfchnit- 
tes zum Inhalte dev Wandfläcje, ferner 1, der 





i — F 
Ausflußcoefficient bei vollfommener GContraction, wo 7 der Null gleich ge— 


ſetzt werden kann, ſo hat man, den Verſuchen des Verfaſſers zufolge, den 
Ausflußcoefficienten bei unvolllommener Contraction oder dem Querſchnitts— 
verhältniſſe »» zu ſetzen: 

En — Fo _ 0,102n + 0,067n? + 0,046 ne, oder 


u, 
4, — ip (1 + 0,102n + 0,067? + 0,0469). 


Nimmt 3. B. der Röhrenquerſchnitt den fechsten Theil dev ganzen Wand: 
fläche ein, fo ift: 

Ki, = W (1 + 0,102. 15 + 0,067 . - 0,046 . Yaıs) 

— ü (1 + 0,017 + 0,0019 + 0,0002) — 1,019 %, 
oder Ud — 0,815 gefeßt: 
1, = 0,815 . 1,019 = 0,830. 
Etwas genauer giebt die Correctionswerthe — folgende, zum Ge— 
0 


brauch bequeme Tabelle an. 


Tabelle 


der Gorrectionen der Ausflußcoefficienten wegen der unvollkommenen Con— 
traction, beim Ausfluffe durch kurze cylindrifche Anjagröhren. 













































































. 
n 0,05 | 0,10 | 0,15 |0,20 [0,25 | 0,30 |0,35 |0,40 |0,45 |0,50 
— 0,006| 0,013! 0,0201 0,027|0,035| 0,043) 0,052] 0,060| 0,070| 0,080 
0 
n 0,55 | 0,60 [008 0,70 |0,75 \o,so |0,85 |0,90 |0,95 | 1,00 



































Hu — Mo 
Ho 


0,152) 0,166 0,181| 0,198] 0,227 





0,090| 0,102) 0,114| 0,127) 0,138 
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Beim Ausfluffe durch furze parallelepipediiche Röhren find diee 
Sorrectionen ziemlid) die nämlichen. 
Diefe Eoefficienten finden ihre Anwendung vorzüglid beim Ausflufie dei 
Waflers durch zufammengefegte Röhren, wie z. B. in dem durch die Fig. 725 
Fig. 725. dargeftellten Falle, wo die kurze An- 
fagröhre KL in einer weiteren fur: 
zen Anfagröhre G K und dieje wie 
der in dem Gefühe A C einmündet. 
Hier ift beim Eintritt des Waſſers 
aus der weiteren Röhre in die engere 
unvollfommene Contraction vorhan: 
den und daher der Ausflußcoefficient 
nad) der legten Regel zu bejtummen. 
Segen wir den diefem Ausflußcoefficienten entſprechenden Widerjtandecoef- 
ficienten — &,, den Widerftandscoefficienten für den Eintritt aus dem Ge- 
fäße in die weitere Röhre, — $, die Drudhöhe — h, die Ausflußgeſchwin— 


digkeit — v und das Verhältnif 2 der Röhrenquerſchnitte, —= n, alſo die 





Geſchwindigkeit des Waflers in der weiteren Röhre, — nv, Jo gilt die 
Formel: 


v? (nv)? v? 
/ — — — 





jet rn und es ift daher: 


___ Mao 
Vıi+trnmg+6 


Beifpiel. Melche Waflermenge liefert der in Fig. 725 abgebildete Apparat, 
wenn die Drudhöhe A — 4 Fuß, die Weite der engeren Röhre 2 Zell und die 
der weiteren 3 Zoll beträgt? Ges it: 


n — (%)? = Yo daher u, — 1,069 . 0,815 = 0,871 
und der entipredyende Widerjtandscoefficient: 


— 
A (Gr — 1 = 0,318; nun hat man aber: 


ct = 0,505 und n?.T = 1%, .0,505 = 0,099, daher folgt: 
I+tnt+&=1+ 009 + 0318 = 1,417, 
und die Ausflußgeihwindigfeit: 
7,906. V4 __ 15,812 





an u un = 13,289 Buß. 
V1,417 V1,47 * 
Da endlich der Nöhrenauerfhnitt F—= mr — 0,02182 Quadratfuß ift, fo folat 


die Nusflußmenge: 
Q = 13,29.0,02182 — 0,290 Cubikfuß. 
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Conische Ansatzröhren. Coniſche Anjagröhren geben andere $. 4i 
Ausflugmengen als prismatifche oder cylindrifche Anfagröhren. Sie find 
entweder coniſch convergent oder coniſch divergent; im erjten Falle ift die 
Ausmiündung feiner, im zweiten Falle aber ift fie größer als die Einmün- 

Fig. 726. dung. Die Ausflußcoefficienten bei 
den erjteren Röhren find größer und 
die bei den letteren Kleiner, als bei den 
cylindrifchen Röhren. Eine und die- 
jelbe conifche Röhre giebt allerdings 
mehr Waſſer, wenn man die weitere 
Mündung zur Ausmündung macht, 
wie K in ig. 726, als wenn man 
fie nad) innen richtet wie Z in derfelben Figur; allein fie giebt nicht in dem— 
jelben Verhältnig mehr, als die weitere Mündung die engere übertrifft. Wenn 
Manche, wie z. B. Venturi und Eytelwein, fir conifc divergente Röhren 
größere Ausflußcoefficienten angeben, als für coniſch convergente, jo ift zu bes 
ritdfichtigen, daß fie immer den engeren Querfchnitt als Mündung behandeln. 
Den Einfluß der Conicität der Nöhren auf die Ausflugmenge führen fols 
gende, unter Drudhöhen von 0,25 bis 3,3 Meter angeftellte Berfuche mit 
einer 9 Gentimeter langen Röhre AD, Fig. 727, vor Augen. Die Weite 
diefer Röhre betrug an einem Ende DE, — 2,468, am anderen Ende 

Fig 727. AB, — 3,228 Gentimeter, und der Con— 
vergenzwinfel, d. ı. der Wintel AOB, 
4 unter den die gegenliberliegenden Seiten 
— —0 AE und BD eines Pängenarenfchnittes 
zufammenlaufen, — 40° 50’. Beim Aus« 
fluffe durch die engere Mündung war der 
Ausflußcoefficient — 0,920; bei dem Aus: 
fluffe durch die weitere Mündung aber — 0,553; und wenn man die 
engere Cinmündung als Querfchnitt in die Rechnung einführt, ergab er ſich 
— 0,946. Der Strahl war im erften Falle, wo die Röhre als coniſch 
convergentes Mundſtück gebraucht wurde, wenig contrahirt, dicht und glatt, 
im zweiten alle aber, wo er als eoniſch divergentes Mundſtück diente, war 
er stark divergent, zerriſſen und ftarf pulfirend. Ueber den Ausflug durch 
coniſch divergente Röhren haben noch Venturi und Eytelwein erpe- 
rimentirt. Beide Hhdraulifer haben noch diefe coniſchen Röhren an cylin« 
drifche und comoidiiche, nad) der Form des contrahirten Waijerftrahles ge- 
formte Mundftüde angefegt. Durd) eine ſolche Verbindung, wie Fig. 728 
(a. f. ©.) darftellt, wo das divergente Ausmündungsftüf KZ innen 12 und 
außen 21'/, Yinien weit, und 81%/,, Zoll lang war, wobei Convergenz- 
winfel 5° 9° maß, fand Eytelwein u —= 1,5526, wenn er das 
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engere Ende als Mündung behandelte, und dagegen u nur — 0,483, wenn 
er, wie recht, das weitere Ende als Mündung anſah. Allerdings flieht 
1,5526 











Sig. 728. durd) diefes combinirte Mundftid I, — 2,5 mal jo 
X viel, als Di die einfache ——— in der binnen 
( | Wand, und — — 1,9mal fo viel als durch die kurze 


cylindriſche Anfagröhre. Bei großen Gejchwindigkeiten 
und bei größerer Divergenz ift es übrigens gar nicht möglich, felbft durch 
vorhergegangenes Zuhalten der Röhren, den vollen Ausflug herbeizuführen. 
Auch fand der Berfaffer für eine kurze conisc divergente Anjagröhre 
von 4 Gentimeter Pänge, 1 Gentimeter innere und 1,54 Gentimeter äußere: 
Weite, wobei der Divergenzwinkel 8 Grad 4 Minuten maß, bei 0,4 Meter 
Drudhöhe, je nad) diefelbe innen abgerundet war oder nidjt, entweder 
u = 0,738 oder u — 0,395. 


426 Die ausführlichften Verfuche über den Ausflug durch conifch conver: 
gente Anfagröhren find von d'Aubuiſſon und Caſtel angeftellt wor: 
den. Die hierzu in Anwendung gekommenen Röhren waren von großer 
Mannigfaltigkeit, verfchieden in den Yängen, Weiten und in den Gonvergen;- 
winfeln. Am ausgedehnteften waren die Verfuche mit Röhren von 1,55 
Gentimeter Weite in der Ausmindung und von 2,6 mal fo großer, d. i. von 
4 Gentimeter Fänge, weswegen wir ihre Ergebniffe aud) in folgender Ta- 
belle hier mittheilen. Die Drudhöhe war durchgängig 3 Meter. Die Aut 
flußmengen wurden durch ein befonderes Aichgefäß gemefien, um aber aufer 
den Ausflugcoefficienten auch noch die Gejchwindigfeits- und Contraction 
coefficienten zu erhalten, wurden die gegebenen Höhen entjprechenden Sprumg- 
weiten der Waflerftrahlen gemeffen und hieraus die Ausflußgeſchwindigkeiten 
(j. $- 408) berechnet. 





Das Verhältnig - der effectiven Geſchwindigkeit v zur theoretiichen 


TE 2gh 
Geſchwindigkeit gab den Geſchwindigkeitscoefficienten g, ſo— 
wie das Verhältniß AT der effectiven Ausflußmenge Q zur theoretiichen 
Ausflußmenge F az auf den Ausflußcoefficienten m führte umd 
das Verhältniß zwifchen beiden Coefficienten, d. i. — endlich den Con 


tractionscoefficienten « beftimmte. 
Diefe Beſtimmung ift aber bei großen Ausflußgeichwindigkeiten nicht hin— 
veichend genau, weil hier dev Widerftand der Luft zu groß ausfällt. 
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eahette 


der Ausfluß- und Geſchwindigkeitscoefficienten für den Ausflug durch 
conifch convergente Röhren. 

















Gonvergenz- | Ausfluß⸗ Geſchwin⸗ Gonvergenz: | Ausfluß— Geſchwin⸗ 

9 digkeitscoef⸗ — digkeitscoef⸗ 

winkel. | coefficienten. | ficienten. winkel. coefficienten. ficienten. 
00 | 0,829 | 0,829 130 24° 0,946 | 0,963 
19 36’ 0,366 0,367 14" 28’ 0,941 0,966 
30 107 0,895 0,894 16° 36’ 0,938 0,971 
10 | 0,912 0,910 190 28° | - 0,924 0,970 
50 26’ 0,924 0,919 21° 0 0,919 0,972 
70 52’ 0,930 0,932 230 0’ 0,914 0,974 
80 587 0,934 0,942 290 58° 0,895 0,975 
10° 20’ 0,938 0,951 409 20’ 0,870 0,980 
120 4’ 0,942 0,955 480 50’ 0,847 0,984 


Man erfieht aus diefer Tabelle, daß die Ausflußcoefficienten bei einer 
Köhre von 131/;9 Seitenconvergenz ihr Marimum 0,946 erreicht haben, 
daß dagegen die Gejchwindigfeitscoefficienten inmer größer und größer aus: 
fallen, je größer der Convergenzwinfel ift. Wie in vorkommenden Fällen der 
Praris diefe Tabelle zu gebrauchen ift, mag folgendes Beifpiel Iehren. 

Beifpiel. Welche Waflermenge liefert eine furze conifhe Anfagröhre von 11/, 
Zoll Weite in der Ausmündung und von 10 Grad Gonvergenz bei einem Drude 
von 16 Fuß? Nah des Verfaflers Verfuchen giebt eine cylindrifhe Röhre von 
diefer Weite, u — 0,810, die Röhre von d'Aubuiſſon aber gab u — 0,829, 
alfo um 0,529 — 0,810 — 0,019 mehr; nun ift aber der Tabelle zufolge, für die 
Röhre von 109 Gonvergenz, u — 0,937, daher möchte es angemeflen fein, für 
die gegebene Röhre, u = 0,957 — 0,019 = 0,918 zu feßen, wonad dann die 
NAusflußmenge: 

RR rer 

Q = 0,918. 7-55 ° 7,906 V 16 = 


folgt. 


0,918.7,906 . ı 


64 — 0,3563 Cubikfuß 


Reibungswiderstand. Yange prismatifce oder cylindrifche An- $ 


fagröhren verzögern den Ausflug um fo mehr, je länger diefelben find; es 
ift daher anzunehmen, daß die Nöhrenwände durd) Reibung, Adhäſion oder 
Klebrigfeit des Waſſers an denfelben der Bewegung des Waflers in den Röh— 
ren ein Hinderniß entgegenfegen. Vernunftgründen und vielfachen Beobach— 
tungen und Meſſungen zufolge läßt fi) annehmen, daß diefer Reibungswider- 
ftand ganz unabhängig ift vom Drude, daß er aber direct wie die Fänge 7 umd 
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I 
umgekehrt wie die Weite d derfelben wächſt, daß er aljo dem Verhältniſſe 3 


proportional ift. Außerdem hat ſich auch noch herausgeftellt, daß dieſes 
Hindernig größer ift bei größeren und Heiner bei fleineren Geſchwindigkeiten 
des Waflers, und daß es beinahe mit dem Quadrate der Gefcjwindigkeit r 
des Waſſers ſelbſt wächſt. Meilen wir diefes Hinderniß durch die Höhe 
einer Waſſerſäule, die nachher von der ganzen Drudhöhe A abzuziehen ik, 
um die zur Erzeugung der Gefchwindigfeit nöthige Höhe zu erhalten, jo fün- 
nen wir diefe Höhe, die wir im der Folge Reibungswiderjtandshböhe 
nennen wollen, jegen: 

h=3- n 5 
und es iſt hierbei unter & eine Erfahrungszahl, welche wir den Reibunge— 
coefficienten nennen können, zu verſtehen. Man verliert alſo hiernach 
durch die Reibung des Waſſers in der Röhre um fo mehr an Drud oder 


| — — 
Druckhöhe, je größer das Verhältniß 7 der Länge zur Weite und je größer 
‚2 
die Gefchwindigfeitshöhe * iſt. Aus der Waſſermenge Q@ und dem Rob— 
renquerſchnitte 


at d? 
F = — 
folgt die Geſchwindigkeit: 
— 
a d? 
und daher die Bl 
= 1P. 10% 
En 7 24 - (8) = ea)" 


Um durd) das Fortleiten einer gewiſſen we Q in einer Köhr 
möglichft wenig Verluft an Drudhöhe oder Gefälle zu erhalten, ſoll man 
die Röhre möglichjt weit und nicht unnöthig lang machen. Die doppelte 
Weite beanfprucht 3.2. zur Heberwindung der Reibung nur (1/,)>— !/,, mal 
fo viel Gefälle als die einfache Weite. 

Iſt der Querſchnitt einer Röhre ein Nechtet von der Höhe a umd der 
Breite b, jo hat man ftatt 


I _,,._ rd _,, Mmfong _ ,, 2a +) _a+b 
a, nd Inhalt ja‘ ab — 246b 
einzuſetzen, weshalb folgt: 
(a +b) ® 


h=!f. ä 
S 2ab 29 
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Mit Hilfe diefer Formel für den Röhrenreibungswiderjtand laſſen ſich 
num auch die Ausflußgefchwindigfeit und das Ausflußquantum finden, wel- 
ches eine Röhre von einer gegebenen Länge und Weite unter einem gegebe- 
nen Drude fortleitet. Uebrigens ift es vollfommen gleih, ob die Röhre 
KL, ig. 729, horizontal ift, fällt, oder auffteigt, wenn nur unter der 

Fig. 79. Drudhöhe die Tiefe 
. RL des Mittelpunktes 
L der Röhrenmündung 
unter dem Waflerjpie- 
gel HO des Ausflup- 
reſervoirs  verftanden 
wird. 

Iſt A die Drudhöhe, Ah, die Widerftandshöhe für das Einmündungsſtück 
und Ah, die Widerftandshöhe für den übrigen der Röhre, jo hat man: 

"—(h +h)— — ober = 2 4 hı + he. 
Bezeichnet &, den Widerftandscoefficienten für ” Einmündungsftüd, und & 
den Goefficienten des rn —— der — Röhre, ſo iſt zu ſetzen: 

u? 


y2 
=, +35, + 





oder: 


Yr=lirar+tz) 
V2gh 


Vırureh 


Aus der legteren Formel ergiebt fi) die Waflermenge Q = Fr. 
Bei jehr langen Röhren fällt 1 + &, fehr Hein gegen & — aus, weshalb 


25 
und: 


2) v = 


dann einfad) 


I v2 ! 
n==% Far, ſowie umgekehrt, 


\/ı da 
D - Yt4oon folgt. 


Der Reibungscoefficient ift, wie die Ausflußcoefficienten, nicht ganz $. 4: 
conftant, er ift bei feinen Gefchwindigfeiten größer und bei großen Ge: 
ſchwindigkeiten Feiner, d. h. der Keibungswiderftand des Waſſers in ben 
Röhren wächſt nicht genau mit dem Quadrate der Geſchwindigkeit, ſondern 
auch noch mit einer anderen Potenz der Geſchwindigkeit. Prony und 
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Eytelwein haben angenommen, daß die durch den Keibungswibderftand ver- 


forene Drucdhöhe wie die einfache Gefchwindigkeit und mie das uadrat 
derjelben wachſe, und für fie den Ausdrud: 


h— (av + Be), 


wo « und 4 Erfahrungscoefficienten bezeichnen, feftgefegt. Um dieſe Cor- 
fictenten zu bejtimmen, haben die genannten Hydraulifer 51 Verſuche bemust, 
welche zu verfchiedenen Zeiten von Couplet, Boſſut und du Buat über 
die Bewegung des Waller durd) lange Röhren angeftellt worden ſind 
Prony fand hieraus: 


h — (0,0000693 v» + 0,0013932 »2) 
Eytelwein— 
h — (0,0000894 v + 0,0011213 v2) * 
d'Aubuiſſon nimmt an: 
h — (0,0000753v + 0,001370 ) = Meter. 
Noch genauer an die Beobachtungen jchließt ſich eine von dem Berfaffer 


aufgefundene Formel an, welche die Form 
— ——— 
— (« + Ya d 29 
hat und ſich auf die Vorausjegung gründet, daß der Neibungswideritand 
wie das Quadrat und wie die Quadratwurzel aus dem Cubus der Geſchwin⸗ 
digfeit zugleich wächſt. Man hat aljo hiernad) den Widerftandscoefficienten 


2 B 
=.«aH+ Ts 
und die Reibungswiderftandshöhe ei, 
h=!°- - = zu jegen. 


Zur Ermittelung des Widerftandscoefficienten & oder der Hülfsconftanten 
e und B find aber von dem Verfaſſer nicht nur die fchon bei den Prony 
chen und Eytelwein’schen Beftimmungen zu Grunde gelegten 51 Verſuche 
von Couplet, Bofjut und du Buat, fondern auch noch 11 Verſuche 
vom Berfaffer und 1 Verſuch von einem Herrn Gueymard im Gremoble 
benugt worden. Die älteren Verjuche erftreden fi) nur auf Geſchwindig— 
feiten von 0,043 bis 1,930 Meter, durch die Verſuche des Verfaſſers it 
aber die legte Grenze der Gefchwindigfeiten bis auf 4,648 Meter hinaus 
geriidt worden. Die Weiten der Röhren waren bei den älteren Verſuchen 
27, 36, 54, 135 und 490 Millimeter, und die neuen Verfuche wurden an 
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Röhren von 33, 71 und 275 Millimetern angeftellt. Mit Hilfe dev Me- 
thode der Fleinften Quadrate ift nun aus den zum Grunde gelegten 63 Ver— 
Juchen gefunden worden: 

0, 0094711 


Ve 


& = 0,01439 + 


oder: 
h= (0,01439 + 3 7 F Meter, 
oder für das preußiſche Maß: 
0,016921\ ! 2 
ñ— (0, 01439 + =. ad 29 Fuß. 


Anmerkung 1. Bei Berückſichtigung anderer Verſuche von Herrn Prof. Zeu— 
ner, angeſtellt an einer Zinkröhre von 21/, Gentimeter Weite bei 0,1356 bis 
0,4287 Meter Gejchwindigfeit, ift 


= 0.014312 + ET 


77 

zu fegen, wenn © in Metern gegeben if. (Siehe „Givilingenieur“, Bd. I, 1854.) 
Anmerfung 2. Neuere Verfuche über die Bewequng des Waflers in Röhren 

unter großen und fehr großen Gefchwindigfeiten find 1556 und 1858 vom Berfafler 

angeitellt worden. Siehe „Givilingenieur”, Band V, Heft 1 und 3, fowie Band IX, 

Heft 1. Die Ergebniffe diefer Berjuche enthält folgende Tabelle. 








Weite der Mittlere Gefchtwindigfeit 





Bezeichnung der Möhren. Röhre (d) des Waſſers in der ea 
Röhre (v) ' 

(Sngere Slasröhre . . - . [1,03 Etm. 8,51 Meter. 0,01815 
Meitere Glasröhre -. -» - - [1,43 „ 10,18 0,01865 
Engere Meffingröhte . . . [1,04 „ 864 „ 0,01869 
Dgl., fürzer gemadit . . » 11,04 „ 1232 „ 0,01784 
Desgl., unter jehr hohem 

9 RR 1,04 „ 2099 „ 0,01690 
Meitere Meffingröhre - - - [143 „ 866 „ 0,01719 
Desgl., abgekürzt . .. . - 143 „ 1240 „ 0,01736 
Desgl., unter fehr hohem 

Drucke 222220. 143 „ 21,59 „ 0,01478 
Weitere Zinkröhre . » » » [2,47 „ 819 „, 0,01962 
Desgl., kürzer - . .. 217 „5 473 0,01838 

no kürzer oo... 247 „ 624 „ 0,01790 

no fürger . . oo... AT; 918 „ 0,01670 


Meitbah's Lehrbuch d. Mechanik. 1. 53 
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Die Wertbe in der lebten Golumne weifen von Neuem nad, daß der Wine: 
fandscoefficient Z für die Neibung des Waflers in Röhren abnimmt, ſowohl wenn 
die Gefchwindigfeit (v), als auch, jedoch weit langfamer, wenn die Röhrenmeite (A) 
eine größere wird. Mebrigens ift bei großen Geſchwindigkeiten die Uebereinftim- 
mung der Formel 


te = 0,01439 + —— 


mit dieſen neuen Erfahrungsgrößen noch eine leibliche, 3 B. v — 9 Meter, giekt 
d 0,01439 + 0,00316 — 0,01755, 
und v — 16 Meter, 
t = 0,01439 + 0,00237 = 0,01676, 
was mit den nahe entfprechenden Werthen in der letzten Tabelle recht aut überein 
ftimmt. 


Anmerfung 3. Herr de Saint-Venant findet, daß die befannte Fermel 
für den Widerſtand des Waſſers in Möhren fich noch mehr an die Grfabrunaen 
2 | 
anfchließt, wenn man die Reibungsböhe nicht v2 oder 39° fondern x'*? preper- 
tional wachſend annimmt. (Siehe deſſen „Memoire sur des formules nouvelles 
pour la solution des problömes relatifs aux eaux courantes“.) Gs ıf 
hiernach: 
h= 3. 0,00029557 — =0,0118228 2. 7 
zu feßen. Die Annahme eines gebrochenen Grponenten der Potenz von v uf au 
nicht neu; ſchon Woltmann feßte vs ftatt v2, und Eytelwein bradte — 
ſtatt ©? in Vorſchlag (ſiehe den vom Verfaſſer bearbeiteten Artikel „Ausnur‘, 
Band I., Seite 554, der allgemeinen Maſchinenencyclopädie von Hülſſe). 


Anmerfung 4 Neue und fehr ausführliche Verfuche über die Bewegung dei 
Waflers in Nöhrenleitungen find vom Herrn H. Darcy angeftellt werden. (S. der 
Rapport der Akademie der Wiffenfchaften zu Paris in den „Comptes rendus 
etc.“, Tom.38, 1854, sur des recherches experimentales relatives au mou- 
vement des eaux dans les tuyaux.) Herr Darcy feolgert für die Fälle, we 
die Gefchtwindigfeit v des Waflers nicht unter 2 Decimeter ift, aus diefen Verſucen 
die Formel: 


3 


f 


v7 —=0,023197 07% - 


u 


" = (0,000507 + a; I. 


v2 
-( 0,01989 4 2) 7 35 Peer, 
wonach der Widerjtandscoefficient 
— 
ct = 0,01989 + But 


Jedenfalls fann diefe Formel bei kleinen Gefhwindigfeiten nicht ausreiden? 
genau fein. 


zu legen wäre. 


429 Zur Erleichterung der Rechnung ift folgende Tabelle der Widerſtands— 
coefficienten zufammengeftellt worden. Man erjieht aus ihr, dag aller 
dings die Veränderlichkeit diefer Coefficienten nicht unbedeutend ift, da diefer 
Coefficient fir 0,1 Meter Geſchwindigkeit, — 0,0443, für 1 Meter, — 0,0239 
und fir 5 Meter, — 0,0186 ausfällt. 
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Tabelle der Keibungscoefficienten des Waſſers. 








Zehntel Meter. 


o|ıJ2/|s|«|s|se|r|s|e 





| 
| 


lv 





0| © !0,0443| 0,0356| 0,0317] 0,0294| 0,0278] 0,0266| 0,0257| 0,0250|0,0244 
1 | 0,0239) 0,0234| 0,0230) 0,0227| 0,0224| 0,0221] 0,0219] 0,0217| 0,0215|0,0213 
2 | 0,0211| 0,0209) 0,0208| 0,0206) 0,0205) 0,0204| 0,0203) 0,0202] 0,0201|0,0200 
3 | 0,0199! 0,0198] 0,0197| 0,0196] 0,0195| 0,0195] 0,0194] 0,0193] 0,0193|0,0192 
4 | 0,0191) 0,0191 Ka 0,0190| 0,0189) 0,0189| 0,0188| 0,0188) 0,0187|0,0187 


Ganze Meter. 





Man findet in diefer Tabelle die einer gewiſſen Gejchwindigfeit entfpre- 
chenden Widerftandscoefficienten, wenn man die ganzen Meter in der erften 
Bertical- und die Zehntel in der erften Horizontalcolumme auffucht, von der 
erften Zahl horizontal und von der legten vertical fortgeht bis zur Stelle, 
wo fich beide Bewegungen begegnen. 3. B. für v — 1,3 Meter ift 
& == 0,0227, für ve = 28,5 = 0,0201. 


Für das preußifche Fuß aß läßt fich jegen: 


































































































v | o01ı | o2| 08 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 [09 Fuß. 
ct |0,0679 | 0,0522 | 0,0453 | 0,0411 | 0,0383 | 0,0362 | 0,0346 | 0,0333 | 0,0322 
el ılıyvlıy | 2 8 4 6 8 12 120 Fu. 
c 10,0313 00200 0,0282 DR 0,0242] 0,0229| 0,0213! 0,0204| 0,0192] 0,0182 























Anmerfung. Gine ausgevehntere und bequemere Tafel giebt der „Ingenieur“, 
Seite 442 und 443. 


Lange Röhren. In Anjehung der Bewegung des Waſſers in lan 
gen Röhren oder Röhrenleitungen können folgende drei Hauptaufgaben zur 
Löſung vorkommen, 

1) Es ift die Fänge J und Weite d der Röhre und das fortzuführende 
Wafferquantum Q gegeben, und man jucht die entiprechende Drudhöhe. 
Hier hat man zunächſt die Gejchwindigfeit 

 _49 _ J 
zu berechnen, dann dem diefem Werthe entiprechenden Keibungscoefficienten & 


b3*® 


g. 431 
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in einer der legten Tafeln aufzufuchen, und zulett die Werthe d, 7, r, & um 
&, wo &, den Widerftandscoefficienten für das Einmündungsſtück bezeichnet, 
in der erften Hauptformel 


I 
=(1 +4 +15 
zu ſubſtituiren. 
2) Es ift die Yänge und Weite der Röhre, ſowie die Drudhöhe oder das 
Gefälle gegeben, und die Waſſermenge zu bejtimmen. Hier ift zumächft die 
Geſchwindigkeit durd) die Formel 


_V2gh 


zu finden; da aber der — nicht ganz conſtant iſt, ſondern 
ſich mit v etwas ändert, fo muß man » vorher ſchon annähernd kennen, um 
darnach & ermitteln zu können. 

Aus v folgt dann: 


ev — 


ar - 0,7854 d?v. 


3) Es ift die Waffermenge, die Drudhöhe und die Länge der Röhre 
gegeben, und die nöthige Weite der Röhre zu beftimmen., 


2 
Da v — *. alſo v2 — 8) . jo hat man: 


20 (1 + +8 Ze 2, ober: 


204.(75) — (14 bo) I: + 7a oder: 


20 (7) B=a+wWar tl, 
daher ift die Nöhrenweite: 


- VEHRFER GT. 





2 Sur 
Nun ift aber (#) — 1,6212; 1 + &, im Mittel — 1,505 umd für 


das preuß. Maß, * — 0,016, daher läßt ſich ſetzen: 





5 5 — — 27) 
d — 0,4817 Va‚sos at < Fuß. 
Auch diefe Formel ift nur als Näherungsformel zu gebrauchen, weil in 
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ihr die Unbekannte d und auch der von der Geſchwindigkeit » — _ 


abhängige Goefficient & mit vorfommen. 


Beiſpiele. 1) Welche Drudhöhe beanfprudht eine NRöhrenleitung von 150 
Fuß Länge und 5 Zoll Weite, wenn diefelbe in der Minute 25 Gubiffuß Wafler 
fortleiten foll? Hier ift: 

— — 
v— 1,932. = 3,06 Fuß, 
daher läßt fih Z —= 0,0242 feßen, und es folgt num die Druckhöhe oder das totale 
Roöhrengefälle: 
50.12 
h= (1,505 + 0,0242. 2 — )- 0,016 .3,056° 
— (1,505 + 8,712) 0,016.9,330 — 1,525 Fuß. 


2) Welche Waffermenge wird eine MNöhrenleitung von 48 Fuß Länge und 2 
Zoll Weite bei 5 Fuß Drucdhöhe liefern ? Es ift: 








7,906 v5 5 17,678 
® GEEBEREN. ; nie — 7—— — 
Vı,505 + 288.7 
Vı. 505 + t. + 
Borläufig T = 0,020 angenommen, — man: 
„_ 17678 _ 17,678 _ 5, 
vs uam 
aber » — 6,5 giebt richtiger Z — 0,0211, daher hat man genauer: 
17,678 __. 17,678 





— — * 6,42 uß, 
=y, 505 + 288.0,0211 V7,582 Su 
und das MWafferquantum: 


2 
0,7854 - ei ® 6,42 — 0,140 Gubiffuß —= 242 Gubifzoll. 


3) Welche Weite muß man einer 100 Ruß langen Nöhrenleitung geben, 
die bei 5 Ruß Drudhöhe in jeder Secunde einen halben Cubikfuß Wafler lie: 
fert? Es if: . m an DRG 

d = 0,4817 V (1,5054 + 1009. 1, (y,)? = 0,1817 V0,0754 + 5. 
See ich vorläufig & — 0,02, fo erhalte ic: 

d —= 0,4817 V 0,075 d-+0, 100, oder annähernd: 
d = 0,4817 Vo, 0, 0,100 — — 0,30, alfo genauer: 


d — 0,817 V 0,0225 + 0,100 — 0,4817 — — 0,3165 Fuß — 3,8 Zoll. 
Diefer Weite entfpricht der Querfchnitt: 
F — 0,7854 .0,31652 = 0,0787 Quadratfuß, die Gefchwindigkeit: 
BIER, ' SPREIIIER. |, SUREER: 
== Tor 95 Eu, 
und legterer wieder der MWiderjtandscoefficient T — 0,0211. Führt man ven Ie- 
teren genaueren Werth ein, jo erhält man: 


d = 0,4817 V 0,1280 — 0,319 Fuß — 3,8. 


Anmerkung 1. Verfuche mit 21/, und 41/, Zoll weiten ordinären Holgröhren 
haben dem Verfafler den Mideritandscoefficienten 1,75 mal jo groß gegeben, als 
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bei den Metallröhren, auf die fich die in ven Tabellen des vorigen Paragrapken 
aufgeführten Werthe beziehen. Während alſo z. B. für die Geſchwindigkeit von 3 
Fuß bei Metallröhren, © — 0,0242 ift, müffen wir ihn bei Holgrobren, — 0,0242 .1,75 
— 0,04235 feßen; während wir im Beiſpiel 1. die Druckhöhe in einer 150 Aut 
langen Metallröhre 1,527 Auf gefunden haben, wird fle bei einer gleich weiten 
Holzröhre unter denjelben Umitänden 

h — (1,505 + 0,04235 . 360) .0,016.. 9,359 — 16,75.0,1491 — 2,50 Auf 
gefeßt werden müflen. 

Nach den Verfuchen Darcy’s wählt der MWiderftandscoefficient & überhaupt ich: 
bedeutend mit der Maubigfeit der Nöhrenwand und fteigt bei fehr rauhen Waͤnden 
auf das Zweis bis Dreifache. Diejelbe Grfahrung hat in der neueiten Zeit aud der 
Verfaſſer gemacht. 


Anmerfung 2. Ginen nicht unbedeutenden Ginfluß übt noch die Temperatur 
auf den Widerftand des Waflers in Möhren aus. Hierauf Bezug habende Ber: 
fuche” find von Gerftner (f. deilen „Handbuch der Mecanif“, Br. II.) und in ter 
neueften'Zeit von Herren Geh. Nath Hagen (ſ. deſſen „Abhandlungen über den Ginfus 
der Temperatur auf die Bewegung des Waſſers in Möhren”, Berlin, 1554) angertellt 
worden. . Durch die-allerdings nur an ſehr engen Möhren (d — 0,108 bis 0,227 
Zoll) angeitellten Verſuche des Letzteren hat fi ergeben, daß unter übrigens aleı- 
hen Berhältniffen vie Gefchwindigfeit des Waflers in Rohren nicht ohne Grenze 
mit der Temperatur deflelben zunimmt, fondern daß es für jede Rohre eine gemır 
Temperatur giebt, wo diefe Gefchwindigfeit im Marimum it. Kür die Verſude 
außerhalb diefes Marimums findet Hagen folgende Kormel: 

h = mlı!)85,.05, und 

m — 0,000038941 — 0,0000017185 Vt, 
wo die Temperatur 2 in N.Graden, und die Druckhöhe A, die Känge I, ver Web 
renhalbmefler r und die Gefchwindigfeit v in Zellen auszudrücken find, 


431) Conische Röhren. Bei einer conifhen Röhre AD, fig. 730, 
läßt fi) der Reibungswiderftand auf folgende Weife finden. Es ſei der halbe 

Kia. 730. Gonvergenzwinfel der Nöhrenwand ACL— BÜL=N, 

c der Durchmeſſer AB der Einmündung, — d,, der Durch 


‘ 


mefler DE der Ausmitndung — d, ferner die Yänge 
KL der Röhre, — 1, und die Ausflußgefchwindigket 
(bi DE) = v. 
In einem Abjtande KM —= x von der Ausmünduma 
ift dev Durchmeſſer der Röhre: 
NO=y=I}IDE-+ 2KM tang.d 
— d;+ 2x tang.d, 
und daher die Geſchwindigkeit 0 dafelbft, da ſich 
12 
= = m ſetzen läßt: 
d? v 


u per 
(1 4 "E tang.8) 
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Für ein Element NO PR des Röhrenftüides von der Yänge 





0P — vr— IL _ ex 
cos. 08.0 
iſt daher die Widerftandshöhe der Reibung: 

— A ex v? 
DT ee 
— Y cos. Ö (1 + — tang. ö) 29 

0% v? 

=Et- 


EINE a — 
d cos. Ö (\ 4 tang. ö) 29 
und es folgt die — für die ganze Röhre: 


— 
eh Bra 2x 


— — — 
14 7 tang. ö) co8. Ö 
Nun iſt aber: 


— 


1 — — — tung. J— c08.Ö 


en 3 le ti — — tung. 8) 2 tung. 6) 


1 2% — 
— — (1 + 7 tang. 6) ‚ daher ergiebt ſich: 


8 sin. Ö 
Ik rer —— — +- 7 tang. ) cos. Ö 


— — 21 | . 
— ch an - ] 7 tang. ð oder: 


— d J dı | | -(£ )]. 

 8sin.Ö 1 - — — 8sin.d 2) 

da d + 2ltang.d den Durchmeſſer d, der Einmündung ausdrückt. 
Es ift folglich die geſuchte Widerſtandshöhe: 


— NEE, = | 
rggd Bsndl N\d 
& | 2) |. v? . | (#)| v? 
— a; —|- — 1 O1 — 
— 8sin. õ di 29 RE d 29 
Iſt die Einmündung viel weiter als die Ausmindung, jo fann man 


( 2) — Null 2 und erhält hiernad): 
“cr 














h=1) — = Ya 6 cosec.d - >; 


v2 
sin. 3— 29 
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e8 hängt alfo in diefem alle der Reibungswiderſtand gar nicht von der 
Fänge der Röhre ab. 


Beifpiel. Bei einem Feuerſpritzenmundſtück AK, Fig. 731, iſt der Gomer 
genzwinfel des Ausmündungsitüdes B K, 24 —=5, und der des Ginmündungettüdes 
AB, 23, = 18°, ferner die Weite der Ausmündung, d=7 Linien, die Weite der 
Ginmändung, d, = 17% Zell = 18 Linien, und die ganze Länge des Gupitüder 
AK=I!= 6 Zoll = 72 Linien, welde Größe hat der Widerftandseoefraent 
defielben? Setzen wir die Länge des Ausmündungsitüdes BK — I,, um die 
des Ginmündungsitüdes AB —= I,, fo haben wir: 


u, +%= 1un L,tang.d + I,tang.d, = 


in Zahlen: 
li +1 = 72 um 1, tang. 21/0 + I, tang. 9° — 1Y,, oder: 
0,04362 1, + 0,15838 u — 5,5. 
4 Hieraus folgt: 7, = 51,54 und — 20,46 Einien, und die 
Big. 731. Meite bei B, wo die Regelflächen zufammenftoßen: 
C d,—=d+ 21, tang.d—=7-+-2.51,54.0,04362 — 11,53 Linien. 
Da diefe Stelle abzurunden ift, möge aber d, — 13 Linien ge 
F fegt werden. Nun fit für das ee 


ji; — ¶7M 

| ı (z ) J. 555* = [1 — (4). cosec. 2'/, 

‚N — 0,9159 ..22,9%6 — — 
und für das Einmündungöſtück: 


ı — 39) cosec.d, = |1 — ()9 . cosec. 9 


d, —d 


>} ? 
— 








d, 
— 0,779 ..6,392 — 4,98, 
daher ift für das ganze Gußitüd die Widerſtandshöhe: 
J 1% 
— — [21,08 4.98 ˖ — 
* 8 84, dy 29 
=; [a0 mw: 
= — [21,08 + 4,98 (2 Tier 
v2 
277- 39° 
und wenn man 3, = 9016 einführt, fo wie Z — 0,02 annımmt: 
v2 
h —* 0,054 29 J 


d. i. beinahe 524 Procent der Geſchwindigkeitshöhe, womit aud 
die angeſtellten Verſuche übereinſtimmen. 


Röhrenleitungen. Cine Röhrenleitung mündet entweder unter Waller 
oder in freier Luft aus. Beide Fälle find in den Figuren 732 und 733 
abgebildet. Im erften Falle ift als Drudhöhe A der Niveauabjtand RÜ 
beider Waflerfpiegel von einander, im zweiten aber die fenkrechte Tiefe RU 
der Ausmündung O unter dem Wafferfpiegel 7 de8 Zuflußapparates anzı 
nehmen. Behält nun die Röhre überall eine und diefelbe Weite d, fo finden 
in beiden Fällen die im $. 430 entwidelten Formeln ihre unmittelbare An 
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wendung, verengert oder erweitert ſich aber die Röhre an einer Stelle, ſo hat 
man es mit verſchiedenen Röhrengeſchwindigkeiten zu thun, und es iſt daher 
Fig. 732. Fig. 733. 





der Reibungswiderftand flir jede Röhre befonders zu berechnen. Einen ſolchen 
Fall bietet z. B. die Wafferleitung in Fig. 733 mit einem fpringenden Strahle 
dar, wo das Mundſtück O enger ift als die Zuleitungsröhre BLM. Setzen 
wir, wie gewöhnlich, die Ausflußgefchwindigfeit — r, die Weite der Aus: 
mündung O, — d, die Weite dev Nöhre aber — d,, fo haben wir die Ges 
ſchwindigkeit des Waflers in derjelben: 

d\? 

a=(4 

umd bezeichnet num noch 7, die Fänge der Röhre BLM und &, den Rei— 
bungscoefficienten, fo en = BY Neibungshöhe : 


Mr 7 d, 2 = *8 (2) 24 
Iſt nun noch &, der Widerftandscoefficient für das Einmündungeftüd 
K und & der für das Ausmündungsftiid O, fo folgt der Drucdhöhenverluft, 
— das erſtere ———— 


=, =4(5 Er 29’ 
dagegen der, weldjer aus der durch das zweite entjpringt, 
hı = 2 
und hiernad) hat man nun das — — 


* 
= tm +m+Mm=|ı+6(£) 40 44 
und umgefehrt, die Ausflußgeſchwindigkeit: u 
2914 


— 


Die Mund- oder Ausgußſtücke müſſen zur Erzielung einer großen 
Steighöhe nicht bloß den Waffer einen möglichſt Heinen Widerftand darbieten, 
fondern auch das Ausftrömen in möglichit parallelen Fäden bewirken, damit 
diefelben beim Auffteigen einen lang zufammenhängenden Strahl bilden, der 
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durch die Luft weniger geftört wird als ein gleich anfangs zerrifiener Strahl 
Aus diefem Grunde zieht man die Furzen cylindrifchen oder wenig coniſchen 
Mundftiide mit abgerundeter Einmündung den Ausmindungen in der dünnen 
Wand oder den nad) der Geftalt des contrahirten Waflerftrahles geformten 
Mundſtücken vor, obgleich fie einen etwas größeren Geſchwindigkeitsverluf 
verurfachen als diefe. Die Knoten und Bäuche, welche der aus den legteren 
Miündungen kommende Strahl bildet oder zu bilden fucht, geben der äußeren 
Luft mehr Gelegenheit zum Eindringen als ein cylindriſcher Strahl. 


433 Springende Strahlen. So lange der aus einer horizontalen Mün- 

dung K, Fig. 734, ſenkrecht abwärts fließende Strahl KLN nod) ein Con: 

Fig. 734. tinuum bildet, und nicht von der Luft zer 
riffen wird, nimmt deſſen Querſchnitt L 
immer mehr und mehr ab, wenn der Ab 
ftand AL — x von der Mündung wächſt. Sit 
ce die Ausflußgefchtwindigfeit, und v die Ge 
ihwindigfeit in Z, jo hat man: 
ve — 292 + c0; 
und bezeichnet F’die Querſchnittsfläche der Aus 
mündung, ſowie Y die Querſchnittsfläche dei 
Strahles in Z, fo gilt auch die Gleichung: 
: Fc= Yı vr Re = er, 
und es folgt fchlieglic die Gleichung: 
Y?(ce2? +2g9x)=Fe!?, over: 
RR — 

u: +2gr 
für die Geftalt des die fogenannte New: 
ton'ſche Cataracte bildenden Waller 
4 ſtrahles KN (fiehe Newtoni Principia 
il Philosophiae, Tom. II, Sect. VI). Jf 
der Querfchnitt der Mündung X ein Kreis 
Ä vom Durchmefier d, fo bildet der Quer 





ſchnitt L einen Kreis vom Durchmeſſer 
? y, für weldyen hiernad) 

A c? d* 

(N 4 — 


d 


Y = ——t — — 
29% 

V: * c? 
Ueber die innere Beſchaffenheit der Tal 
{enden Waflerftrahlen find von Savarl 


ift. 
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Berfuche angeftellt worden, fiehe Poggendorff's Annalen der Phyſik, 
Bd. 33. 

Dei dem aus einer horizontalen Mündung M ſenkrecht auffteigenden 
Strahl MS nimmt dagegen der Duerfchnitt O mit der Entfernung 
MO= x von der Mindung M allmälig zu; denn es ift hier die Ges 
fchwindigfeit des Waflers in O, 


v— Ve—2 gx, und daher 





y — FF? c? 
e— 29x 
folglich für den Duerjchnittsdurchmeffer y in O, 
———— ——— RER 
c2 29%’ — 29% 
17 


2 
Bezeichnet man die Gefchwindigfeitshöhe F durch A, fo iſt einfach und 


allgemein: 





d 
nl — 
.2 
Vıtz Ä 
Dieje Formel verliert jedoch in ihren Grenzen ihre Nichtigkeit; ihr zu 
Folge wäre z. B. beim fteigenden Strahle fir x — h, alfo im Scheitel S, 


der Durchmefjer des Strahles 
d d 


y= V — — 600 
1—1 0 

Dies ift jedoch nicht der Fall, weil die einzelnen Wafferfäden, aus welchen 
der Strahl befteht, an der höchſten Stelle nicht ganz in Ruhe find, fondern 
daſelbſt in Richtung radial auswärts eine Heine Geſchwindigkeit haben- 
Wenn der Wafferftrahl 
AOC, Fig. 735, in 
/ einer gegen den Horizont 
geneigten Richtung aus» 
ftrömt, jo bleibt die 
Formel 





Fig. 7535. 


y-7- 


14 








Fi 


nody anwendbar, wenn 
man nur darin ftatt x 
x die Verticalprojection 
NO des Strahlese AO 
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einfegt. Tritt der Strahl unter dem Neigungswinfel » aus der Mündung, 
fo ift die größte Steighöhe BC: 


c? (sin. v)? 


= au Tu — h(sin.v)? (f. $. 39), 
daher der Durchmeſſer deffelben (im Scheitel C): 
d d d 
U  _— [zz————— — —— mm — 
- \Vı a Vı—(sin.v): V cos. v 
= 


Im niedergehenden Strahltheile C D wird y wieder allmälig Heiner und 
fleiner, und beim Auffallen auf die Horizontalebene AD, von der er auf 
gegangen ift, wilrde y wieder — d fein, wenn die Puft feine Störungen in 
der Vewegung des Strahles hervorbrächte. 


Die Steighöhe s eines vertical fpringenden Waflerftrahles ift nur bei 
fleinen a (c) nahe gleich der Gefhwindigfeitshöhe 


h= ; bei größeren Ausflußgefchwindigfeiten fällt dagegen in Folge des 

— der Luft die Steighöhe s namhaft kleiner aus als die Geſchwin— 
2 

digkeitshöhe Ti Aus den vom Berfaffer angeftellten Verſuchen (ſ. die 


Versuche über die Steighöhe fpringender Waflerftrahlen bei verjchiedenen 
Mundftücden im 5. Bande der Zeitfchrift des Vereins deutfcher Ingenieure) 
find folgende Thatjachen über fpringende Wafferftrahlen hervorgegangen : 

1) Der Widerftand der Puft ift bei Heinen Ausflußgeſchwindigkeiten von 
5 bis 20 Fuß, oder bei Steighöhen von 1 bis 6 Fuß fo Hein, daß hier die 


Sprunghöhe s ohne merflichen Fehler der Geſchwindigkeitshöhe = des aus⸗ 


ftrömenden Waſſers gleichgefetst werden fann. 
2) Wenn die Gefchwindigfeitshöhe nicht Über 75 Fuß, oder die Ausflußge— 
Ihwindigfeit nicht über 56 Fuß a jo läßt fi) das Verhältniß der Steighöhe s 


zur Geſchwindigkeitshöhe Ah — — F ſeben: 


—1 
a+ßh+ym' 
wobei «, B und Y für jede Mundung befonders zu beftinnmende Erfahrungs: 
coefficienten bezeichnen. 

3) Bei Waflerftrahlen, welche aus Mindungen in der dünnen Wand 
emporjpringen, läßt ſich die Conftante & — Eins fegen, folglich auch an- 
nehmen, daß der Widerftand beim Durchgang durch die Mündung bei einer 
feinen Geſchwindigkeit ziemlich Null ift, und erft bei größeren Ausfluß— 


Mn 
„= 
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geſchwindigkeiten meßbar wird. Hiernach ift alfo auc der Widerjtandscoeffi- 
cient 5 für diefe Miündungen nicht conftant, fondern wählt von Null an 
allmälig mit der Geſchwindigkeit und der $.408 angegebene Werth &— 0,97 
kann nur als ein mittlerer angefehen werden. 

4) Bei gleicher Ausflußgefhwindigfeit wächft die Steighöhe mit der Dide 
des Strahles oder der Weite der Ausflußmündung; es ift folglich der Wider- 
ſtand der Yuft bei diden Strahlen Fleiner als bei ſchwachen. Die Steighöhe 
ift deshalb nicht allein bei großen Drudhöhen, fondern aud) bei ftarfen 
Strahlen größer als bei Heinen Drudhöhen und bei Schwachen Strahlen. 

5) Unter übrigens gleichen Berhältniffen fpringen die Wafferftrahlen aus 
freisförmigen Mindungen höher als die aus quadratifchen oder anders ge- 
formten Miündungen. 

6) Bei gleicher Ansflußgeichwindigfeit und gleicher Mindungsweite ſprin— 
gen die ohne Kontraction ausfließenden Wafferftrahlen höher als die contra- 
hirten Wafferftrahlen, und zwar nicht allein, weil diefe Strahlen im Ganzen 
dünner find als jene, fondern auch weil fie durch ihre abwechſelnden Zuſam— 
menziehungen und Anjchwellungen dem Eindringen der Yuft weniger Wider: 
ftand entgegenjegen. j 

Unter übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen umd bei nicht ſehr 
fleinen Ausflußgeſchwindigkeiten erreichen die durch kurze conoidifche und 
längere coniſche Anfagröhren mit innerer Abrundung ausfliegenden Strahlen 
die größten Steighöhen. 

Mariotte folgert aus feinen Verſuchen über die Steighöhe fpringender 
Strahlen (f. die Meining'ſche Ueberfegung von Mariotte’8 Grundlehren 
der Hydroftatif und Hydraulif), an Mindungen in der dünnen Wand von 
4 und 6 Linien Durchmeſſer und bei Drudhöhen von 5'/, bis 35 Fuß, 
daß die zur Erlangung der Steighöhe s nöthige Drud- oder Geſchwindig— 
feitshöhe 


h u 
— s 3õõ 
ſein müſſe, wonach folglich 

h 8 

** 1 —— 1 + 0,0033335 zu ſetzen wäre. 


Parijer Fuß 


Die weit ausgedehnteren und ſehr mannigfaltigen Verfuche des Berfaffers, 
welche derjelbe bei Drudhöhen von 3 bi8 70 Fuß angeftellt hat, geben da- 
gegen für Kreismündungen in der dünnen Wand, 

1) von 1 Gentimeter Durchmeſſer: 

* — 1 + 0,0036354Ah + 0,00005732 h?, und 


2) von 1,41 Gentimeter Durcdjmefler: ° 
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2 — 1 + 0,0024424h + 0,000059475 h?, 
wobei A in preuß. Fußen zu geben ift. 
Für ein conifhes Mundſtück ABC, Fig. 736, von 15 Centimete 
Fig. 736. Fig. 737. Länge und 1 Gentimeter Weite in der 
1 Ausmündung C und 3 Gentimeter in 
der übrigens gut abgerundeten Eins 
mündung A, ijt gefunden worden: 


IL 


3) - — 1,0453 + 0,0001171k 


+ 0,00008462 h2, 
und dagegen für das abgekürzt 
Mundfttd AB, ig. 737, von 1,41 
Weite in der Ausmündung B: 


4) r — 1,0216 + 0,0007511h 


+ 0,00003219 R?. 


Dit Hilfe diefer Formeln ift folgende 
Tabelle der Steighöhen jpringen 
der Wafjerftrahlen beredjnet worden. 











Geſchwindigkeitshöhe A — 10 | 20 | 30 | 40 | 50 


























Sprungböbe s, ad (1). . . . | 9,60 | 18,26] 25,85| 32,33] 37,74) 42,12) 45,60 
" „n @). . . »| 9,71] 18,65] 26,62] 33,53] 39,35| 44,10) 47,37 
" „3: - » »| 9,48] 18,49] 26,67| 33,75] 38,60 


" „nu... »| 9,69 | 19,06| 27,96| 36,26) 43,57 


44,22] 47,68 
0, 56,82 





Beifpiel. Wenn an einem Springbrunnen die Leitungsröbre 350 Fuß lanı 
und 2 Zoll weit und das conifche Mundſtück deſſelben Y, Zoll weit it, wie hod 
wird bei einer Drudhöhe A, von 40 Fuß der Strahl J—— vorausgeſetzt, daß außer 
der Reibung alle übrigen Röhrenwiderſtände klein genug find, um fie vernahläft- 
gen zu fönnen. Es ift ij wenn man 


= 0,085, = 0,5 2) = — (Y) = Yazo und = a. — 2100 jet, 
a 
die Höhe, welche der ———— entſpricht: 
— v2 = ho en 40 
2 55 1 0,5 + 0,025..2100). x« 
9 1 + (% + 3* 2) (3 2) + ( J + a) ) % 
40 





—— ie 
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und daher die zu erwartende Steighöhe, bei ruhiger Luft, nah Formel (4): 
h 33,14 
— 1,0216 + 0,0007511 A + 0,00003219 A2 ” 1,0216 + 0,0249 + 0,0354 


33,14 En 
== 1,0515 — 30,63 Auf. 


8 


Piözometer. Die Druckverluſte, welche das Waſſer in einer Röhren⸗ 8. 43% 

leitung ABCDE, fig. 738, durch Verengungen, Reibung u. ſ. w. erleidet, 

Big. 738. kann man dur) die Waſ—⸗ 
ſerſäulen meſſen, welche ſich 
in ſenkrecht aufgeſetzten 
Röhren BK, CM, DO 
erhalten, die man, wenn fie 
lediglich zu diefem Zwecke 
dienen, Piözometer nennt. 
(©. $. 386.) 

It die Gefchwindig- 
feit des Waſſers an der 
Stelle B, Fig. 738, wo ein 
Piözometer einmindet, die Fänge, d die Weite des Köhrenftiides AB, h die Drud: 
höhe oder die Tiefe des Punktes B unter dem Waſſerſpiegel, ift ferner &, der Wider- 
ftandscoefficient für den Eintritt aus dem Refervoir in die Röhre, und & der Rei— 
bungscoefficient, jo hat man für den, den Drud in B mefjenden Piözometerftand : 


e=h-(1 46 4+80)37 


Dagegen ift bei der Länge !, und dem Gefälle h, des Nöhrenftüdes BC, 
der Piözometerjtand in C: 


— +m-(1+6 +45 +84) 2 
zz =h+h— ++ 1 + 1 29 
Es folgt daher die Differenz der Piözometerftände: 


ı ©? 
d 2g' 
und umgefehrt, die Widerftandshöhe des Nöhrenftüdes BC 
rar — hı + 2 — a = Gefälle des Röhrenftüdes 
plus Differenz der Piözometerftände. 

Man erfieht hieraus, daß die Piezometer dazu dienen fünnen, die Wider: 
ftände, weldje das Waller in den Nöhrenleitungen zu überwinden hat, zu 
meſſen. Befindet ſich in der Röhre ein befonderes Hinderniß, hat fi 3. B. 
ein Heiner Körper in derjelben feftgefegt, fo wird diejes ſogleich durd) das 
Sinken des Piözometerftandes angezeigt und die Größe des erzeugten Wider: 
ftandes ausgedrüct werden. Die Widerftände, welche durch Regulirungs— 





e — ⸗ — h1 — 8 
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apparate, wie Hähne, Schieber u. ſ. w., von welchen im folgenden Capitel 
die Rede ift, erzeugt werden, laſſen ſich ebenfall® durch Piezometerftänk 
ausdrüden. So fteht z. B. das Piözometer in D tiefer als das in C, nicht 
allein wegen der Reibung des Waflers in dem Köhrenftüde CD, ſondem 
auch wegen der Verengung, welche der Schieber S in der Röhre hervorbringt 
Iſt bei völlig geöffnetem Scjieber die Differenz NO der Piözometeritänd 
— h,, bei eingeftelltem Schieber aber — h,, jo giebt die neue Differen, 
oder Senkung A, — h, die Widerftandshöhe, welche dem Durchgange Ws 
Waſſers durch den Schieber entſpricht. 

Endlich läßt ſich auch aus dem Piszometerſtande die Ausflußgeſchwindig 
feit des Waſſers berechnen. Iſt der Piözometerftand PQ — z, die Länge dei 
legten Röhrenftüdes DE — 1 und die Weite deffelben — d, fo hat man: 

iv? 
=t737 
und daher die Ausflußgejchwindigfeit: 


£ 


— 29 /d 292 
= - I L 
d 


Beifpiel. Sit bei der Leitung in Fig. 738, der Piézometerſtand PQ=: 
/, Buß, die Länge der Möhre DE, vom Piözometer bis zur Ausmündung ge 
meſſen, 2 = 150 Fuß, und die Nöhrenweite 31/, Zoll, fo folgt bei dem Wir: 
ftandscoefficienten &— 0,025 die Ausflußgefchwindigfeit: 


150.12 0,025 
n (3,5\? — 
und die Ausflugmenge: Q — — 69) . 1,91 = 0,127 Cubikfuß. 
Anmerfung. Die Bewegung des Waflers in einer Nöhrenleitung BED, 
Fig. 739, kann fehr leicht durch Luft geitört werden , welche fich entweder aus im 


3 5 
v — 7,906 V U U Fa 1,91 Auf, 


Sig. 739. 





Waſſer entwicelt, oder von außen in die Nöhre einbringt. Damit feins von beiten 
eintrete, muß bei der Anlage der Nöhrenleitung dafür geforgt werden, daß der Drud 
an jeder Stelle C verfelben pofitiv bleibe, oder vielmehr den Atmeipbärentrad 
übertreffe, alfo in jedem Piözometer eine Waflerfäule CE ſtehe. Die Höhe dieſer 
Warlerfäule ift: 


8. 436.] Bon dem Ausfluſſe des Waſſers durch Röhren. 849 


— v2 
—n 93 
wenn Ah, die Druckhöhe C O in C, 1, die Länge des Röhrenſtückes BC, und v 
die Gefhwindigfeit des Waflers in der Nöhre bezeichnet. Es ift alfo nöthig, daß 


Iı,\ v9 
M>(ito+ts)z 
fei, daß 3.2. der Waſſerſtand im Zuflußrefervoir mindeftens die Gefchwindigfeitshöhe 
des MWaflers in der Möhre übertreffe. Außerdem ift zu befürdten, daß die Röhre 
in einem Wirbel Luft nachfauge. 
I+o +24 
Auch läßt ih Ah, > — 5 h feßen, wenn A das ganze Röhrengefälle 
HK und I die ganze Röhrenlänge BC D bezeichnet. 
Um das Anfammeln von Luft in der Nöhre mit Sicherheit zu verhindern, ift 
es jehr zweckmäßig, diefelbe fteigend zu legen, weil dann die Luftblafen vom flies 
Benden Waſſer mit fortgenommen werben. 


Viertes Capitel. 


Von den Hinderniſſen in der Bewegung des Waſſers bei 
Geſchwindigkeits- und Richtungsveränderungen. 


Plötzliche Erweiterung. Veränderungen in dem Querſchnitte 8. 4; 
einer Röhre oder eines anderen Ausflußrefervoirs geben auch Veränderungen 
in der Gefchwindigfeit des Waſſers. Die Gefchwindigkeit ift dem Quer— 
Schnitte des Waſſerſtromes umgefehrt proportional; je weiter das Gefäß ift, 
defto Feiner ift die Gefchwindigfeit, und je enger das Gefäß, defto größer die 
Geſchwindigkeit des ducchfliegenden Waſſers. Aendert fid) der Duerjchnitt 
eines Gefäßes plöglic, wie z. B. bei der Nöhre ACE, Fig. 740, fo tritt 

Fig. 740. auch eine plöglihe Geſchwindig— 
feitSveränderung ein, und hiermit 
ift wieder ein Verluſt an Tebendi- 
ger Kraft und eine entiprechende 
Abnahme an Drud verbunden. 
Dieſer Verluſt läßt fich genau fo 
berechnen, wie der Arbeitverluft 
beim Stoße unelaftifcher Körper 
(1. $. 335). Jedes Waflerelement, welches aus der engeren Röhre BD in 

Welsbach'e Pehrbuh der Mechanik. 1. 51 
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die weitere Röhre DG tritt, ftößt gegen die langjamer gehende Waſſermaſſe 
in diefer Röhre und geht nad) dem Stoße mit diefer vereinigt fort. Genau 
fo ift e8 aber auch bei dent Zufammentreffen fefter und unelaftifcher Körper, 
auch diefe Körper gehen nad) dem Stoße mit einer gemeinſchaftlichen Ge— 
ihwindigfeit fort. Wenn wir nun gefunden haben, daß der Arbeit&verluit 
beim Stoße diefer Körper 
— (dı — v)? GG: 

u 29 G+ 6 

ift, jo können wir hier, da das ftoßende Waflerelement G, unendlich Flein ik 
gegen die geſtoßene Waſſermaſſe Ga, jegen: 


— (vi — v3)? 6; 


29 
und folglid) den entjprehenden Berluft an Drudhöhe: 
h= 
29 


Es entfteht alfo durch die plöglihe Gefhwindigfeitsverän- 
derung ein Drudhöhenverluft, welcher durd) die dieſer Berän- 
derung entjprehende Gefhwindigfeitshöhe gemefjen wird. 

Iſt nun der Querſchnitt der einen Röhre AC, — Fi, und der Tuer- 
fchnitt der anderen Röhre CE, welde mit der erjteren ein Ganzes bildet, 
— F, die Gefhwindigfeit des Waſſers in der eriten Röhre, — r, und die 
in der anderen, — v, jo hat man: 

_ Fo 
= F, ’ 


daher den Drudhöhenverluft beim Uebergange aus einer Röhre in die 


andere: 
F 2 „2 
= (= — 1) 25 
und den entſprechenden, ſchon von Borda gefundenen Widerſtands— 
coefficienten: 


F 2 
— 2 
Die gefundene Druckhöhe 


\2 92 
n= (7 - 1) = 


kann natürlich nicht ſpurlos verloren gehen, man muß vielmehr annehmen, 
daß die ihr entjprechende mechanische Arbeit auf die Zertheilung und de 
ſchwingende Bewegung der vorher ein Continuum bildenden Waflertheile 
zumal auf die Wirbelbewegung in W, W verwendet wir. 

Die hieriber angejtellten Verſuche des Verfaſſers ſtimmen mit der Theonit 


® 
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gut überein. Damit die Röhre DG vom Waſſer ausgefüllt werde, ift e8 
Big. 741. nöthig, daß fie nicht fehr kurz und nicht 
jehr viel weiter fei al8 die Röhre A C. 
Diefer Verluſt verfchwindet, wenn, wie 
dig. 741 repräfentirt, durch Abrundung 
der Kanten ein allmäliger Uebergang 
aus der einen Röhre in die andere her: 
beigeführt wird. 
Beifpiel. Wenn der Durchmefler der einen Möhre in der Zufammenfeßung 





von Fig. 740 noch einmal fo groß ift als der der anderen Nöhre, jo ift rn 


— (/,) = 4, daher der Widerftandscoefficint © = (4 — 1? = 9 und bie 

entjprechende MWiderftandshöhe für den Uebergang aus der engeren Röhre in bie 

F Iſt die Geſchwindigkeit des Waſſers in der letzteren Möhre, 

— 10 Fuß, fo folgt die Widerſtandehöhe — 9.0,016. 102 — 14,4 Fuß. 
Verengung. Eine plötzliche Geſchwindigkeitsveränderung tritt $. 4 

aud) dann ein, wenn das Waller aus einem Gefäße AB, Fig. 742, in eine 

engere Röhre DG tritt, zumal wenn an der Eintrittöftelle CD ein Dia- 

phragma figt, deilen Oeffnung nod) Heiner ift als der Querſchnitt des Roh— 

res DG. Sit der Inhalt der Verengung, — Fi, und & der Contractions- 

coefficient, jo hat man den Querjchnitt F, des contrahirten Wafferftrahles, 

— «aF,, und ift dagegen F der Querſchnitt des Rohres und » die Aus- 

flußgeichwindigfeit, jo findet man die Gejchwindigfeit des Waſſers im con- 

trahirten Duerjchnitte F, durd) die Formel 

BE ; 

— ar” 

daher den Drucdhöhenverluft beim Uebergange aus Fy in F oder aus ©, in v: 


BR ( F_ ı) 5 
9 \uF 29 


weitere, — 9- 


vg 





und den entſprechenden Widerjtandscoefficienten : 
F 2 
6 zu (- Fi u ı) : 





\ 





Ohne Diaphragma erhält man eine bloße Anjagröhre, Fig. 743, daher 
ift hier F = F, und 


54 * 
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1 
DEV 


Nimmt man « — 0,64 an, fo erhält man: 
1 — 0,64\? 
— (| — 7) — (9/,.)? = 0,316. 

j & ( 0,64 ( /ıs) 0,316 

Durd) den Widerftand beim Eintritt in die Röhre und durch die Reibung 
des Waſſers im äußeren Röhrenſtücke fteigert ſich aber & auf 0,505 ($. 422). 

Verjuche iiber den Ausflug des Waſſers durch eine Anfagröhre mit 
verengtem Cintritte, wie Fig. 742 vorftellt, haben den Verfaſſer auf 
Folgendes geführt. Der Widerftandscoefficient für den Durchgang durd 
ein Diaphragma und für den Anſchluß an die weitere Röhre kann durd) die 
Formel 


ſowie umgekehrt, 


6 


ausgedrückt werden; es iſt aber zu ſetzen: 
























































Für 3 = 1:9;1:| 08 | 03 | 0,4 | 0,5 | 0,6 | 0,7 | 0838| 091! 10 
«@ = |0,616| 0,614| 0,612] 0,610) 0,607| 0,605 0.00 0,601| 0,593! 0,5% 

und folgt: 
231,7| 50,99| 19,78) 9,612] 5,256] 3,077] 1,876| 1,169 J 0,480 





























Hiernach ift z. B. in dem Falle, wenn der verengte Querfchnitt halb To 
groß ift als der Querjchnitt der Röhre, der Widerftandscoefficient & — 5,256: 
d. h. der Durchgang durch diefe Verengung nimmt eine Drudhöhe in An 
ſpruch, welche 51/; mal jo groß ijt als die Geſchwindigleitshöhe. 


Beifpiel. Welche Ausflußmenge giebt der in Fig. 742 abgebildete Anparat, 
wenn die Drudhöhe 17/, Ruß, die Weite der Freisformigen Verengung 1), un 
die der Röhre CE, — 2 Zoll it? Hier bat man: 


F' 1! 
F = (2) = — (%/,)? = %s = 0,56, daher « = 0,606, und 


an 16 -1) = F 16 — 5,454 = (MS) - 


9 „0,606 0,606 Tr 5,454 / 7 8 


Sept man nun Ah = (1 -- {) — jo erhält man die Ausflußgeſchwindigkeit: 


8. 438.] Von den Hinderniffen in der Bewegung ıc. 853 
V2gh _ 7,906 V1,5 








= = — = 4,45 Fuß, 
Vyı+?r V4,74 duß 
und folglich das EDEN 
2 
= =. 4.12.4,45 = 53,4. — 168 Gubißzoll. 


Einfluss der unvollkommenen Contraction. Bei dem im letten $. 4 
Paragraphen betrachteten Falle, wo das Waſſer aus einem großen Gefäße 
fommt, konnte die Contraction als eine vollfommene angefehen werben; iſt 
aber der Querſchnitt des Gefäßes oder des an einer Verengung ankommenden 
Waſſerſtromes nicht ſehr groß in Anſehung auf den Querſchnitt Fi, Fig. 
744, der Verengung, ſo iſt die Contraction eine unvollkommene und 
daher auch der entſprechende Widerſtandscoefficient kleiner als in dem oben 
unterſuchten Falle. Gelten wieder die vorigen Bezeichnungen, ſo hat man auch 
bier die Widerſtandshöhe oder die durch den Durchgang durch Fo verzehrte 


Drudhöhe: 
F ) v? 
- I—-1ı1) _, 
A (- F 2 9 


nur ſind für «, veränderliche, und zwar um fo größere Zahlen einzu— 


jegen, je größer das Verhältniß 7 zwifchen dem Querſchnitte der Verengung 


und dem Querſchnitt @ der Zuleitungsröhre AB ift. Befindet fid) das Dia- 
Fig. 744. Fig 745. 





phragma CD in einer gleichweiten Röhre A G, Fig. 745, jo findet ganz diefelbe 
Beftimmung ftatt, nur hängt hier der Goefficient « von J ab. 


Nach den vom Verfaſſer hierüber angeſtellten Verſuchen hat man in 


der Formel 
— —— 1 
s 1 F 


für die Widerſtandscoefficienten zu ſetzen: 
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bei A — | 011 02|03|04|05| 06! 07|08|09|1» 
0,624! 0,632) 0,643| 0,659] 0,681| 0,712] 0,755] 0,813 0.02 1,000 

und e8 folgt: 
t — | 225,9| 47,77| 30,83| 7,801| 3,753| 1,796) 0,797) 0,290! 0,060) 0,000 
































Diefe Berlufte werden Heiner, wenn man duch Abrundung der 
Fig. 746. Kanten die Contraction vermindert 
j oder aufhebt, und fie Laflen ſich fait 
| ganz befeitigen, wenn man, wie 
ehe. ei Fig. 746 tepräfentirt, ein fid all 
* mälig erweiterndes Durchgangsſtüd 

MN einſetzt. 


Beiſpiel. Welche Druckhöhe wird erfordert, damit der in Fig. 747 abgebildete 

Fig. 747. Apparat in der Minute 8 Gubiffug Wafler liefere? 

Sit die Weite des Diaphragma F,, — 17%, die Weite 

der Ausflußröhre DG, — 2 Zoll und die untere 
Weite des Gefäßes AC, — 3 Zell, fo bat man: 





F 11/,\2 
rn = (> = Y,, daher « = 0,687, 
ferner: 


F 2 \2 
(==, 
und den a re: 


— 5 — 1) = (5) = Sn. 


Nun folgt die Ausflußgefchwindigfeit: 
49 4.8 19,2 
= oo 2 — — zen — BER 9 
nd 60. (Rn 5* 6,112 Aus, 


und daher die in Frage ftehende Druckböbe: 
2% 
h=(1+9) * — 4207. 0016. 6,1122 — 2,51 Fuß. 








439 Druckvorhaltnisse in eylindrischen Röhren. Wit Hilfe der 
Fig. 748, Borda'ſchen Formel laſſen ſich nun auch 
die Druckverhältniſſe in einer Ausflußröhre 
mit verſchiedenen Weiten, wie z. B. ACE 
—, — ZFig. 748, ermitteln. Iſt p, der Drud 
— ———und ©, bie Gefchwindigfeit des Waller: 
ẽ G in Fı}, jowie p der Drud und v die Ge 

Ihwindigfeit defjelben in F, jo hat man: 





$. 439.] Bon den Hiuderniffen in der Bewegung ıc. 855 


p v2 (vı — v)? pı vu 
_ — —-— ,‚ und daher 
EB Fa — h 


29 
2 — 3 — ı1)3 — 9 
STONE: ER vv +(wm —e) Dt —— — 
29 9 
p _2 (= — 
— Fi 9 
Nun ift aber die e ganze nr 


+ ]E 


daher hat man ai 


. 


Pı p u 


— — — — — — — — —— — — — * 


In dem Falle, wo das Waſſer mit dem Querſchnitte F' in die freie 
Luft ſtrömt, ift 5 — dem Wafjerbarometerftande db, daher die Piözometer- 


höhe in F\, 
F 
nn 
2 (z — i)n 


F \2 
— u ) 

Sp lange nun pı pofitiv ausfällt, fließt auch das Waſſer mit gefülltem 
Duerfchnitt F bei EG aus; ftellt ſich hingegen p, negativ heraus, fo hört 
das vorausgejegte Ausflußverhältnig ganz auf, und es fließt das Wafler 
durch die äußere Röhre CE jo aus, als wenn diefelbe gar nicht vorhanden wäre, 
und zwar mit der theoretiichen Ausflußgefchwindigfeit v, — V2gh. 

Damit der volle Ausflug bei EG eintrete, ift folglich nöthig, daß 


tler) — 
Y 


3 < b, oder daß 


Wenn alfo die durch diefe Formel angegebene Grenze von der Drudhöhe h 
übertroffen wird, hört der Ausflug mit gefüllten Querſchnitte auf. 
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Diefe Formel findet aud) ihre Anwendung bei der Röhre CE, Fig. 742, 
mit Diaphragma; hier ift nur ftatt F}, «@, Fı einzufegen, daher für den 
vollen Ausflug 


F ) 
h IE am! 


Laßt man das Diaphragma weg, hat man es alfo blog mit einer kurzen 
cylindrifhen Anjagröhre CE, Fig. 743, zu thun, fo ift F} — Fund daher 


+) 


Führt man « — 0,64, alfo < — 1 0,5625 ein, fo ergiebt jid für 


zu fordern. 


h 
= zu jeßen. 


diefe Röhren die Grenze des Ausfluffes mit gefülltem Duerfchnitt: 
h_ 140816 ,,R_.1, 
a IT T IT 
Nimmt man b — 33 Fuß au, fo folgt, daß bei Drudhöhen über 1,17.33 
— 38,6 Fuß der volle Ausflug durd) eine kurze cylindriſche Anſatzröhre aufhört. 

Hiermit ftimmen aud) die Ergebniſſe der Verſuche des Verfaſſers vol; 
fommen überein (f. den betreffenden Auffag im 9. Bande des Givilingenieur, 
über den Ausflug des Waffers unter hohem Drude). 

Beim Ausflug des Waffers in einen Iuftverdünnten Raum tritt dieie 
Grenze noch cher ein, da daun b Heiner ald 33 Fuß ift; wäre z. B. der 
Waſſerbarometerſtand in diefem Raume nır 3 Fuß, fo würde der volle Ark 
fluß durch eine kurze cylindrifche Anfagröhre bei der Drudhöhe Ah —1,17.3 
— 3,51 Fuß aufhören. 

Wenn das Wafler durch eine ſich allmälig erweiternde Röhre ACH 
Fig. 749, fließt, jo ift der Piezometerftand im Einmündungsftüt AB: 


2: ee 
Y Y Fi 29 A h 


Fig. 749. folglich) wenn man — = b jegt 


ae [Ayo] 


Es ift — hier 
h 


— — — 
= 
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zu fordern, damit der Ausflug mit gefülltem Querfchnitte erfolge. Sett man 

3 == 117; a0 - — 0,8547, jo erhält man das Duerjchnittsverhältniß, 

bei welchen unter der Drudhöhe A — 38,6 Fuß der volle Ausflug aufhört: 
ir — V1 + 0,8547 — 1,362, 


Druckverhältnisse in conischen Röhren. Das Ausfluß- und $. 4 
Drudverhältniß bei einer cylindrifchen Röhre CE mit oder ohne Diaphragma 
erleidet folgende Modificationen, wenn nod) ein befonderes Mundſtück oder eine 
andere Röhre EG HK, Fig. 750, an diefe Röhre angeichlofien ift. Es be- 
zeichne F’ den Querſchnitt, v die 
Geſchwindigkeit und p den Drud 
des Waflerd an der Ausmindung 
HK, ferner F, den Querjchnitt 
der Einmündung, « F, den Quer: 
Schnitt des contrahirten Waſſer— 
ftrahles, ſowie v, die Geſchwin— 
digkeit und p, den Drud des 
Waſſers in demielben; ebenjo jet 
F, der Nöhrenquerfchnitt an der Stelle, wo ſich der Waſſerſtrahl wieder an 
die Röhre anlegt, endlich bezeichne v, die Gefchwindigfeit und p, den Drud 
des Waflers an eben diefer Stelle. 

Dann hat man 


Fig. 750. 





‚2 





Pr __P 0 — vd, 
— — — + ——— umd daher 
* 29 
Ppı _Pı _d% (wı —%) __ r ve — vu _ (vı — t») 
Y Y 9 rg 29 9 
BO ER un Le DEE ae 
y 29 9 Y 29 
oder, da «Fıg —= Fıv, = Fo ift, aljo 
= —. und u = * geſetzt werden kann, 


F F. 
— —2 (= 1 
r Yy + |i mm! F; 29 
Nun ift aber Hier die zur Erzeugung der Ausflußgeihwindigfeit nöthige 


Drudhöhe 
— | f - 2,14 
a, Bla 
daher folgt aud) 
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rl) „bet 

Fi. 2 £ EEE F; ze F? aF, F. F, 

rıY F =) Yr 1 en 1 1 \? 
14 (= F, Ft er = 


inc _ an EtR + 


Y 
F? r (m * 
oder beim Ausfluſſe in die freie Luft, 


2 —1 —1 
ir «FF At) 


F: + - = 
Damit ein voller Ausfluß erfolge, muß hiernad) 


1 1 =) 
+ -r 


h 
T < | > € ri 5% j oder 
« u 2 r' Fr 
1 +7 — ) n 3 * 
* > eFF, FJb *— 


Mit Hülfe der vorſtehenden Formeln laſſen ſich nun auch die Ausfluß— 
verhältniffe der conifchen Röhren ABDE, Fig. 751 und Fig. 752, angeben; 


Fig.” 751. Fig. 752. 





wenn man in denjelben ftatt Fe den Duerjchnitt der Röhre an der Stelle, wo ſich 
der Strahl anlegt, einführt. Bezeichnet Ö die Hälfte des Divergenzwinfels ACB 
der einen oder de8 Convergenzwinkels der anderen Röhre, und fegt man vor- 
aus, daß die Yänge F, Fy des Wirbels gleic, der Miindungsweite AB —d 
fei, jo läßt ficd) die Weite der Röhren an der Stelle, wo ſich das Waſſer an 
die Röhrenwand anlegt, jegen: 

d, = di + 2d, tang.ö — (1 + 2tang.d)d,, 


s. 440.] Von den Hinderniffen in der Bewegung ıc. 859 


und daher das Duerjchnittsverhältnif 


F} — 2) — No 
RT G — (1 + 2tang. d)}, 
wobei das Pluszeichen fir die divergente Röhre in Fig. 751 und das Mi- 
nuszeichen für die convergente Röhre in Fig. 752 in Anwendung zu bringen 
ft. 3.8. für d — 21/, Grad, ift 2tang.d — 0,0875, und 
= — (1 + 0,0875)? entweder = 1,1827 oder 0,8327; 

1 


daher die Ausflußgefchwindigfeit im erjten Falle: 


„ 2* 2gh -\/ 2gh 
— 1 1 F (=) 
Er (- — 37) F EEND\e 


und dagegen im zweiten: 


Ve - 24h ee 2gh 
. + (2 587) 5 + 01800 (Fr) 


Der entiprechende Ausflußgcoefficient 
—1 


Virus) 


der divergenten Röhre ift natürlich anſehnlich Heiner als der Ausflußcoefficient 
1 


1 + 0,130 (=) 
Vrronos(z 
der convergenten Röhre. 


Wären z. B. die Nöhren drei Mal jo lang als in der Einmündung weit, 
io hätte man im erften alle: 


9 
(#) — (1 + 6tang. d)* = 1,2625* —= 2,5405, und 
1 





u — 


1 : R 
— — — 0,659, dagegen im zweiten Falle: 
V 2,306 — 
F\? | | 
(=) — (1— 6 tang.d)t = 0,7375% — 0,2958, und 
1 
1 
= ————— — 0,981 (vergl. $. 425). 
ä V 1,0387 —— 
Damit der Ausfluß durch dieſe Röhren mit gefülltem Querſchnitte 
erfolge, muß 


441 


860 Siebenter Abſchnitt. Viertes Gapitel. RB 441- 


m - 5) 








h 
_- < — alle, wo 
b<aFr -|ı +(E Ey] aljo im eriten F 
aF, 57 
F 1,5939 — 1,5939 = 
— ı — — — 1,3477 iſt. 
7 Ua 77 ge ee a LTE; ia 
992 2 
h__14+11429? 2,8062 _ 599, 
b 6,7112 — 2,3163 — 3,8949 


darf alfo die Drudhöhe A noch nicht 33.0,592 - - 19,5 Fuß erreichen. 


Knieröhren. PBefondere Hindernifje ftellen fid) der Bewegung dee 
Waſſers in Nöhren entgegen, wenn diefelben gekrümmt find oder gar 
Kniee bilden. Diefe Widerjtände laffen ſich nicht mit Sicherheit theoretiik 
beftimmen, und mußten daher, wie fo viele andere Ausflußverhältniſſe, auf 
dem Wege der Erfahrung unterfucht werden. 

Bildet eine Nöhre A CB, Fig. 753, ein Knie, fo trennt ſich der Strahl 
in Folge der Gentrifugalkraft des Waſſers von der inneren Fläche des zweiten 
Röhrenſtückes: es hört, wenn diefes Stüd furz ift, der volle Ausflug af, 
und es fällt deshalb auch die Ausflußmenge Heiner aus als bei einer gleich 
langen geraden Röhre. Iſt aber das äußere Stüd CB der Knieröhre ACH, 

Fig. 753. Fig. 754. 





Fig. 754, länger, jo bildet ſich hinter dem Knie C ein Wirbel S, und et 
tritt bei wieder gefülltem Querſchnitte eine verminderte Ausflußgeichwindig- 
feit » ein. Dieje Verminderung der Ausflußgejchwindigfeit iſt genau jo zu 
beurtheilen wie der Widerftand, welchen Berengungen in Röhren bewirten. 
Iſt F der Querfchnitt der Nöhre und F, der Querfchnitt des contrahirten 
Strahles bei S, fo hat man den Contractionscoefficienten dejjelben : 

F 

ER 
und daher den entjprechenden Widerftandscoefficienten: 


t=(# -1) = (2-1). 
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Der Contractionscoefficient & und folglich auch der entfprechende Wider- 
jtandscoefficient &, hängt von dem Bricol- oder halben Ablenfungs- 
winkel d — ACD=BCE—BCF, fig. 753, ab, und es ift 
nach den Verfuchen, welche der Verfafler an einer Röhre von 3 Centimeter 
Weite hierüber angeftellt hat: 

& — 0,9457 sin. 6? + 2,047 sin. öt 
zu jeßen. 

Folgende fleine Tabelle enthält eine Reihe von nad) diefer Formel be- 
rechneten Widerjtandscoefficienten für verjchiedene Bricolwinfel: 


20 30 40 45 50 39 60 65 70 





























RE [00101019 0,364 | 0,740 | 0,954 | 1,260 | 1,556 | 1,861 | 2,158 | 2,431 


























Man erfieht hieraus, daß durch die Kniee in Nöhren der lebendigen Kraft 
des Waſſers in Nöhren bedeutende Berlufte erwachſen. Dit 3. B. das Knie 
ein recjtwinfeliges, aljo d — 45°, fo hat man hiernad) den durch daſſelbe 
herbeigeführten Drudhöhenverluft: 


‚2 ‚2 
—E Er — 0,984 - — 


alſo ziemlich gleich der Geſchwindigkeitshöhe. 

Bei engeren Röhren fällt & namhaft größer aus, z. B. für eine Knieröhre 
von 1 Gentimeter Weite und 90 Grad Ablenkung iſt & — 1,536 gefunden 
worden. ©. des Verfaſſers Erperimentalhydraulif. 

Stogen an ein nie ACB, Fig. 755, nod) andere Knice ohne längere 
Zwiſchenröhre, wie 3. B. aus ig. 756 und Fig. 757 zu erfehen ift, fo tre— 


Sig. 755. Fig. 756. Fig. 757. 





ten ganz beiondere, jedoch leicht erflärliche Ausflußverhältnifie ein. Das 
zweite Knie BDE, Fig. 756, welches den Strahl nad) derjelben Seite 
hin ablenft, wie das erfte ACB, bringt feine weitere Contraction des 
Strahles hervor, es ift daher aud) bei vollem Ausfluffe hier & nicht größer 
als für ein einfaches Knie ACB. Lenkt aber das Knie BDE, Fig. 757, 
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den Strahl auf die entgegengejegte Seite, jo ift die Contraction eine doppelt, 
und daher auch der Widerftandscoefficient doppelt jo groß als bei einfachem 
Knie. Wird endlich BDE fo an ACB gejegt, daß DE rechtwinfelig au 
die Ebene ABD zu ftehen kommt, fo jtellt ſich 5 ungefähr 11/, mal fo gro 
heraus als bei dem Knie ACB allın. 


Beifviel. Wenn eine Nöhrenleitung KLN, Fig. 758, von 150 Fuß Lüna 

Fig. 758, und 5 Zoll Weite, welde in der Minute 
25 Gubiffug Waſſer liefern fol, zwei 
rechtwinfelige Kniee enthält, jo bat mar 
die nöthige Druckhöhe: 


r: 
Cn= (1,505 + 8,712 42.0984)- 2, 





| 
h 


Sm. I Zus 


M 





= | = 12,185.0,149 — 1,32 Auf. 
D (Bergl. Beiipiel 1 zu $. 430.) 


Kropfröhren. Gekrümmte Röhren geben unter itbrigens gleichen 
Berhältniffen viel Heinere Widerftände als unabgerundete Knieröhren. And 
fie veranlafien in Folge der Centrifugalfraft des Waſſers eine partielle Con 
traction des Waſſerſtrahles ABD, Fig. 759, fo daß, wenn ſich an de 
frumme Röhre feine längere gerade Röhre anfchliegt, der Duerjchnitt F} dei 
Strahles bei feinem Austritte Feiner ift als der Querſchnitt F’ der Röhre 
Endigt fid) aber der Kropf ABD, Fig. 760, in einer längeren geraden 
Röhre DE, fo bildet fi) wieder ein Wirbel F, und es findet auf Unkoften 


Fig. 759. Fig. 760. 





der Tebendigen Kraft des Wafjers wieder ein voller Ausflug des Waſſers 
ftatt. Iſt der Contractionscoefficient 2 — «, fo haben wir aud da 
Coefficienten des Kritmmungswiderjtandes: 
2 
=): 
Der Contractionscoefficient « hängt von dem Verhältniſſe der halben 
Röhrenweite BM—= EM a, ig. 759, und dem Krümmungshalbmeſſer 
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CM — r der NRöhrenare ab und läßt ſich annähernd auf folgende Weife 
theoretiſch bejtimmen. St » die Geichwindigfeit des Waſſers beim Eintritt 
in den Kropf und », die des zufanmengezogenen Waflerjtrahles, jo hat man 


ve, Fı =rF, daher vo, = ev, und demnad) die den Drud in BE 
mejjende Drudhöhe: 


— — (= ; | — 
J 29 — F 29 


Dieſe Höhe mit 1 und Y multiplieirt, ergiebt ſich der Druck des Wafler- 
ftrahles bei E auf die Flächeneinheit nad) allen Richtungen Hin: 


F\? v? (1\? v? 
»=H=[(5)-1l77=l@)- 1137 


Da nun die Gentrifugalfraft des Waſſers an der converen Seite dem 
Drude p entgegenwirft, fo ift e8 möglich, daß fie denfelben hier ganz auf: 
heben fann. In diefem alle wird aber aud) die äußere Luft eindringen 
und fi der Strahl ganz von der converen Seite losziehen, wie aus den 
Fig. 759 und 760 zu erjehen ift. Die Gentrifugalfraft eines Waſſer— 
prismas von der Yänge BE — 2a und dem Querſchnitte 1 iſt bei dem 
Krümmungshalbmeflr CM — r, 


»?2 


*F 
F, 








1 — 205, 


gr 
fegt man daher p — 4, fo folgt die Bedingung des Posreigens: 
—1 44 


—_—— 1, 


0? r 
daher der Contractionscoefficient: 


„VI 
 1Nr+4a 


und der Widerftandscoefficient bei vollem Ausfluffe: 


— 


Da bei dieſer Entwickelung nur eine mittlere Geſchwindigkeit und ein 
mittlerer Krümmungshalbmeſſer zu Grunde gelegt wurde, jo kann fie natür— 
(ich) auch nur auf eine annähernde Beftimmung von « und & führen. 

Aus den Verſuchen des Verfaſſers und aus eigenen Beobachtungsreſultaten 
Du Buat's hat aber der Verfafjer für den Widerjtandscoefficienten beim 
Durchgange des Waſſers durd) Kröpfe folgende empiriſche Formeln abgeleitet: 

1) Fir Kröpfe mit Freisförmigem Querſchnitte: 


a\% 
&£ — 0,131 + 1,847 ; 
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2) für Kropfröhren mit rectangulären Querſchnitten: 
£ — 0,124 + 3,104 Ey". 
Nach diefen Formeln find folgende Tabellen berechnet worden: 


Zabelle L 
Goefficienten des Krümmungswideritandes bei Möhren mit Freisförmigen 




















Duerfchnitten. 
= _ | 01 )02|03|04|05 | 06 | 0,7 | 0,8 | 09 | 10 
ce. jo Ia.ıs 0,158 | 0,206 0204 0,40 oo oom |1408| 1,973 











Tabelle I. 


Goefficienten des Krümmungswideritandes bei Röhren mit rectangulären 
Querſchnitten. 





0,5 10 


0,2 





0,3 | 0,4 0,6 | 0,7 




















0,124 | 0,135 | 0,180 | 0,250 | 0,398 | 0,643 | 1,015 110 aen 385 


























Hiernach ficht man, daß bei einer runden Nöhre, deren Kriimmungshalb- 
meljer zweimal fo groß ift als der Röhrenhalbmefler, der Widerftandscoeffi- 
cient — 0,294, und bei einer Nöhre, deren Krümmungshalbmeſſer minde 
ftens zehnmal jo groß it als der Halbmeſſer de8 Duerjchnittes, diefer Coef- 
ficient — 0,131 ausfällt. 

Um die Gontraction des Waflers in einer frummen Röhre ABD, 
Fig. 761, zu verhindern, ift der Querſchnitt der Röhre allmälig fo zu ver: 
engern, daß der Querſchnitt DH — F, der Ausmündung zum Ouerjchnitte 


1 
BE= F der Einmündung im PVerhältnifie « = — — zu ftehen 
g Ver ı zu  fteh 


fommt. 


Big. 761. Fig. 763. 
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Stößt an den Kropf BD, fig. 762, noch ein anderer an, welcher den 
Strahl nad) derfelben Seite noch weiter ablenft, bildet z. B. die Röhrenare 
einen Halbfrei® wie BDE, ig. 763, fo ändert ſich die Contraction nicht, 
es behalten aljo auch « ımd & nahe denjelben Werth; wie bei der Röhre in 
ig. 762, welche nur einen Quadranten einnimmt; jchließt ſich dagegen ein 
Kropf DE, Fig. 764, an, welcher nad) der entgegengejegten Seite ablentt, 
fo bildet fi) vor diefen ein Wirbel F und es tritt in demjelben eine zweite 
Zufanmenziehung des Strahles ein, wodurd der Widerftand (5) nahe ver- 
Doppelt wird. 


Fig. 764. Fig. 766. 





Der Widerftand des fließenden Waflers in Kropfröhren läßt fich durch 
Erweiterung der Kröpfe wie BD E, Fig. 765, fowie durch dünne Scheide- 
wände im denjelben wie S in BDE, Fig. 766, vermindern, denn im erften 


Valle wird die Gejchwindigfeit * und im zweiten das Verhältniß — und 
folglich auch der Widerftandscoefficient & Heiner. 


Beifpiel. Wenn die Möhrenleitung BLM, Kia. 767, im zweiten Beifpiele 
Fig. 767. des $. 430 noch fünf Kröpfe zu je 900 
- enthält, und der Krümmungshalbmefler 
eines jeden 2 Zoll beträgt, fo hat man: 
| 
ZEN rn 
2 und nach der eriten ver obigen Tabellen, 
den entiprechenden Wideritandscoefficien- 
ten: © = 0,294; folglib für alle fünf 
el) Kröpfe, 57 — 1,47, und daher die Ge: 
Ichwindigfeit des ausfließenden Waflers jtatt 
— — 6,42 Ruf, 
1} 7,582 
17,678 17,678 
U ZZ — — — — ——— 
V7,582 147 V9,052 
jo daß nun die Ausflußmenge pr. Secunde: 
Q —= 0,7854'. Y., .5,876 —= 0,1282 Gubiffuß — 221 Eubikzoll folgt. 


Weisbach's Lehrbuch der Mech antf. 1. 55 








— 5,876 Fuß, 
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$. 443 Schieber, Hähne, Klappen. Um den Ausflug des Waflers ans 
Röhren und Gefäßen zu requliren, werden fogenannte Obturatoren, m) 
Zwar Schieber, Hähne, Klappen und Bentile angewendet, wodurch fi 
Verengungen erzeugen lafien, welcdye dem Durchgange des Waflers Wider: 
ftände entgegenfegen, die fic auf ähnliche Weije wie die in den legten Baro- 
graphen abgehandelten Berlufte beftimmen lafien. Da aber hier das Wafler 
noch befondere Ridytungsänderungen, Zertheilungen u. ſ. w. erleidet, jo lafien 
ſich die Goefficienten « und & nicht unmittelbar bejtimmen, fondern es war 
zu deren Ermittelung die Ausführung befonderer Verſuche nöthig. Zolde 
Verſuche find von dem Verfaſſer ebenfalls angeftellt worden *), und die 
Hauptergebniffe derjelben enthalten folgende Tabellen: 


Zabelle I 


Die Wiverftandscoefficienten für den Durchgang des Waflers durch Schie bet 
oder Schubventile (franz. tiroirs; engl. slide-valves) im parallele: 
pipediſchen Rohre. 














ı—| 1,0! 00 08! 0,7!086|05| 04 


* 


Querſchnittsverhaͤltniß 




















Widerſtandscoefficient — | 0,00 (1,951 2,08! 4,02! 8,12 








oo 0,39 

















Sabelle IL 


Die Wiverftandscoefficienten für den Durdgang des Waſſers durch Schicher 
im cylindriſchen Rohre. 












































Relative Stellhöhe = | U Ya 2, % | % JA 6, 7 

i 
Serien — 1,000 | 0,948 | 0,856 0,740 | 0,609 0,466 | 0,315 | 0,159 
Witerfuntenefintt— 0,00 | 0,07 | 0,26 | 0,31 | 2,06 | 5,52 | 17,0 | 97,3 

















*) Verfuche über den Ausflug des Waſſers durd Schieber, Häbne, Klappen unt 
Ventile, angeitellt und berechnet von Jul. Weisbach, oder unter vem Titel 
„Unterfuchungen im Gebiete der Mecdanif und Hydraulik“ u. ſ. w., Leipzig 1342. 
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Tabelle IH. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waflers durch einen Hahn 
(franz. robinet; engl. cock) im varallelepipedifhen Rohre. 
















































































— — 
Stellwinfel d — | 5° | 100 | 15° | 200 | 25° | 30% | 350 | 40° | 450 | 500 | 550 | 66‘ 
Duerfchnittsverhältnig — |0,926|0,849|0,769|0,687 0,604/0,520/0,436 0,352)0,269|0,18810,110| 0 
Widerſtandscoefficient |0,05 | 0,31 | 0,88 | 1,84 | 8,45 | 6,15 | 11,2) 20,7|41,0|95,3| 275 | o 






































ZabeLlle IV. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des MWaflers durch einen Hahn 
im cplindrifhen Rohre. 





























































































































Stellwinfel d — 50 100 150 200 250 300 350 
Querſchnittsverhaͤltniß⸗ 0,926 | 0,350 | 0,772 | 0,692 | 0,613 | 0,535 | 0,458 
MWiderftandscoefficient = | 0,05 | 0,29 | 0,75 | 1,56 | 3,10 | 5,47 | 9,68 
Stellwinfel d = | 40° 450 500 550 60° 65° | 821/,0 
Querfchnittsverhältnif - | 0,385 | 0,315 | 0,250 | 0,190 | 0,137 0001| 0 

| 
MWiderftandscoefficient — | 17,3 | 31,2 | 52,6 | 106 206 486 0 











TZabelle V. 


Die Widerftandscoefftcienten für den Durchgang des Waſſers durch Dreh— 
flappen oder Droffelventile (franz. valves; engl. throttlevalves) im 
parallelepivedifhen Rohre. 








309 | 350 





100 | 150 | 200 | 250 
| 


Stellwinfel d = | 50 


i 


I) 
j 





! 
' 0,500 | 0,426 


Duerfchnittsverhältnig—| 0,913 | 0,826 | 0,741 | 0,658 | 0,577 | 








3,54 | 5,7 





MWiderftandscoefficient — 


J 


| 
0,28 | 0,45 | 0,77 | 1,34 | 2,16 
I ’ 








b5*® 


$. 444 


868 Siebenter Abſchnitt. Viertes Gapitel. [$. 444. 












































Stellwinfel 4 — | 400 | 450 | 500 | 550 | 60% | 65° | 7 | an 
| 

Ouerfänitiverhättniß = 0,57 0,293 | 0,234 | 0,181 | 0,134 | 0,094 0,000 ö 

Widerftandscoefficient — | 9,27 | 15,07 | 24,9 | 42,7 | 77,4 | 158 | 368 | x 


























Zabelle VI 


Die Wiveritandscoefficienten für ten Durdgang des Waſſers durch Dreb- 
klappen im cylindriſchen Rohre. 



































Stellwinfel d = 50 100 15° 20° 25° 300 | 350 
Querſchnittsverhaͤltniß — 0,658 | 0,577 | 0,500 | 0,426 







































































MWiderftandecoefficient = | 0,24 | 0,52 | 0,90 | 1,54 | 2,51 391 | 62 
— - — — 
Stellwinkel d — | 40% | 450 | 500 | 550 600 650 700 | 908 
Querfchnittsverhältnis — | 0,357 | 0,293 | 0,234 | 0,181 0134 oom odeo N) 
MWiderftandscoefficient = | 10,8 | 18,7 | 32,6 | 58,8 | 118 | 256 | 751 | 


























Mit Hilfe der in den vorftehenden Tabellen aufgeführten Widerftands 
coefficienten fann man nicht nur dem einer gewilien Schieber-, Hahn- oder 
Klappenftellung entjprechenden Drudhöhenverluft angeben, fondern auch be 
ftimmen, welche Stellung diefen Apparaten zu geben ift, damit die Ausfluf- 
geſchwindigkeit oder der Widerftand ein gewiljer werde. Allerdings wird aber 
eine ſolche Beſtimmung um fo ficherer, je mehr diefe regulirenden Borrid- 
tungen den bei den Verſuchen angewendeten gleichen. Uebrigens gelten die 
in den Tabellen angegebenen Zahlenwerthe nur für den Fall, wenn das 
Waller nad) dem Durchgange durd) die mittels diefer Apparate hervor: 
gebrachten Berengungen das Rohr wieder ausfüllt. Damit diefer volle Aus- 
flug bet ſtarken Verengungen noch eintrete, muß das Rohr eine beträchtliche 
Länge haben. Die Uuerfchnitte der parallelepipediichen Nöhren waren 
5 Gentimeter breit und 21,, Gentimeter hoch, und die Querſchnitte von den 
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cplindrifchen Röhren hatten eine Weite von 4 Centimetern. Bei dem Scie- 
ber, Fig. 768, entfteht eine einfache Verengung, deren Querfchnitt bei dem 


Fig. 768. Fig. 769. Fig. 770. 





einen Rohre ein bloßes Nechted Fi, Fig. 769, bei dem zweiten aber ein 
Mondchen Fi, Fig. 770, bildet. Bei den Hähnen, Fig. 771, ftellen ſich 
zwei Verengungen und auch zwei Richtungsabänderungen heraus, deshalb 


fig. 771. Fig. 772. 





find aud) hier die Widerftände jehr groß. Die Uuerfchnitte der größten 
Berengungen haben ganz eigenthitmliche Geftalten. Bei den Drehflappen, 
dig. 772, theilt fi der Strom in zwei Theile, wovon jeder durch eine 
Verengung hindurchgeht. Die Querfchnitte diefer Verengungen find bei der 
Drehflappe im parallelepipedifchen Rohre rectangulär und im cylindrifchen 
mondförmig. — Zur Anwendung der oben mitgetheilten Tabellen wird durch 
folgende Beifpiele hinreichende Anleitung gegeben werden. 


Beifpiele. 1) Wenn in einer cylindrifchen Nöhrenleitung von 3 Zoll Weite 
und 500 Fuß Länge ein Schubventil angebracht ift, und diefes %, der ganzen 
Höhe gezogen wird, alſo 5/ derſelben verſchließt, welche Waflermenge liefert bie 
jelbe unter einem Drude von 4 Ruß? Der Wiverftandscoefficient für den Gin: 
tritt in die Nöhre läßt fih nad dem Krüheren, Z, — 0,505, und der Widerftande- 
coefficient £, für den Schieber nach Tabelle II., $. 443, — 5,52 ſetzen, es folgt 
daher die Ausflußgefchwindigfeit: 

7,906.14 = 7,906 .2 15,812 


V 1,505 + 5,52 + 7 
Segen wir den Meibungscoefficienten Z = 0,025, fo erhalten wir: 


15,812 
v = —_—_ — 2,09 Fuf. 
V57,025 ß 


v — 19 ee TEE —— ee 
V7,025 + 500.4°  V7,025 + 20007 
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Nun entfpricht aber ver Geſchwindigkeit — 2,1 Auf genauer ZT — 0,026, daher 
it richtiger: 
15,812 
- - V59,025 
und die Ausflugmenge pr. Secunde: 


— 2,06 Ruß, 





= 7:9.12.2,06 — 55,62. — 175 Gubifzell. 


2) Eine Röhrenleitung von 4 Zoll Weite liefert bei einer Drudböhe von 5 Auf 
in der Minute 10 Gubiffuß Waffer, welche Stellung hat man dem in berjelben 
angebrachten Drofielventile zu geben, damit fie nachher nur 8 Gubiffuß Liefert? 
Die Geſchwindigkeit ift anfangs 

_.104 _6 
"Dain 
und nach der Klappenitellung, 
— %,.1,91 — 1,528 Auf. 
Der Ausflufcoefficient für den erften Fall des Ausflufes tt 
v 1,91 


— 1,91 Ruf, 


— — nn — == (, 108, 
V2gh g h 7,906 V5 
daher der Wideritandscoefficient 
1 1 z 
mar Free u 


der Ausflußcoefficient für den zweiten Fall iſt 
— %0.0,108 = 0,0864, 
daher der Wipverftandscoefficient 
Be 1 
0,0864? 
und demnach der Goefficient für den vom Droffelventile zu erzeugenden Widerſtand 
= 1330 — 84,7 = 48,3. 

Nun giebt aber nach Tabelle VI., $. 443, der Stellwinfel d — 50%, — 326, 
und der Stellwinfel d — 55°, { = 58,8; es läßt fidh daber annehmen, dag in 
einer Stellung von 50° + 555 = * .50 — 530 das gewünſchte Ausflußquantum erhal 
ten werde. Berückſichtigt man — daß bei dem Geſchwindigkeitswechſel von 1,91 
Fuß auf 1,528 Buß der Reibungscoefficient von 0,0266 in 0,0251 übergebt, je 
nod) genauer: 


— 1 = 133,0, 


. 281 a 
£ = 133,0 — 84,7- 55* —1383,0 — :95 = 48,5, 
und ſonach der Stellwinfel 
d — 500 + 50 — 52°, 


$. 445 Ventile. Bon befonderer Wichtigkeit ift die Kenntnig der durch Ver: 
tile (franz. soupapes; engl. valves) hervorgebradjten Widerftände. And 
über dieſe find vom Verfaſſer Verfuche angejtellt worden. Am häufigiten 
fommen die jogenannten Kegel» und nächſtdem die Klappenventile, 
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wie in den Figuren 773 und 774 abgebildet find, zur Anwendung. Bei 
beiden geht das Waſſer durch die von einem Ninge RG gebildete Apertur ; 


Kia. 773. Fig. 774. 


— — — 


— FRE 


— — 
B C 





das Kegelventil KL, dig. 7 73, hat einen Stiel, womit e8 in einer Führung 
liegt, die ihm nur einen Ausſchub im der Arenrichtung geftattet; das 
Klappenventil oder die Bentilflappe KL, Fig. 774, hingegen öffnet ſich 
drehend wie eine Thür, Man fieht leicht ein, daß bei beiden Apparaten dem 
Waſſer nicht nur durch den Ventilring, ſondern aud) durch die Ventilflappe 
ein Hinderniß entgegengefegt wird. 

Bei dem Kegelventile, womit die Verfuche angeftellt wurden, war das 
Berhältniß zwifchen der Apertur im Bentilringe zum Duerfchnitte der ganzen 
Röhre: 0,356, und dagegen das Verhältniß zwijchen der Ringfläche um das 
geöffnete Ventil herum, zu dem Röhrenquerſchnitte, — 0,406; es läßt ſich 


daher im Mittel r — 0,381 ſetzen. Indem man den Ausflug bei ver- 


ſchiedenen Ventilſtellungen beobachtete, ergab fi), daß der Widerftandscoef- 
ficient zwar abnahm, wenn der Ventilfchub größer wurde, daß aber dieje 
Abnahme ſchon höchſt unbedeutend ausfiel, wenn der Ventilſchub die halbe 
Weite der Apertur übertraf. Seine Größe war für diefen Stand, — 11, 
alfo die Widerftandshöhe oder der Drudhöhenverluft 
- vu’ — 1 ve 
ll, 
wenn © die Gefchwindigfeit des Waſſers in der vollen Röhre bezeichnet- 
Diefe Zahl kann man auc) benugen, um die anderen Querſchnittsverhältniſſen 
entſprechenden Widerftandscoefficienten zu beftimmen. Segen wir allgemein 
F \? 
PER (RE, WA 
S = ¶ H 
ſo erhalten wir für den beobachteten Fall: 
F —1 
ei Ei . 
FI Ra, wm - (8 
daher 
1 1 
0,381 te: Yıı) F 4,317.0,381 
und endlid) allgemein dev Widerftandscoefficient:. 


— 0,608 
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F < F 
= (5608 )= (1 IF 1) 
Iſt z. B. der Querſchnitt der Apertur die Hälfte von dem der Röhre, jo 
fällt hiernach der Widerftandscoefficient 
— (1,645.2 — 1)? — 2,292 — 5,24 
aus, 
Bei dem Klappenventile war das Querſchnittsverhältniß zwijchen der 


Apertur und der Röhre, d. i. 2, — 0,535; wie aber die Widerjtand- 


coeffictenten mit der Größe der Eröffnung abnehmen, führt folgende Tabelle 
vor Augen. 






































Zabelle 
der Wideritandscoefficienien für die Bentilflappe. 
Deffnungswinfel 15° | 200| 250| 300] 350 | 400| 450) 50° ie a 7 
| 
Widerjtandscoefficient 90| 62| 42| 30| 20 6,6 | 4,6 | 1,7 



































Mit Hilfe diefer Tabelle laſſen ſich die Widerftandscoefficienten für Klap 
pen auch dann noch annähernd berechnen, wenn das Querſchnittsverhältniß 
ein anderes fein follte. Es ift derjelbe Weg zu betreten, weldyen man bei 
den Segelventilen verfolgt hat. 

Beifpiel. Eine Drudpumpe liefert bei jedem Niedergange des Kolbens in 4 
Secunden 5 Eubiffuß Waſſer, die Weite des Steigrohres, worin das fegelfürmige 
Steigventil figt, beträgt 6 Zoll, die innere Weite des Ventilringes, 31/, Zoll unt ver 
größte Bentildurchmeiler 41/, Zoll, welchen Wideritand hat das Waſſer beim 
Durchgange durch diefes Ventil zu überwinden? Das Duerichnittsverbältnis für 
die Apertur it 

3,5\2 

=) = (Aa)? = 0,34, 
und das Verhältnig der ringförmigen Verengung zum Duerjchnitte des Mob: 
res ift 

4,5\2 
daher das mittlere Querfchnittsverhältnig 


F\ 034 z 
#,__054 + 0,44 — 0,39 


FT 2 
und der entiprechende Widerftandscoefficient 
u (188 _ 1) = 3,222 — 10,4 
— (90,39 u 
Die Geſchwindigkeit des Waſſers beträgt 
= —— -°%-63 Ruf, 


er. 1/ 12 
4 4 ) 
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die Gefchwindigfeitshöhe — 0,649 Fuß, und folglih die Wipderftandshöhe 
— 10,4.0,649 — 6,75 Ruf. Die in ver Secunde gehobene Waflermenge wiegt 
5/,.61,755 = 77,2 Pfund; daher ift die mechanifche Arbeit, welche der Durchgang 
des Waſſers durch das Ventil in eben viefer Zeit confumirt: 


— 6,75.772 —= 521 $ufpfunt. 


Zusammengesetzte Gefässe. Die vorftehenden Lehren über den $. 4 

Widerftand des Waſſers beim Durchgange deffelben durch Verengungen finden 
ihre Anwendung aud) nod) bei dem Ausfluffe durd) zufammengejegte 
Gefäße. Der in Fig. 775 abgebildete Apparat AD ift durch zwei, die 

Fig. 775. Miündungen F} und F, enthaltende Scheidewände abge— 
theilt und bildet deshalb drei communicirende Gefäße. Wären 
die Scheidewände nicht vorhanden und die Kanten bei 
den Uebergängen aus einem Gefäße in das andere abge: 
rundet, jo hätte man, wie bei einem einfachen Gefäße, 
die Ausflußgeichwindigkeit durch F': 


— V2 gh 
Vi+& 
infofern A die Tiefe FH der Deffnung unter dem 


Waflerfpiegel und &, den Widerftandscoefficienten für 
den Durchgang durd) die Ausflugöffnung F bezeichnen. 


Da aber nad) dem Durchgange des Waſſers durd) die ANkndungen F\ 
und Fy die Querfchnitte « F, und « F, plötzlich in die Querfchnitte @ und 
G, der Gefäße CD und BC übergehen, und nad) $. 437 die daraus er- 
wachjenden eg 


’\2 2 

Fi (Eye (Ey. 

12, 5* 1) I F\ Gr 29 
und 


N -% J 
betragen, hat man 
14 6 — -5)+ F, Do) 


und en bie as 
V2oh 


Ve G- SE 








u == 


zu jegen. 
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Bei dem zufammengefegten Ausflußapparate, weldyen Fig. 776 repräfentirt, 
findet ganz daſſelbe Verhältniß ftatt, nur ift hier vielleicht noch die Reibung 
Fig. 776. des Waſſers in dem Communications 
rohre CE zu berüdjichtigen. Iſt! 
die Yänge und d die Weite dieſes 
Nohres, ferner & der Reibungscoeffi⸗ 
cient, und v, die Gefchwindigfeit des 
Waſſers in demfelben, jo hat man 
die Höhe, welche das Waſſer beim 
Uebergauge von AC nah GL ver 
liert: 


1 2 11 03 
4=|[1+(2-1) + tal 


oder, da die Gejchwindigfeit », — — zu ſetzen tft, 


[+] 


Zieht man nun diefe Höhe von der ganzen Drudhöhe A ab, fo bleibt die 
Drudhöhe im zweiten Gefäße, A, — h— h, und daher die Ausfluf- 
geſchwindigkeit 


_V2oh, V2gh 


— 
, 
Dieſe Beſtimmung wird bei dem Apparate, welchen Fig. 777 repräſen— 
Fig. 777. tirt, jehr einfach, weil man die Quer: 
ſchnitte @, Gi, @, der Gefäße unend- 
(id) aroß ſetzen kann in Anfehung der 
Miindungsquerichnitte F, Fi, F,. Es 
ift daher die erfte Niveaudifferen; OH 
oder Widerjtandshöhe fir den Durch— 
gang durd) Fr: 


—— 


und ebenſo die zweite Niveaudifferenz O, HI, oder die —— * 
den Durchgang durch Fy: 











a — 292 
— & F3 2 g’ 
wofern nur «, e, und «, die Contractionscoefficienten flir die Miündungen 
F, F, und F, bezeichnen. Hiernach folgt: 
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V2oh 
— € F\® 
V — (er Fi @ F, 
und das Ausflußguantum: 
aFV2 gh 


Ga nn 
Vi +( 2) + +) 
V2gh 


"VG AETau TEN] 


Es ift leicht zu ermeſſen, daß zufammengefette Ausflußbehälter weniger 
Waſſer liefern, als einfache unter übrigens gleichen Verhältniffen. 








“ 


Beifpiel. Wenn bei dem Apparate in Fig. 776 die totale Druchöhe oder die 
Tiefe des Mittelpunftes der Mündung F unter dem Waſſerſpiegel des erſten Ge: 
fäßes, — 6 Fuß beträgt, die Mündung 5 Zoll breit und 4 Zoll hoch, der die bei- 
den Reſervoirs verbindende Lutten aber 10 Fuß lang, 12 Zell breit und 6 Zoll 
hoch ift, welches Ausflußquantum wird diefes Mefervoir geben ? 

Die mittlere Weite des Luttens ift 
4.1.05 3. 

a = N Zuß, daher Ge Fe = 15, 
fegen wir num noch den Meibungscvefficienten £ — 0,025, fe folgt: 
Ü- S —= 0,025 15 = 0,875; 


hierzu den Widerftandscvefficienten Z, — 0,505 für den Gintritt in prismatifche 
Möhren geſetzt, erhält man: 


ı+(4-1)+:5=14+ 0505 + 0,975 = 1,88. 
aF _0,64.8.4 


d= 





Da =: > 0,2845, fo folgt der Widerjtandscoefficient für den ganz 
1 
zen Lutten, — 1,88.0,2545? — 0,152, und den Widerftandscoefficienten für den 
Durdaang durch F, — 0,07 aelegt, erbält man die Ausflußgefchwindigfeit: 
7,906 V6 7,906 V 6 





— — — 17,52 Fuß. 
— Yı,07 1 0,152 1,222 ß 


Der contrahirte Duerſchnitt iſt 0,64.1.1%, = 0,52 Quadratfuß, daher das Auss 
Hußquantum: 
Q = 0,32.17,52 — 5,61 Gubiffuß. 
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Fünftes Capitel 
Bon dem Ausfluffe des Waſſers unter veränderlibem Drude. 


447 Prismatische Gefässe. Erhält ein Gefäß, aus welchem das Wafler 
durch eine Seiten» oder Bodenöffnung ausfließt, von einer anderen Seite her 
feinen Zufluß, fo tritt ein allmäliges Sinken des Waſſerſpiegels und endlich 
Ausleerung des Gefäßes ein. Wenn ferner die Zuflußmenge Q größer oder 
Heiner ift als das Ausflußguantum ur V2gh, fo jteigt oder ſinkt der 

2 

Wafferjpiegel, bis die Drudhöhe A — * —— wird, und nach dieſem 
bleiben Druckhöhe und Ausflußgeſchwindigkeit unveränderlich. Unſere Auf— 
gabe iſt nun, zu ermitteln, in welcher Abhängigkeit die Zeit, das Steigen 
oder Sinken des Waſſers und, nach Befinden, das Sichleeren 
von Gefäßen bei gegebener Form und Größe zu einander ſtehen 

Den einfachſten Fall bietet der Ausflug aus einem prismatifchen Ge: 
fäße dar, wenn derjelbe durch eine Deffnung im Boden erfolgt, und wenn 
dabei fein Zufluß von oben ftatt hat. Dit x die veränderliche Druckhöhe 
FP, F der Inhalt der Mündung und G der Uuerfchnitt des Gefäßes 
AC, Fig. 778, fo hat man die theoretifche Ausflußgeſchwindigkeit 

Fig. 778. v — V2ga, 

die theoretiiche Geſchwindigkeit des ſinkenden Waſſer— 

ſpiegels: 





F F' Ps ” - . 
ni V29z, und die effective: 
V— 
4 ca — v2 9 T. 


Anfänglich ft & — FO=h, und am Ende dei 

Ausfluſſes, 2 0, alſo die Anfangsgeſchwindigkeit ift: 
e— EE Vagn 

und die Endgejchwindigkeit: cı — 0. 

Man erfieht aus der Formel 


ups 
9 -V:(4 9%, 


daß die Bewegung ded Waſſerſpiegels gleichförmig verzögert und daß das 
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R ur\? . ’ 
Berzögerungsmaß p — ) 9 iſt; man weiß daher auch ($. 14), daß 


diefe Geſchwindigkeit — Null wird und mithin der Ausflug beendigt ift 
nad) der Zeit 


t — EN — Vagh: ( 2) = * 20h 
p 9 


26V 


ur wrFV2g 
Auch kann man 


d. i. 
— 


ſetzen, und dieſemnach annehmen, daß zum Ausfluſſe der Waſſermenge 
V — Gh durd) die Bodenöffnung F bei einer von h bis O abnehmenden 
Drudhöhe doppelt ſoviel Zeit notwendig ift als bei unveränderlicher Drudhöhe. 

Da der Ausflußcoefficient nicht ganz conftant ift, fondern bei Abnahme 
des Drudes größer wird, jo muß man bei Berechnungen diefer Art einen 
mittleren Werth diejes Coefficienten einführen. 


Beifpiel. In welder Zeit leert fih ein varallelepipedifcher Kaften von 14 
Duadratfuß Duerfchnitt dur eine Freisrunde Bodenöffnung von 2 Zoll Weite, 
wenn die anfängliche Drucdhöhe 4 Fuß beträgt? Theoretifch wäre die Ausflußgeit: 

2.14 a __2.14.144.2 _ 8064 
7,906. 7. (1,2 7,306 .7 7,906. 


Am Ende * halben Ausflußzeit iſt die Druckhöhe — (1). .kh=Y,.4=1 Buß; 
nun iſt der Ausflußcoefficient, welcher der Druckhöhe — 1 Fuß entſpricht, für 
eine Mündung in der dünnen Wand, u — 0,613, daher läßt ſich die effective Aus— 


flußzeit = er I = 529,6 — 8 Minuten 49,6 Secunden feßen. 


t= 





—324",7 —5 Min. 24,7 Sec. 





Communicirende Gefässe. Da bei einer anfänglichen Drudhöhe Ah, $. 


die Ausflußzeit 
,_26 Vm 
1 u FV2 urV2g 
und bei einer anfänglichen Drudhöhe hy dife Zeit 
2G 
ur. V29 
ift, fo folgt durch Subtraction die Zeit, innerhalb welcher die Druckhöhe 
aus A, und Ay libergeht, — Waſſerſpiegel um A, — hg ſinkt: 


— — Vz (Vh — Vh,), 


A 
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oder für Fußmaß: 
G = — 
t = 0,253 ur (Vh, — Vh,). 


Es ift umgekehrt die einer gegebenen Ausflußzeit entiprechende Senkung 
s — hı — hy des Waſſerſpiegels durch die Formel: 
” uV29.F \® 
(m — 2G ) 
oder 





zu beſtimmen. 

Dieſelben Formeln finden auch dann noch ihre Anwendung, wenn ein 
Gefäß CD, Fig. 779, durch ein anderes Gefäß AB, in welchem das 

Rig. 779. Waſſer einen unveränderlihen Stand hat, 

gefiillt wird. Iſt der Querſchnitt der Com— 
municationsröhre oder der Mündung, — F, 
der Querjchnitt des zu füllenden Gefäßes, 
— @G, und der anfängliche Niveanabftand 
O O0, zwijchen beiden Wafleripiegeln, — Äh, 
jo hat man, da hier der Wafferipiegel &, im 
zweiten Gefäße gleichförmig verzögert fteigt, 
ebenfall® die Zeit zum Füllen oder die Zeit, 
innerhalb welcher der zweite Wafjerjpiegel in das Niveaı HR des erften fommt: 
2GVh 
uF. V29 
und ebenfo die Zeit, im welcher der Niveauabftand 0,0 — h, un 
0:50 — ha übergeht, alſo der Waſſerſpiegel um 0, O, = s—=h, —h; 
fteigt: 





Sr — (Vh — VR,). 


Beifpiele. 1) Um wie viel finft der Warferfpiegel in dem Gefäße des letzten 
Beifpieles ($. 447) binnen 2 Minuten? Es it 
F n 
h=4,t=2.0-10, 5 = 
und nimmt man noch « — 0,605 an, fo folgt: 
* —  Ft\? 0,605 . 7,906 . ar „ 120 
— h — * — — 2 u een 
(- u. V29 20) > ( 3.184.194 ) 


= (2 — 0,605 . 7,906 - Se) — 1,5523? — 2,412 Ruß, 





und die gefuchte Cenfung : 
s — 4 — 2,412 — 1,58 Fuf. 


$. 449.) Von dem Ausfluſſe des Maffers ıc. 879 


2) Welde Zeit braucht das Waſſer, um in der 18 Zoll weiten Röhre CD, 

Fig. 780. Fig. 780, zum Ueberlaufen zu gelangen, wenn 
es mit einem Gefäße AB durd eine kurze, 
11/, Zell weite Röhre communicirt, und der 
fteigende Waflerfpiegel G@ anfänglich um OH 
— 6 Ruß unter dem unveränderlichen Wafler- 
fpiegel A, und um OC — 4%, Fuß unter 
dem Kopfe C ver Röhre fteht? Ge ift in 

t= — 


VR = .VA,) 
Va 4) 


h=6,h,y=6—-45—= 1,5, 











18\? 
— (—) = 14 und u = 0 
(1: und u ‚sl 


zu In en folgt: 


a0 .1,2248 _ 
0,81 0,81 . 7,906 (V 6 ur. V1,5 )= 55,1 Secunden. 


(= 

Wenn das erfte Gefäß AB, Fig. 781, aus welchem das Waffer in das $. 4 
andere läuft, feinen Zufluß hat, und fein Querjchnitt @, auch nicht als 
unendlich groß angejehen werden fann 
in Hinficht auf den Querſchnitt @ des fol 
genden Gefäßes CD, fo hat man die Be: 
ſtimmung zu mobdificiren. Iſt der veränder: 
liche Abjtand G@, O, des erften Wafferfpie- 
gels von dem Niveau AR, in welchem 
beide Wafjerjpiegel bei Beendigung des 
Ausfluffes ftehen, — x, und der Abftand 
GO des zweiten Waſſerſpiegels von eben 
diefer Ebene, — „, fo hat man die veränder- 
liche Drudhöde = r + y umd die entjprecende Ausflußgefchwindigkeit 


ve —= V24 9(2 + y), oder, da das Wallerquantum GC, — @y ift, 


a V» (1 r 2), 


Die Geſchwindigkeit, mit welcher der Mafferfpiegel im zweiten Gefäße fteigt, 


it nun: 
= EE \/as(ı+ &), zz)» 


folglich die entſprechende Benin 


(lt) 


und die Ausflußzeit: 


fig. 781. 
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a /(,., e\, —— G 
t = — — ne — 
ẽ sr zn a) lt )9 
ICHRNERER: 2. ERENER 
G 
ER 
u ofı + 7 
Führen wir ſtatt æ und y den anfänglichen Niveauabſtand A ein, ſetzen 
wir alſo x + y = h, oder (1 4 2) y — h, fo erhalten wir: 
1 


— h 
— ——— 
IE 
’@ 
und die Zeit, binnen welcher die beiden Waflerfpiegel in ein Niveau kommen: 
2GVh _ 2606, Vh 


t [= ns ————————— 
G 
ur(i Hi =) Va5g 4F(@ + 6) V29 
\ 1 x 
Die Zeit, innerhalb welcher der Niveauabftand von A auf A, finft, it 
dagegen: 
‚_ 266 (Va — Vh) 
urF(@G + 6) V29 
Beifpiel. Wenn der Querſchnitt G@, des Kaltens, aus welchem das Waflır 
zufließt, 10 Duadratfuß und der Querſchnitt @ dis Kaſtens, welcher das Mafter 
aufnimmt, 4 Quadratfuß mißt, wenn ferner der anfängliche Niveauabitand A zwi: 
ichen beiden Wafferfpiegeln 3 Fuß beträgt und die cylindrifche Gommunicatien® 
röhre 1 Zoll Weite hat, fo it die Zeit, in welder das Waſſer in beiden Gefägen 
auf gleihes Niveau fommt: 
— _2:10.4. v3 __320.72.V3 _ 9 — 


n 14 7— 0832.7,906.7r 
0,82 .7,906 7 ° 174 


Wandeinschnitt. Fließt das Waſſer durd) einen Wandeinſchnitt 
oder Ueberfall DE aus einem prismatiichen Gefäße ABC, Fig. 732, 
welches feinen Zufluß erhält, jo ift die Ausflußzeit auf folgende Weije zu er- 

Fig. 782. mitteln. DBezeichnen wir den Duerjchnitt 
des Gefäßes durch G, die Breite EF des 
Einjchnittes durch b und die Höhe DE dei: 
jelben durch A, und theilen wir die ganze 
Ausflugmindung durch Horizontalen in lau- 
ter jchmale Streifen, jeden von der Breite 


b und Höhe 2 Bei conjtantem Drude it 





die Ausflußmenge auf die Secunde bezogen, 
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Q— ?/;ubV2gR, 

bivibiren wir dieſe in ben Infatt TH einer Waſſerſchicht, fo erhalten wir 

die entfprechende Ausflußzeit: 


2/,unbV2gh?' 


IN ch ichreiben wollen. 
2unb v2 9 

Um nun die Ausflußzeitet für ein Waflerguantum @(h — h,) zu er 
halten, oder um die Zeit zu beftimmen, innerhalb welcher der Waflerftand 


über der Schwelle, von DE=h auf DE, — h, herabjinft, ſetzen wir 
h, = —h, laſſen = h, aus m Theilen beftehen, führen nun in der legten 
Gleichung ftatt A ®, fucceffiv 


DDR EECH 


ein, und addiren endlich die erhaltenen Ergebniſſe. Auf diefen Dege be» 
fommen wir die gejuchte Zeit: 


N ] 


wofilr wir 





3Gh Rh” 
Ya 1) % u; 
— gundbV29 ar AT [m- +(m+ ) + .+n ] 
3Gh"% 
_ — II 23 Ir... 2% 
2un- %pV29 [( * + n%) 


— (144 2-% 4344... + m), 
oder nad) dem „Ingenieur“, Arithmetik Seite 88: 
3Gh"% n +1 mr+ı 


—— — — — — | gm men — — — — rr 


2un%dV2g — — “ nz 1 
m — zo 2 m” y. nr — — 
2ubV 2gh I Avon ") 


= v7 [G ) u 1 = ub MET, Yen Vh N 


Setzt man Ah, — 0, fo erhält man und alfo aud) t — w; damit 


—1 
vn 
alſo das Waſſer bis zur Schwelle abläuft, iſt eine unendliche Zeit noth— 
wendig. 

Beiſpiel. Wenn das Waſſer durch einen Wandeinſchnitt von 8 Zoll Breite 
aus einem Reſervoir von 110 Fuß Länge und 40 Ruß Breite ausfließt, in wels 

Werebach's Lehrbuch der Mebamıt 4 56 
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her Zeit geht der Waflerftand von 15 Zoll über der Ueberfallichwelle in ben 
Maflerftand von 6 Zoll über? Es ift: 





3.110.400 1 
= —— = (V2 — V%,) 
4.25.7906 \ Vo5 — VE u. 27,008 * 
19800 19800 .0,5198 __ 1302 
Nimmt man den Ausflußcoefficienten u = 0,60 an, fo folgt die effective Austlusget: 
t= ee — 2170 Secunden — 36 Minuten 10 Secunden. 


Anmerfung. Für eine rectanguläre Seitenöffnung läßt fib annäkm: 
ſetzen: 
t= va Ir VM) — 555 — (Vs — Vr>)), 
— 
und es — * und @ bie a der Oeffnung und des Gefäses, a 
die Deffnungshöhe, A, die Drudhöhe am Anfange, ſowie h, die am Ente ve 





Ausflufes. Wird A, = 5, fo geht die Oeffnung in einen Wandeinſchnitt über 


und es ift nun die Formel für diefen anzuwenden. 


Keil- und pyramidenförmige Gefässe. Bildet das Ausflufgefäi 
ABF, fig. 783, ein horizontale, dreifeitiges Prisma, fo findet man 
Fig. 788. die Ausflußzeit auf folgende Weife. Theiles 

wir die Höhe CE— h in n gleiche Theile 
und legen wir durch die Theilpunfte Horizontal. 
ebenen, jo zerlegen wir das ganze Waſſerquan 
tum in lauter gleich dide Schichten von gleicher 
Yänge AD —1 und von oben nad) unten zu ab- 
nehmenden Breiten. Iſt die Breite DB der 
oberen Schicht, — b, fo hat man die Preite 
D, B, einer anderen Schicht, welche um CE, — x liber der in der umteren 





Kante liegenden Mitndung F fteht, y — nd, und ihr Volumen — yl- a 
R 


bl — ? 
— * Nun iſt aber die Ausflußmenge, auf die Zeiteinheit bezogen: 


Q=urFV2 gx, 
* folgt dann die Meine Zeit, innerhalb welcher der Waſſerſpiegel um 


— - fintt, 
bl ° — 
r= —z:uFV2gx — — ar. 
au nuFV 29 


Da endlic, die Summe aller z%, von x — .d bis x — nn genommen, 
n n 


1 
— 6* AR = — —X 
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iſt, jo hat man die Zeit zum Ausflufle = — Waſſerprisma's: 


bl BAUE 
Bi U a SE un 
nuFYy2g h i SV L urFV2gh h 
— 
— 4 — — 
uFec’ 


wenn V — !/,blh das ganze Waſſervolumen und c — V2gh die an- 
fängliche Ausflußgefchwindigfeit if. Es braucht aljo hier das Wafler um 
2/2 mehr Zeit, ald wenn die Ausflußgefchwindigfeit unveränderlich c wäre. 
Bildet das Gefäß ABF, Fig. 784, ein aufrechtftehendes Paraboloid, 
jo hat man für das Verhältniß zwifchen den 
dig. 734. Halbmeſſern KA — y und CD=b, 
Va 
b Vh' 
und daher das Verhältnig des Horizontaljchnittes 
G, durd) K zur Grundflähe ADB = @: 





G : ©, 
= = =, folglich: 
= 
und den Inhalt einer Waflerfchicht: 
h Gx 
— 6: -= -. 
n n 


Die vollftändige Uebereinftimmung dieſes Ausdrudes mit dem fir das drei» 
feitige Prisma gefundenen geftattet daher aud) hier 


t= 14 „ach 
" urFV2gh 
zu fegen, oder, da hier V — !, Gh ift ($. 124, Beifp.), auch 
EIN EB 
— 


Dieſe Formel läßt ſich in vielen anderen Fällen zur angenäherten Be— 
ſtimmung der Ausflußzeit namentlich auf das Ausleeren von Teichen 
anwenden. Sie gilt überhaupt auch in allen den Fällen, wenn die Horizon⸗ 
taffchnitte wie die Abftände von dem Boden wachſen. 

Fig. 785. Hat man es endlicd mit einem pyramiden- 
förmigen Gefäße ABF, Fig. 785, zu thun, 
fo ift 


G,:G = x”: h?, und daher G, = 


ferner der Inhalt der Schicht H, Rı: 
Gıh h Gx? 
u Ft 


@Gx? 
2 25 





b6* 
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und die Zeit zum Ausfluffe derfelben: 


@Gx? — 
— — urV2gz = 


——— 
nuFhV2g 


ho; h 
Da aber die Summe aller x% von x — bis x — — genommen, 


-(* 5* nn 2/,n h" 2 


ift, fo folgt die Zeit zum a der ganzen Pyramide: 





Y 1 
= — tn — ———— — 
nuFhV2g uFV2g uFVaoh 
oder 1); Gh=V geſetzt, 
Y 
— 
=! re 


Da bei dieſem Ausfluffe die anfängliche Ausflußgefchwindigkeit von c al- 
mälig bi8 Null abnimmt, fo ift die Ausflußzeit !/, größer als wenn die 
Geſchwindigkeit unveränderlich — c bliebe. 


Beifpiel. In welcher Zeit wird fih ein Teich, beiten Warlerfpiegel 7650 
Duadratfuß Inhalt hat, leeren, wenn das in der tiefften Stelle einmündent 
Fifchgerinne 15 Fuß unter dem Wafferſpiegel ſteht und eine Röhre von 15 Zel 
Weite und 50 Fuß Länge bildet? Theoretiſch ift die Ausflußgeit: 

765000 . 15 19584000 
th ——=h.Y- Prager: 7% — — — 
FV2gh . 2-(2) .7,906 VE 7.7,906 Vı5 
— 203586 Secunden. 


Nun ift aber der Wiverftandscoefficient für den Eintritt in das innen etwa m 
den Winfel von 450 atgefchrägte Teichgerinne: 


£ = 0,505 + 0,327 (f. $. 423) — 0,832, 
und der Reibungswiderftand für diefes Gerinne: 


v? 2 2 
— 00854. re 


daher folgt der — Ausflufcoefficient für rn 
1 


—VıFoaFı Vai a 
und die in ER ftehende Ausflufßzeit: 
t = 203556 : 0,594 — 342670 Secunden — 95 Stunden 11 Minuten. 

$. 452 Kugel- und obeliskenförmige Gefässe. Mit Hilfe der im legter 
Bi. 736. Paragraphen aufgefundenen Formeln kann man nur 
auch die Ausflußzeiten fir viele andere Gefäße, z. & 
für kugel-, obelisfens,pyramidenförmigen.f.m. 

finden. 
1) Für das Peeren eines gefüllten Kugelſeg— 
mente® AFB, Fig. 786, deſſen Halbmeſſer 
CA=CF=r, und Höhe FG — h ift, erhält man: 
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Bea a N nn UI I 
. "urFV2gh i urV2gh a urV29 
alfo für das Leeren einer vollen Kugel, wo h — 2r ift, 
__16rr? V2r 
 15uFV2g' 
und für das einer halben Kugel, wo h —= r, 
_ MarVr 
15u F V29 
Es ift. nämlich Hier die der Tiefe FG, — x entſprechende Horizontal- 
Schicht H, R; — 61: 
h 2rxrhx ah? 
=axı(2r— 2) - = — 
n n n 
folglich bei der Ausflußgefchwindigfeit » — V 29h, die Zeityum Ausfließen 
derjelben 








— 2arh F ach 

nuF V29 nu F v2 g 
Da der erjte Theil dieſes Ausdrudes mit der Formel fiir das Leeren des 
prismatifchen und der zweite Theil mit derjenigen für das Leeren des pyra— 
midalen Gefäßes übereinftimmt, wenn man nur das eine Mal 2rzrh ftatt 
bl und das zweite Mal mh? ftatt G fett, jo erhält man mit Hilfe der 
Differenz für die im vorigen Paragraphen gefundenen . Ausleerungszeiten 

eines prismatifchen und eines pyramidalen Gefäßes: 


⸗ — 
urV2gh 
und Ch 
= 2), —— 
urV2gh 


auch die oben angegebene Ausleerungszeit de8 Kugelſegmentes. 

2) Für das obelisfen: oder pontonförmige Gefäß ACK, Fig. 787, 

Fig. 737. laffen ſich, da dafjelbe aus einem Paral- 

(clepipede A EK, aus zwei Prismen BEN 
und? DEN und einer Pyramide CHEN 
(vergl. $. 121) zufammengefegt ift, die obi- 
gen Formeln ebenfalls anwenden. Es fei db 
die obere Breite AD, bi die untere Breite 
KL, ferner 1 die obere Länge AB und [, 
die untere Länge KN, und endlid A die 
Höhe OF des Gefäßes. Dann hat man 
für die Fläche des Wafferfpiegeld A C: 
bebh t+tbl—I)+Ib -b)+l—- I) — —2* 
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und davon bildet b, !, die Bafis des Parallelepipedet A EK; ferner find 
b, (T — h) und !, (b — b,) die Grumdflächen der beiden Prismen BEN 
Fig. 788. und DEK und es ift (I — 1) (b—bı) 
die Bafis der Pyramide CEN. Nun ifi 
aber die Ausflußzeit fiir das Parallelepipe: 
Dec — 2dhVh 
aFV2g' 
ferner die Ausflußzeit für die beiden dreiiei- 
Lw tigen Prismen: 
* 4 no, A-m)+ho—u)Vh 


uFV2g 





und endlicd) die Ausflußzeit fitr die Poramide: 
a—ı)bd—b)VRr 


=? 
3 ls — TER 
ed folgt daher die Ausflußzeit fir das ganze Gefäß: 
t=h tb +b vs 
h 
—=[305,4+10b,(l—1,)+101 (&—b)+6 (l--1,)(d—b,)] 15a FV3 
2VYh 


Ze ! ri AL SEE 
[3d2+86,1, +2(bl, +50] 15u FV29 


Iſt J = a jo hat man es mit einer abgekürzten Pyramide z— 


thun. Setzen wir fiir diefe die Grundflähe DI — G und bie Grundfläche 
b,lı = Gi, fo erhalten wir: 


— 2Vh 
t= (36 +86 +4V 60) ———. 
(36 +86: + ) —— 
Uebrigens iſt leicht zu ermeſſen, daß dieſe Formel auch für jede drei- und 
vieljeitige Pyramide gilt. 


Beifpiel. Gin obelisfenformiger Waflerfaften ift oben 5 Fuß lang und 3 Aut 
breit, und 4 Fuß tiefer, nämlich im Niveau der 1 Zoll weiten und 3 Zoll langen 
horizontalen Anfagröhre, 4 Fuß lang und 2 Fuß breit, wie viel Zeit braucht das 
den Kaften anfangs ganz füllende Wafler, um 21/, Fuß zu finfen? Die Zeit zum 
Leeren ift, u — 0,815 angenommen: 


t=[8.4.2+3.5.3+2@8.4+ a 
15.0815. 2. (1) .7,906 


153.4.4.144 2304 
= 75.0815.7,906.n — 198 5935 79067 > 153.7,588 = 1161 x. 


Im Niveau 4 — 2), = 1Y, Fuß über der Röhre iſt — 4 = 
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und b=b, + % = 2% Ruß, daher die Zeit zum Leeren, wenn das Gefäß 
nur bis zu diefem Niveau gefüllt ift, 
1152 V1,5 
t, — [8.4. „35,19 „3 ‚IN, - — — 
1 [8 4 2 +3 8 + 2(2 Ya + 4 /s)] 15. 0,815 . 7906 rı 
— 131,672. 4,6465 = 612 Secunden. 


Die Differenz der gefundenen Zeiten giebt die Zeit (549 Secunden), innerhalb 
welcher der anfänglich bis zum Kopfe des Gefäßes reichende Waflerfpiegel um 21/, 


Buß finft. 
 Ungesetzmässige Gefässe. Iſt die Ausflußzeit fir ein ungefeg- $. 453 
mäßig geformtes Gefäß HF, Fig. 789, zu finden, fo hat man eine 

Fig. 789. 











Annäherungsmethode, 3. B. die Simpfon’fche Kegel, anzuwenden. Hat 
man die ganze Waffermaffe in vier gleich Hohe Schichten getheilt, und die 
den Horizontalfchnitten Go, Gı, Ga, @s, @, entiprechenden Drudhöhen 
durch Ay, Ay, Aa, Aa, h, bezeichnet, jo ergiebt fich die Ausflußzeit durch die 
Simpfon’she Regel: 

ho — hi Go 4 G, 2 G; 4 Gr G; )- 





—_ 


= — | — = + — a. J 
Bei Annahme von ſechs Schichten erhält man: 
Mo—hs ( Go 4G, 26 464 2G, 4(@, oe) 
18uFV29 vn’ Vh, r Vm Va, Vm Vi Vi 
Das Ausflußguantum ift im erften Yalle: 
yo’. — HG, +46 +2 +4@% + @,) 
im zweiten: 
vr + 1 +3, +41 +24 +46 +6.). 
Iſt die Geftalt und Größe des Ausflußgefäßed nicht bekannt, jo fann 
man durch die in gleichen Zeitintervallen beobachteten Wafferftände ho, Aı 
u. ſ. w. die Ausflugmenge V gleichwohl berechnen. Iſtet die ganze Ausfluß—- 
zeit, jo hat man bei Boden und Seitenöffnungen: 
DIET, +4Vh +2Vm +4Vm + Vi), 
und für Ueberfälle oder Wandeinſchnitte— 


v2, EBEVEE VRR + AV + aVEg + AV + Vi) 
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Beifpiel. In welcher Zeit finft der Waſſerſpiegel eines Teihes um 6 Ani, 
wenn das Teichgerinne einen halben Gylinder von 18 Zoll Weite, 9 Zell Fur 
und 60 Fuß Länge bildet, und die Wafferfpiegel folgende Inhalte haben: 

Gy bei 20 Fuß Drudhöhe, = 600000 Quadratfuß. 


G, " 18,5 ” " = 495000 ” 
Gu „ 170 „ * — 410000 = 
G;, [7] 15,5 " ” = 325000 ” 
04 14,0, — 265000 — 


Gi fF= 7 = = — 0,8836 Quadratfuß. Segen wir, wie in 
Beifpiel zu $. 451, den Wibderftandscoefficienten für den Eintritt, = 0,832, m 
den für die Reibung, — 0,0051 — 0,025.60.1,091 = 1,6356, fo it ver Aut 





d 
— 
a nn ee; 
Vı + 0,852 + 1,6365 V3,4685 
und 
uF V29 — 0,537 . 0,8836 . 7,906 = 3,7518. 
Nun hat man: 
G, __ 600000 6, __ 495000 _ 
Vn Vo 'Ym Ver 
6 410000 G 325000 
—. = — = 9944, — = — 83550 
Vr, Vı7 Vr, YVıs, 
G, 265000 
— — Cm, An 70830, 
VR, Yı4 


daher folgt die Ausflußzeit: 
6 
= 12.3,7518 (134170 + 4.115090 + 2.99440 + 4.82550 + 705%) 


1194440 
— 7.5056 — 159190 Secunden — 44 Stunden 13 Minuten. 


Das Ausflußauantum ift: 
V = %, (600000 + 4.195000 + 2.410000 + 4.325000 + 265000) 


4 | 
= — — 2482500 Cubikfuß. 








Zu- und Abfluss. Erhält das Gefäß während des Ausfluffes vor 
unten, noch Zufluß von oben, fo wird die Beftimmung der Zeit, inner 
halb welcher der Waſſerſpiegel auf eine gewiſſe Höhe fteigt oder finft, m 
verwidelter, fo daß man ſich meift mit einer angenäherten Beftimmung be 
gnügen muß. Iſt das Zuflußguantum pr. Secunde Q, > u FV 20h. ft 
findet ein Steigen, und ift Q < uFV2gn, fo findet ein Sinfen de 
Wafleripiegels ftatt. Uebrigens tritt - alle Mal Beharrungszuftand ein 


wenn die Drudhöhe entweder auf k — 56 angewachſen oder dahit 


herabgeſunken iſt. Die Zeit r, — ie die veränderliche Dıudhö 
x um die Heine Größe 5 wächſt, ift beftimmt durd) die Gleichung: 
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HME=QAr— ur V2ge.r, 
und dagegen die Zeit, innerhalb welcher der Wafferfpiegel um & finkt, dur): 


HE=urFV2ga.ı — Qt. 
Mean hat daher im erften Falle: 





7 — ——— 
Qı — u FV2ꝗuæ 
und im zweiten: 
Tr = G 5 


ur V 292 — Qı 
Durch Anwendung der Simpfon’fchen Regel erhält man jo die Ausfluß- 
zeit, innerhalb welcher der Wafjerfpiegel finfend aus G, in Gh, Es, ... und 
die Drudhöhe aus a in Ay, Ag, ... übergeht: 





= v% 4 G, 2 G3 
F Tee Qı urFV2gh — Qı wFV2gh, — Qı 
4 G; a] 
uFV29,—Q urFV2gy— QJ' 


oder einfacher, wenn man — durch V/% bezeichnet, 
ho — — . Go 4 u 2 6 


u — zes: ve mV TIm-Ve. 
— — > —— 
—— Vk Eee Vk 
It das Gefäß prismatifch und hat e8 den unveränderlichen Querfchnitt 
G, jo — man * des Verfaſſers Erperimentalhydraulif, $. 9, XII.): 


= 5 Ivan Vh + Vk. log. nat. — 


für die Zeit, innerhalb welcher die Druckhöhe aus A in A, übergeht. 
Vrh—Vk _Va—VR _ 
Da fir h —=k, N EHE Mei 
a 1.5 2 Sa 
ausfällt, jo folgt, daß der Beharrungszuftand erft unendlic) ſpät eintritt. 
Bei einem Wandeinfchnitte ftellt ſich folgende Formel heraus: 
‚_6k —* (VV-VV0 
30 ee Vk”’ (m +Vhk+R) 
— (Vr—Vn) Vı12k | 
12 . . t . — — — ———— —— —— — 
+ Vi8.are (tang 3k + (aVR+Vxr) (2aVn + vn) 


2/. 
wo k — (=) / *, log. nat. den natürlichen Logarithmen und 
?/; ab V29 





m. 


‚435 
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arc. (tang. — y) den der Tangente y entiprechenden Kreisbogen bezeichnet, 
Je nachdem k S h, oder das zufließende Waflerguantum 
Q Z %Y,ub V2ghs 

iſt, findet entweder ein Steigen oder ein allen des Waſſerſpiegels flott. 
Der Beharrungszuftand tritt ein, wenn A, — k ift, die entſprechende Zeit 
t fällt aber © aus. 

Beifpiel. Im welcher Zeit fteigt das Wafler in einem 12 Ruß langen uns 6 
Ruß breiten parallelepipedifchen Kaften von Null auf 2 Fuß Höhe über der Schwelle 


eines Y/, Fuß breiten Wandeinſchnittes, wenn in der Secunde 5 Cubikfuß Barker 
zufließen? Man hat hier A —= 0, daher einfacher: 
| htVYmnk+k, vo ( — V3h, ) 
t = —— |lo ‚a. — vyı2 arc.\tan — — 
sQ9L” (Vh, — Vk)* = IT Syarıvn 
Nun iſt =12.6=- 72 Qı =5h= 23, b und u = 06, ſewie 


ae 5 oo 
k= (yoogy,76) = 215 


daher folgt die gejuchte Zeit: 
BAT — 4,15444 V 4,3088 _Vare( — v6 )| 





8.5 ‘(1,4142— 1,4678)? \ 1,4142+2,9357 
6,2302 5 ve 
— 10,341 [10 nat. 0,000875 Vı12.are. (tang. = 13% | 


— 10,341 (7,682 — 1,778) — 10,341.5,90 — 61 Secunden. 


Schleusen. ine nügliche Anwendung der oben abgehandelten Yehren 
läßt fic) auf das Fitllen und Leeren der Schlenfen (franz. ecluses; 
engl. sluices) machen. Man unterfcheidet zweierlei Schleufen (Schifffahrt 

Fig. 790. Ichleufen), nämlich ein 
fache und doppelte. Die 
einfaheSchleufe, dt 
gur 790, befteht auf 
einer Kammer B, welche 
durch das Oberthor HF 
vom Oberwafler A um 
durch das Unterthor RS 
vom Unterwafler U ge 
trennt wird. Die dop: 
pelte Schleufe, 4 
791, hingegen befteht 
aus zwei Kammern, mit 
dem Oberthore KL 
Mittelthore HF um 
Unterthore RS. 
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1) Seen wir den mittleren horizontalen Querfchnitt einer einfachen 
Schleufentammer, — G, den Abftand OO, der Mitte der Schugöffnung 
im Oberthore von der Oberfläche HR des Oberwaſſers, — Ah, und den Ab— 
ftand O, O, von der des Unterwaſſers, — h,, und endlid) den Inhalt der 
Schugöffnung, — F, fo erhalten wir die Zeit des Füllens bis zur Mitte 
der Mindung, wobei die Drudhöhe conftant ift: 

2 
: uFV2gh, 
und die Zeit zum Füllen des iibrigen Raumes, wobei ein allmäliges Abnch- 
men der Drudhöhe ftatt hat: 

2GCh 
u F V2 gh, 
es ift folglich die Zeit zum Füllen der einfahen Scleuje: 

(2hh + h,) G 
a ur V2gh, 

Befindet fi) die Mündung im Unterthor ganz unter Waffer, fo nimmt 
beim Leeren die Drudhöhe allmälig von OO, —=hı + hy bis Null ab, 
es ift daher die Zeit des Leerens oder Ablafjens: 


2 G J h, + 2G VYh+la 


urFrVa 
Steht hingegen ein Theil der Mündung aus dem Unterwafler hervor, fo 
hat man zwei Ausflugmengen, eine über und eine unter Waſſer ausfließend, 
zu berüdjichtigen. Seen wir die Höhe des Theiled der Mündung iiber 
dem Wafler, = a, und die Höhe des Theiles unter dem Waller, — a,, 
jowie die Breite der Mündung, — b, fo erhält man die Ausflußzeit durch 
den Ausdrud: 
— BIER 


ub V 29 (am +h—Z+aVh+ Er. 


2) Bei den doppelten Schleufen in. 791) nimmt die Drudhöhe 
in der vom Oberwaſſer abgefchloffenen Kammer während des Ausfluffes in 
die zweite Kammer immer mehr und mehr ab. Ift G der horizontale Quer: 
Ichnitt der erften Kammer und finft die anfängliche Drudhöhe OO, — hı 
in diefer Kammer auf X O,—x herab, während das Wafler in der zweiten 
Kammer bis zur Mitte der Schutz- oder Ausflugöffnung, und zwar um 
0; 0, = hz fteigt, fo ” man die entfprechende Zeit: 


ee — VM=Ye) 


Nun ift aber en 
(Gr (hı — x) — Gr ha, daher: 


2 — 


= 


. 456 
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und: | 
= m (Vin - Yn - Gh) 
urV2g G 


- (Vom - Von — Gh). 
Die Zeit, in welcher das Wafler in der zweiten Kammer fo hoch fteigt, 
wie in der erften Hammer, nad) welcher aljo das Waſſer in beiden in einerlei 
Niveau fommt, ift nad) $. 449: 


266, Vz 26 VE VGm — Gh 


ur +G)V7 uFl@+a)V20 
und die ganze ————— 


IShth= nyn (ven - 7a Ve 6). 


Beifpiel. Welche Zeit it zum Füllen und Ablaſſen folgender einfachen 
Scleufenfammern nöthig? Mittlere Schleufenlänge = 200 Fuß, mittlere Breite 
— 24 Fuß, alſo @ = 20.24 — 4800 Quadratfuß, Abitand des Mittelpunf: 
tes der Schugöffnung im Oberthore von beiden Waflerfpiegeln, = 5 Fuß, Breite 
beider Deffnungen, — 21, Fuß, Höhe der Deffnung im Obertbore, — 4 Auf, um 
Höhe der Deffnung im Unterthore (ganz unter Wafler), = 5 Auf. Seßen wir in 

a NIT Einen G = 4800, u = 0,615, 
urFV2gh, 
F= 4.2), = 10 und V2g — 7,906, 
fo erhalten wir die Zeit zum Füllen: 


— 35.80 _ _ __ 10 c662 Sec. — 11 Min? 
6,15 . 7,906 V5 123.796 V5 


Setzen wir in der Formel 


2GVh - — — 
— — — = h = "5.2, = 125, 
fo folgt die Zeit : — Leeren der Schleuſe: 
t 2.4800 V10 — 500 Se. — 8 Min. 20 Sec. 


— 0,615. 12,5.7,905 


Hydraulischer Versuchsapparat. Mittel® eines in ig. 792 ab 
gebildeten Hydraulifchen Verfuhsapparates kann man nicht allein durch 
mehr als 100 PVerfuche die wichtigften Erfcheinungen des Ausfluffes vor Au 
gen führen, fondern auch die hauptſächlichſten Gejege derjelben in Zahlen 
nachweisen. Diefer Apparat befteht in einem Ausflußgefäße ABC mit drei 
Mindungen F), Fy, F‘,, deren Mittelpunfte von dem mittleren Waileripie 
gel WW um Höhen abftehen, welche ſich zu einander wie die Duadratzahlen 
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1, 4,9 zu einander verhalten. In diefe Mundungen laſſen ſich die verfchiedenartig- 
ften Mundftüde und Röhren einfegen, und damit dies ohne Störung durch das 


Fig. 792. 





Waller gefchehen könne, hat man bejondere Verjcjliegungsflappen H,, H;, 
deren Stiele K,, A, durch Stopfbiichjen in der Rückwand des Apparates hin- 
durchgehen, angebradht. In dem oberen und weiteren Theile AB des Appa— 
rates befinden jich noch zwei zugefpigte und nad) oben gerichtete Zeiger Z, 
und Z,. welche als Anhaltepunfte bei den Verſuchen dienen, indem der Durd)- 
gang des finfenden Waflerfpiegel® durd) diefe Spigen den Anfang und das 
Ende eines jeden Berfuches beftimmt. Das ausfliegende Wafler fängt 
man in einem Gefäße auf, das vor dem folgenden Berfuche auf das Ausfluß- 
refervoir gejegt wird und durd) ein mit einem Stöpfel verfehenes Loch feinen 
Inhalt in das Refervoir zuritdführt. 

Um mit Hilfe diejes Apparates die Ausflußcoefficienten uw verſchiedener 
Mundftüde und Röhren zu finden, hat man mittel8 einer guten Secunden- 
uhr die Zeit t zu beobachten, innerhalb weldyer während des Ausfluſſes der 
Waflerfpiegel von der einen Spige bi8 zur anderen finkt, oder die Druck— 
höhe Ah, in die Drudhöhe A, Übergeht; ift dann noch F der Querjchnitt der 
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Ausflußmündung und G der Inhalt des finkenden Waſſerſpiegels, fo hat 
man den Ausflußcoefficienten (f. $. 448): 
_ 20 (Vm—Vh) 
As Fi V29 
und die entjprechende mittlere Drudhöhe: 
— — 4V — 
=: 


Zu diefem Apparate gehört nod) eine Sammlung von Mundftüden und 
Röhren, nämlich quadratifche, rectanguläre, Freisförmige und trianguläre 
Mindungen in diinnem Blech, mit oder ohne innere Einfaffung, Kurze 
cplindrifche und coniſche Röhren, längere gerade Röhren von verfchiedenen 
Weiten, Kropf- und Knieröhren u. f. w., welche fid) in die verfchiedenen 
Ausflußlöcher Fi, Fa, Fz einjegen laſſen. Mittels diejes jo ausgerüſteten 
Apparates fann man in wenig Stunden faft alle Erjcheinungen und Geſetze 
des Ausfluffes vor Augen führen; man fann an demfelben nicht nur die 
vollfommene und unvollfommene, die volftändige und unvollftändige, fon- 
dern auc) die verfchiedenen Grade der Contraction der Waflerftrahlen ftudi- 
ren, ferner die NReibungs:, Knie- und Krimmungswiderjtände in Röhren, fo- 
wie auch den pofitiven und negativen Drud des Waflers, durch Springen 
und Anfaugen u. |. w. fennen lernen. Immer wird man auf recht Leidlich, 
zum Theil aber auch auf iiberrafchend gute Uebereinftimmungen mit den mit: 
getheilten Erfahrungsgrößen (u, $, @, 8) ftoßen. Bet unferem Apparate 
it @ = 0,125 Quadratmeter, die gewöhnliche Miündungs: und Köhren- 
weite ungefähr 1 Gentimeter, und für die untere Mündung, A, — 0,96 und 
h, — 0,84 Meter. (Eine ausführliche Beſchreibung diefes Apparates und 
der mit demfelben auszuführenden Verſuche u. j. w. enthält die Erperimen- 
talhydraulif des Verfaſſers.) 


Ein Beifpiel, wie gut die Beobachtungen an diefem Apparate mit den 
befannten Verfuchen im Großen übereinſtimmen, ift folgendes. Für eine 
kurze cylindrifche Anfagröhre im unteren Loche wurde € — 33, für eine 


längere Glasröhre mit dem Cängenverhättniffe 7 — 124 oder I = 56 
Secunden gefunden; hieraus berechnet ſich für die eine: 

u — 0,815 md & — 5 — 1 0,504, 
und für die andere: 

% —= 0,480 und & — mr — I = 3,332, 


2 
1 
e8 folgt hiernad): 
& — &ı = 3,832 — 0,504 — 2,828, 


S. 456.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers ıc. 895 
und daher der Keibungscoefficient der Köhre: 


d 2,828 
= 7 (ee — 5) = Tag — 0,0228. 
Nach der erften Tabelle in 8. 429 ift für die mittlere Gefchwindigfeit 
© — 1,84 Meter, mit welder das Waller aus der Röhre ausfloß, 


& — 0,0215, alfo die Uebereinftimmung eine ganz gute. Bei diefen Ver- 
ſuchen läßt ſich auch auf das Weberzeugendfte nachweifen, daß die Ausfluß- 
gefchwindigfeit dur) Röhren nicht von der Neigung derfelben, fondern nur 
von der Drudhöhe der Ausmiündung abhängt. Es Fällt 3. B. die Ausflup- 
zeit glei groß aus, die lange Röhre mag im mittleren oder im unteren 
Loche fteden, wenn nur die Ausmiündung derjelben gleich tief unter dem 
Waſſerſpiegel im Reſervoir fteht. 

Diefer Ausflußapparat hat neuerer Zeit noch vielfache Ergänzungen 
erhalten, fo daß es möglich ift, mit demfelben auch Berfuche über den Ausfluß 
des Waſſers unter conftantem Drud, ſowie aud) folche iiber den Ausflug der 
Luft, ferner Verfuche über den Drud, Stoß und die Reaction des Wafjers 
u. ſ. w. anzuftellen. 


Schlufanmerfung. Die Literatur über den Ausflug des Waflers und über 
die Bewegung des Waflers in Röhren wird am vollftändigiten mitgetheilt in der 
„allgemeinen Mafchinenencyklopädie, Band 1, Art. Ausflug“. Won den neueren 
Schriften ift hier nur anzuführen: „Gerſtner, Handbuch der Mechanif, Band 2, 
Prag 1832”; ferner „d’Aubuisson’s Traite d’Hydraulique a l’usage des 
Ingenieurs. II. edit. 1840. Die erfte Ausgabe iſt auch deutſch erfchienen. 
„Eytelwein's Handbuch der Mechanif feiter Körper und der Hydraulif, dritte 
Auflage, 1842”; ferner Scheffler’s Prineipien der Hydroftatif- und Hypraulif, 
Braunfhweig 1847". Wegen ihrer praftifchen Haltung haben die älteren hydrau— 
liſchen Schriften von Boffut und du Buat immer einen großen Werth. Für 
den Unterricht und für das praftifche Studium der Hydraulif ift beſonders geeig: 
net: „Die Grperimentalhypraulif, eine Anleitung zur Ausführung hydrauliſcher 
Berfuche im Kleinen, von 3. Weisbach, Freiberg 1855". Kerner ift gu empfeh— 
len: „Rüblmann’s Hydromechanik“, Leipzig 1857. Der neueren Werfe von 
Lesbroe, Boileau, Ärancis u. f. w. iſt oben ($$. 378, 380 und 387) gedacht 
worden. Noch ift zu empfehlen: Rankine’s Manual of applied Mechanics, 
fowie Cours de Mecanique appliquee II., par Bresse. Bon den hydrauliſchen 
Berfuchen des Berfaflers find bis jegt erit zwei Hefte erfcdhienen, und zwar: 

1) Berfuche über den Ausflug des Waflers durch Schieber, Hähne, Klappen und 

Ventile, und 
2) Verſuche über die unvollfommene Gontracion des Waflers beim Ausfluffe 
u. ſ. w., Leipzig 1843. 

Mehrere neue Abhandlungen des Verfaſſers über Hydraulif enthält der Civil— 

Ingenieur, die Zeitichrift des deutfchen Ingenieurvereines u. f. w. 


— nn 
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Scehste8 Capitel. 


Bon dem Ausfluffe der Luft und anderer Flüffigkeiten aus 
Gefäßen und Röhren. 


Ausfluss vom Quecksilber und Oel. Die allgemeine Formel 
v— V2gh (if. $. 397) 
für die Ausflußgefhwindigkeit & des unter dem durd) die Höhe A gemeitenen 
Drude ausfliegenden Waſſers gilt (ſ. $. 399) aud) bei anderen Flüſſigkeiten, 
3. B. Duedfilber, Del, Alfohol u. ſ. w., und läßt ſich ſogar auch auf den 
Ausflug der Luft und anderer luftförmigen Flüffigfeiten anwenden, wem 
deren Preſſung nicht groß ift. Bezeichnet Y die Dichtigkeit der Flüſſigleit umd 


p den Drud derfelben auf die Flächeneinheit, jo hat man ebenfalls A — 4 
und daher aud) 
v= V: g 2 
Mißt man den Drud durch ein Piözometer, deſſen Füllung, 5. 2. 


Queckſilber, die Dichtigkeit Y, hat, fo beträgt der Stand deilelben, d. i. die 
Höhe feiner Ylüffigkeitsfäule : 








h, = E; 
es ift alfo p = Äh, Yı, und daher aud) 
= Vaolin = Vegan, 
wenn & — = das Verhältuig der Dichtigkeit der Piezometerfüllung zur 


Dichtigfeit der ausftrömenden Flüffigfeit bezeichnet. 

Die Uebereinftimmung der Ausflußgefege der verjchiedenen Flüſſigkeiten 
erftrect fich nicht allein auf die Gefhwindigkeit, fondern auch auf die Con- 
traction der Ylüffigfeitsftrahlen; die Quedfilber-, Del-, Luftftrahlen u. f. m. 
beim Ausfluffe durch eine Mitndung in der dünnen ebenen Wand find ebenio 
und faft in demfelben Berhältniffe contrahirt als die Waflerftrahlen. Einige 
Berfuche, welche der Berfaffer über den Ausflug des Queckſilbers, Rüböles 
und der atmoſphäriſchen Luft angeftellt hat, weijen diefe Uebereinſtimmung 
vollftändig nad) (ſ. Polytechn. Centralblatt, Jahrgang 1851, Seite 386). 
Diefe Verſuche gaben: 

1) Fir eine freisrunde Mindung in der dünnen ebenen Wand von 
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6,5 Millimeter Durchmefjer, bei den Drudhöhen 91,5 Millimeter und 329 
Millimeter die Ausflußcoefficienten : 


für Waffer | Queckſilber | Rübol 


u = 0,709 | 0,670 | 0,674 


Es läßt ſich hiernad) erwarten, daß die Contraction der Quedfilber- und 
Ritbölftrahlen noch wenig ftärfer ift als die der Waflerftrahlen. 

Ferner 2) ein furzes innen gut abgerundetes conoidifches Mundftitd 
von der Ausmindungsweite d — 6,6 Millimeter und der doppelten Länge 
(! = 2d) gab folgende Ausflußcoefficienten: 







für Waſſer Queckſilber a rn 


bei 121,0 6. Temp. | bei 390 C. Temp. 





u — 0,942 | 0,989 | 0,430 | 0,665 


3) Eine furze cylindrifhe Anfagröhre ohne alle Abrundung von 
der Weite d — 6,76 Millimeter, und der dreifachen Länge (— 3 d) führte 
auf folgende Werthe: 









Nuböl 


für Wafler Queckſilber 








bei 121/,0 6. Temp. | bei 390 C. Temp. 


u — 0,885 0,900 | 0,363 | 0,604 

Aus diefen Verfuchen ergiebt ji), daß beim Ausfluffe durch kurze Mund— 
ſtücke und Nöhren da8 Duedjilber nur wenig jchneller ausfließt als das 
Waſſer, dagegen das Rüböl eine viel Kleinere, jedod) mit der Temperatur 
anſehnlich wachjende Gejchwindigkeit hat als das Waffer. Der große Uns 
terfchied zwifchen der Gejchwindigfeit des Nitböles und des Waſſers hat 
jedenfalld in der großen Klebrigkeit des Deles an der Nöhrenwand feinen 
Grund. 

4) Beim Ausfluffe durch eine 6,64 Millimeter weite und 86mal jo lange 
Glasröhre (I.) und beim Ausfluffe durch eine 6,78 Millimeter weite und 
85mal fo lange Eifenröhre (II.) ergaben ſich folgende Werthe der Wider 
ftandscoefficienten &: 


Wersbadı's Lehrbuch der Mechanik. I. 57 
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für Waſſer 


Queckſilber 





Rübol 





bei 60 C. Temp. | bei 320 C. Temp. 





Den letzten Verfuchen zufolge ift ſowohl in einer Glas- als auch in eimer 
Eifenröhre der Widerftandscoefficient des Duedjilbers wenig größer, dagegen 
aber der Widerftandscoefficient des Rüböles viele Mal größer als der des 
Waſſers. Auch ift aus der legten Tabelle zu erjehen, daß der Widerjtande- 
coeffictent des Rüböles um fo mehr abnimmt, je höher die Temperatur oder 
der Flüffigfeitsgrad deffelben ift. Endlich wird auch durch diefe Verſuche 
dargethan, daß die Widerftandscoefficienten der Reibung fitr die Eifenröhre 
weit größer find als für die weit glattere Glasröhre. 


$. 458 Ausflussgechwindigkeit der Luft. Unter der Vorausjegung, da 
die Luft während des Ausfluffes ihre Dichtigfeit nicht ändert, 
läßt fi) die befannte Grundformel für den Ausflug des Wafjers aus 


Fig. 


793. 


1 





Gefäßen aud) auf den Ausflug der Luft ammwen- 
den. Sit daher p der Drud der äußeren Put, 
jowie p, der Drud und y, die Dichtigfeit der 
Luft im Inneren des Reſervoirs AB, Fig. 793, 
jo kann man die Ausflußgejchwindigfeit der leg 
teren (ſ. $. 399) ſetzen: 


7 < 
— 9, m 
Yı 


a, ( 2) 
= VY »,» =(ı — 2). 
V = Yı Pı 





Nun iſt aber (nach $. 393), wenn p den Drud in Kilogrammen auf ein 
Unmadratcentimeter Fläche, y das Gewicht eines Cubikmeters Puft und r die 
Temperatur derfelben bezeichnen, für atmofphärifche Luft: 


1 + 0,00367 .r 


1,2514 \ 


oder wenn man p auf ein Quadratmeter Fläche bezieht, 


p __ 10000 


daher folgt: 


v 1,2514 


-(1 + 0,00367 z) — 7991 (1 + 0,00367 r), 


$. 459.] Don dem Ausfluffe der Luft ıc. 899 
27 = \ 2 = Via Vi H 0008077, 
1 
oder wenn man noch 0,00367 durd) Ö erjegt, 


. 2 — 89,39 Vı + Ör, um 


v — 89,39 - (1 + 67) t = 


— — — — — — — — 


oder, für preuß. Maß, 
v — 159,6 \/ 29 (1 + dr) a — 2) 
l 
er — 
— 1261 Va + Ör) (i 2) Fuß. 


Iſt b der äußere Barometerftand, und A der Manometerftand (M), jo hat 
man aud): 


Pp ’ p h 
= = —— alſo 1 — = = —— 
zer » sry 
und folglich die PN SE der Luft: 
e — 396 V (1 + Kaklrz, £2 us 
— 1261 V (1 + Öör) 2 2 5, duR, 


oder annähernd, bei feinen Manometerftänden, indem man 


1 h 
en — 1 — 5 ſetzt, 
zer 
h 
396 (1 — — V (1 + 81) 7 _ Meter 


1261 (1 = 2) )Va+5 2 32) = Fuß. 


Anmerkung. Wegen des gewöhnlichen Feuchtigkeitszuſtandes der atmoſphäri— 
ihen Luft ift es ratbiam, in der Praris d — 0,004 anzunehmen. 





® 


Ausflussquantum. ft F die Größe der Ausftrömungsöffnung, jo hat $. 4 
man die effective Ausflußgmenge, gemefjen unter dem inneren Drude pı 
oder b + Äh: 
67° 


460 
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rn y Br pi 
=re—=r\/ 202 (1-2)=-rV»2V\Vı- — 
Yı 
— V»2 VE + h' . 


3.2. für Luft: , 


9, = 396 F VTERDE J R Eubifmeter 
a+ dm a 1 2 R Subitfuß, 


Diefes Yuftquantum auf den äußeren Puftdrud p oder b reducirt, er: 
hält man: 


ı=7 ' 


re. * 
=r — -rV@VC+3)3- 


z. B. fir atmofphärifche Luft: 
Q = 396 ra + 59(1 +2) 2 Eubitmeter 





— 1261 F 


— 





— 1261 F\V a + ö7) (1 + +) r Cubikfuß. 


Beiſpiel. In einem großen Behälter iſt Luft von 120 Grad Wärme ein— 
geſchloſſen, welcher ein —— von 5 Zoll entſpricht, während 
der äußere Barometeritand 27,2 Zoll beträgt; welche Windmenge wird aus dem: 
jelben durch eine 14/, Zoll weite freisrunde Mündung ftrömen ? 

Die theoretifche — — iſt: 





1,4404 .5 
— 12 / —— ’ — DE. 
an 1261 |, (1 + 0,00367 .120) 25 = 1261 V 5A Buf; 
ferner der Querſchnitt gi Mündung: 
2 
F='"Z = — 76 +) = — 0,01227 Quadratfuß; 


folglich vie — — — unter dem inneren Drucke: 
— Fv — 596,4. 0,01227 = 7,319 Cubikfuß; 
dagegen gemeſſen unter dem äußeren Drude: 
b+n 322 Eh 
Q — — - Q — 272 - 7,319 = 8,665 Cubikfuß. 
Ausfluss nach dem Mariotte’schen Gesetze. Unter der Bor— 
ausjegung, daß die Luft beim Ausftrömen aus Gefäßen feine Tempera- 


$. 460.] Von dem Ausfluffe der Luft sc. | 901 


turveränderung erleidet, läßt fi annehmen, daß fie ſich Hierbei nad) dem 
Mariotte’fchen Geſetze (ſ. F. 387) ausdehnt, und daher auch voraus: 
jegen, daß das Yuftquantum Q beim Uebergange aus der Prefjung pı 


in die Prefiung p die Arbeit Qp Log. nat. (*) verrichte (ſ. 8.388). Sekt 


‚2 
man nun diefe Arbeit der Arbeit * Qy gleich, welche das Qy bei dem 
Ausfluffe in Anfpruch nimmt, fo erhält man folgende Formel 


v? 


pi 
— —Loq. nat. 6) p, oder 
59 2 g 5 Q1 


=) 
3, In. 


wonach die Kuefißgeeinbigt 


v— Ve⸗ Im. (2) folgt. 








’ _1+6Ör 
Noch ift, wie oben, fir Metermaß : = Ip’ daher hat man aud) 
e—396 \ (1+6ör) In. (2) — 396 Va + dr) In. (°F) Meter, 


ſowie 


iesi/ a 409) 1. () = 1261 Va + dr) In.(® + 








Zn 


wobei b den Barometerjtand der äußeren und A den Manometerftand der 
inneren Luft, ferner 7 die Temperatur der legteren und d — 0,00367, den 
befannten Ausdehnungscoefficienten der Yuft bezeichnet. Nun folgt die theo— 
retifche Ausflugmenge pr. Secunde: 


= Fı = Fr 2,8 = In.: (2) 
) Gubitfuß, 


— 1201— V (1-+Ör) In. (+ 7 > 


oder reducirt auf den inneren Drud: 





a-tg-2r\V ot (@) 


Pı Pı * 
p b-+N 
- u rV ot in (+4 


IF | DEN, 
= nr I Ya +50 Lu-( 7 ) 
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Iſt der Ueberdrud der inneren Luft oder . jehr Hein, jo fann man 
MN _ ml) _yß) 
Im. ( ; )= Im 1+3)=,;-"(5) 


(f. Ingenieur, Seite 81), und daher aud) annähernd 
— — h 
—— 29 y 2b/ b 
fegen, während nad) der erfteren Ausflußformel (j- 8. 459) 


o= Fr Vor (1 +3); 


Es führt alfo die Annahme, daß fich die Luft beim Ausftrömen nach dem 
Moariotte’fchen Gefege ausdehne, auf eine Fleinere Ausflugmenge, als die 
Annahme, daß fie ſich beim Ausfluffe genau jo wie Waſſer verhalte, alfo gar 





nicht ausdehne. Diefe Differenz vermindert fich jedoch mit 2 und ed iſt 


endlich bei ſehr Kleinen Werthen von 2. in beiden Fällen: 





vi nn 





e=rV\ ze 11 Fr \/ ca + nt Cubihuß 
zu jegen. 


Arbeit der Wärme. Der in $.388 gefundene logarithnifche Ausdrud 
für die mechanifche Arbeit beim Comprimiren und Ausdehnen der Luft hat 
nur unter der Borausfegung feine Gültigkeit, daß ſich bei diefer Volumen- oder 
Dichtigfeitöveränderung die Temperatur der Luft nicht ändere; dies ift jedoch 
nur dann anzunehmen, wenn dieſe Veränderung ſehr langſam erfolgt, wobei 
die Wärme hinreichende Zeit hat, ſich mit der Wärme der Gefäßwand und 
der äußeren Luft ins Gleichgewicht zu ſetzen. Geht aber die Dichtigkeitsver— 
änderung der Luft fchnell vor fich, fo ift mit derjelben auch eine Tempera- 
furveränderung verbunden, und zwar beim Verdichten derjelben eine Erhöhung 
und beim Verdünnen cine Verminderung der Temperatur. Es kann daber 
ſich auch in diefem Falle die Spannung nicht nad) dem einfachen Mariotte'— 
ſchen Gefege verändern. Sind p und p, die Preflungen, 7 und y, die Dich: 
tigfeiten, fowie 7 und r, die Temperaturen einer und derjelben Luft, jo gilt 
nad) $. 392 die Formel 

m _1+9u M, 
» 1+dör y 
Wenn fi nun an der plöglichen Preffungsveränderung die Temperatur 
in dem Berhältnifie 


1 + Ör, — YnIV“ —— 
— * ändert, jo läßt ſich 
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Pı __ (@ 4 ei) -(f)* 
pp \1l+6ör/ \y)’ 
n „(At ie) _ (m)* 
y 1+67T/ — — 
ſetzen. 


Wenn in dem Cylinder 40, Fig. 794, durch den Kolben EF an— 

Fig. 79. fänglic ein Yuftprisma von der Höhe EB — s, 
mit der Spannung p und Dicjtigfeit 9 abgejperrt 
wird, und diefe Luftmenge durd) ein ſchnelles Auf: 
ichieben des Kolbens um x plötzlich in die Did): 
tigfeit y und Spannung z verjegt wird, fo iſt der 
legten Formel zu Yolge, 


2=(2) =( ss Yg 
pP ) = an 


und daher 
8 Ya 
— — ) ii 
Um daher den Kolben, defien Fläche der Ein— 
fachheit wegen, der Flächeneinheit gleich) fein möge, 
durch das Wegelement 6 fortzufchieben, ift die mecha— 
nifche Arbeit 


8 Ya 3, 
6 — - oe = 68 "is — -% 
e -) p pos”(s— 9) 





ſowie 














nöthig. 

Führt man nun ftatt x, nad) und nad) 10, 20,36... ein, ſetzt 
man s — n6 fowie die Höhe des Puftraumes am Ende des Kolbenweges 
EE, HB= sı —=mö, jo erhält man die mechaniſche Arbeit, welche der 
Kolben bei dem Ausſchube EE, verrichtet: 


A, — po*|s * + — 0) * + (s — 20)" * +... +(-mo) "] 

„so + 2) + Br ++ (m) % 

— [0% +20) % + BR + + (mo) %] 
* ps”*\1% 4 222 4 3% + ... 1. mr = ... + n% 

6'% > (1% B= 9% + 3% nn ... — m) \ 

Nun ift aber, wenn m und » umendlic, große Zahlen bedeuten, nad) 

Seite 88 des Ingenieur: 
m" 2 


—_ 9—% 32 8 Be — ⸗ — — — 
1% + 2% + 3% + era 7 


= 7pos 





und 


904 Siebenter Abſchnitt. Sechstes Gapitel. [$- 461. 


TER FAR NE Ze 
daher folgt 


BE; \.1.7 JE — 
A: — 0% (2 ne 5) — 2ps 5% * s* 


— 2ps I) = | 


Um das comprimirte Luftguantum AZ, durch weiteres Auffchieben dee 


Kolbens auf den Weg 5, in einen Raum R zu drüden, worin die Preſſuug 
s\% 








n=»(z 


— iſt, wird noch die Arbeit 

—— 

‚= pa = 5% 
erfordert, wogegen die äußere Luft während des ganzen Kolbenweges mit 
der Kraft p nachſchiebt, und hierbei die Arbeit A, — ps auf den Kolben 
überträgt. Es iſt daher fchließlich die ganze mechanifche Arbeit zum Compri- 
miren des Yuftvolumens (1. s) und Hineindrüden in den Raum R: 
A=4+ A; — 4; 


Sr t-nnl-] 


und folglich die Arbeit zum — des Luftvolumens V, von p auf pi: 
A=3R% (% — ı|=3 vr |(e) -1j=sn(\/ 2 < 
während nad) dem Mariotte' ſchen Geſetze 

A=VpIn. 2) 
und bei vollftändiger Incompreffibilität des Fluidums, 

A=V (m —p)=PVp (2 = 1) 


— 2ps 





zu ſetzen wäre. 


Wird umgekehrt das Yuftquantum Y,yı von der Preifung p, durd 
plögliche Ausdehnung auf die Preſſung p und Dichtigfeit 


na) 
vv. (a * 


zurückgeführt, ſo verrichtet daſſelbe die mechaniſche Arbeit 


— F 
A=3V (&)"-ıl= sr 1 - (2) | 
p =) ıPı 2 


oder Bolumen 


$. 462.] Bon dem Ausfluffe der Luft ıc. 905 


Beifpiel. Gin Gebläfe, welches pro Secunde 10 Cubikfuß Luft von b—28 
Zoll Barometeritand in Wind von b + A = 30 Zell Spannung verwandelt, er: 
fordert nach der Formel 


Ya 
A=3Vp [&) — |, 
da der Drucd der äußeren Luft auf den Dunbretfug 


p = 144 . 0,5037 b = 144 . 0,5037 . 23 = 2031 Pfd. beträgt, 
den Arbeitsaufwand 


3/9) 
— 30 . 2031 (\’ > — 1) - — 6093 (y& — ) — 6093 . 0,23265 


— 1418 Fußpfd. 
während die logarithmifche Formel (fiehe Beilp. 1 zu $. 388), A = 1401 Fußpfd. 
gegeben hat und nad der Waſſerformel 
— Pı _ 15 
. i=Vo (& 1)= 29310 (G 
if. 


20310 2 
-)) = = 7 = 1451 Bußpfe, 


Ausfluss der Luft mit Rücksicht der Abkühlung. Das $.4 
Urbeitsquantum A — 3Q,Pı J — 55 welches bei der plötz⸗ 
lichen Ausdehnung des Luftvolumens Q, auf Q frei wird, iſt auch 
gleich zu fegen der Arbeit Qı Yı- — welche die Trägheit der Luft— 
maſſe — bei Annahme der Ausflußgefchwindigkeit v in Anſpruch nimmt. 

Die hiernad) — Gleichung 


p 
UF rEsEL + 2) | 
führt nun auf —— Ausflußformel 


v _ 3Pı J ER (2), — 
29 Yı Pı 


/ > J 
—E Va-alı - —N 
Yı Pı 


wonad) für franzöfifchese Maß 


v — 154,8 V 29(1 + gli Eu -(2)"| | 
’ 


— 685,8 Va + dr) J — (2) (2) | Dee, 
und für preußifches Maß 


v—= 2764 Ve⸗o + dr) J — — 
— 2185 Va + dr) J — 63)7 Fuß folgt. 
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Die ausftrömende Luft hat die äußere Preffung p, die Dichtigkeit 


% 
Yı = Yı (2 


OL 


und das theoretiche Luftquantum, welches — eine — vom Inhalie 
F ſtrömt, iſt 
3Pı 1 - p = 
1 , 
I) 


Q, = F Fo— Fr 20.3 
= 204 F\/ ee 9) | = (2)" | Seit 


wobei p,, ?ı und z, Preflung, Dichtigkeit und Temperatur der inneren Luft 
bezeichnen. 
= den inneren u reducirt, ift das Ausflupquantum 


— —— EEE TI 


a=, 4 = —J * = r(2)" V» 2 |ı -(2) | 


und endlich auf den äußeren — und die innere Temperatur oder auf 


und die Temperatur 


die Dichtigfeit 7 = }7ı (2) rebucirt, ift es 
— = rl Vorl -G)] 
=F V» n 8 19-1] 


ze 


Sept man d "wo b den äußeren und b + % den inneren 


Barometerftand bezeichnet, h erhält man 


Ver ET 
— 276 —8 29014 dr) = Tr us Er — J 
ge zısor\/ ca + 60) - I Zus e+)"- | Cubitfuß. 


In den meiſten Fällen der Anwendung iſt 2 fein, fo daß ſich 
b+h\% h\% h A\? 
lH) ern) + 


22 fhN? h\3 
rennt) 
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—25 lJ — 1, * + Ya 5) 


ſetzen läßt, und num 


— 0 
— — 
u = Flı — (5) Von: I folgt. 


Bei Anwendung auf Gebläfer, Wetter: und Püftungsmafchinen ift 
h 
2 < N,, und daher ganz einfach, das theoretifche Ausflußquantum, 


gemejjen unter dem äußeren Drudeund bei der inneren 
Temperatur 


pı h 

— FV».,»#2 
Q — 
— 9,30 F \/ 29(1 + 81) 2 — 396 ra Eu dr) Cubitm. 


—- 


— 139,6 F\/ 2901 + 1) — air Ya H dr) Cubiffuf 


Beifpiel. Für den im Beifpiel zu $.459 behandelten Fall, wo b — 27,2 


und A —= 5 Zoll, ferner z = 1200 und F— en 0,01227 Duadratfuß ift, 


hat man nad der legten Formel die Ausflußmenge, gemeflen unter dem äußeren 
Drude: 
— 1201 F \/ 1,4404 - = 3 = 1ası Fr V0,208 


= 6489 F — 648,9 . 0,01227 — 7,962 Gubiffuß, 
während oben ($. 459) nad der Waflerformel, @ — 8,665 Gubiffuß gefunden 
wurde, und die logarithmifche Kormel in $. 460, 


== 








Q—= 1261 r\ı, 1,4404_n.25 = 1261 F V 0,2431 
= 621,7.0.01297 =|17, = Gubiffuß giebt. 


Ausfluss der bewegten Luft. Die gefundenen Ausflußformeln 
jegen voraus, daß die Preſſung p oder der Manometerjtand A an einer 
Stelle gemeflen worden fer, wo die Luft in Ruhe befindlic) ift, oder eine jehr 
ſchwache Bewegung hat; migt man aber p, oder h, an einem Orte, wo die 
Luft ingBewegung ift, communicirt 3. B. das Manometer MM, mit der 
in einer Leitungsröhre CF, Fig. 795 (a. f. ©.), befindlichen Luft, jo hat 
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man bei der Beftimmung der Ansflußgefchwindigfeit auch noch die Lebendige 
Kraft der ankommenden Puft zu berücfichtigen. Iſt mun c die Geſchwin— 
digkeit der vor der Manometermindung vorbeigehenden Luft, jo hat man 
demnach zu jegen: 
v? p\” 
dırı'5, = Aıtı 7, — + 3Qn|ı - (2 | 
Bezeichnet F den URN der Mündung und G den der Röhre 
oder des an der Manometermindung vorbeigehenden Stromes, jo iſt das auf 
ftrömende Yuftquantum Q, nn — Gcy, = Fry,, daher folgt 


ee _FY  (@)" 
— und 
- an 


nl @@) E=senf-@)] 


und die in Frage ftehende Ausflußgefhwindigfeit: 


21-0] 
Born, 


oder annähernd, wenn p, nicht viel größer als p ift, 


| (2) | 
29 11 —(= 
x Yı Pı 
F\: 
ar (7) 
(1 +6r) k — (2 = 
—E (7) 
Es ftellt ſich aljo auc, hier, genau wie beim Ausfluffe des Waflers aus 


fig. 795. Gefäßen, die Ausflußgeſchwindig⸗ 
keit um ſo größer — je grö⸗ 


ßer das Verhalmiß —  zwijchen 






= 23185 Fuß. 


dem Querſchnitte — Mündung 
und dem der Röhre oder des an- 
fommenden Yuftftromes iſt. Man 
erjieht auch hieraus, daß umter 
übrigens gleichen Berhältnifien 
der Manometerftand p, um jo 
Meiner ausfällt, je enger die Peitungsröhre oder je größer die Geſchwindig⸗ 
leit der durch jie fortgeführten Luft ift. 
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Bezeichnet p, die Spannung im Windrefervoir, wo die Luft noch in 


Ruhe ift, jo hat man aud): 
v2 — 3Pı k er (2)°) 
29 9ı Do 


umd wenn man aus beiden Gleichungen » eliminirt, fo ergiebt ſich 


(2) 
EP. DAR ER =) a) — 2): 
1 ( 7 (2 ‚ annähernd — 1 3 


= 


It b der äußere Barometer- und Ah der innere Manomteterftand, ſowie 
F der Inhalt der Ausflugöffnung, jo hat man ſchließlich das theoretische 
Ausflugguantum, gemeflen unter der Dichtigfeit 


EN 0 - 
r= (2 Yı >» + h. 
—— EEE 
a7; 7 (+7) 
Q=F ( * — 159,6 F — 
516 u ( 
(1 — 
— 12361F 


20 


Beiſpiel. Gin auf einer 31, Zoll weiten Windleitung ſitzendes Dued- 
filbermanometer ſteht auf 21/, Zoll, während der Wind am Ende der Möhre durch 
eine runde, 2 Zoll weite Mündung ausftrömt ; mit welcher Gefchwindigfeit findet 
diefes Ausftrömen ftatt, vorausgefegt, das der äußere Barometeritand 271, Zoll 
und die Temperatur der Luft in der Winpleitung 10 Grad beträgt ? 


Es ift bier 
Vı+ dr —V 1,0867 = 1,018, V+ — VY%, = VYYı = 08015, 


fowie 
F= nr —= 8141: 144 = — 0,02181 und 


V 492 — 162 46,314 
V a a = —— =, =09482, 


daher folgt die Ausflußmenge 


. z 1,018 0,3015 
a er 77T 


Für die entprechende Spannung po im Luftrefervoir iſt: 


-H-L-HTIE-@ UV) ou 


=— — 0,03212, daher 


— 409,5 F — 8,931 Cubikfuß. 





. 464 
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— 

7 — 0,90788 und p, = 1,108p, ſowie auch 5 + A, = 1,103, 
0 

und folglich der Manometeritand im Refervoir: 


h, = 0,1035 = 0,103 . 27,5 —= 2,83 Zoll. 


Ausflusscoefficienten. Die Contractionserfheinungen, welde 
wir beim Ausfluffe des Waflers aus Gefäßen kennen gelernt haben, finden ſich 
auc) beim Ausjtrömen der Luft aus Gefäßen vor. Iſt die Ausflugöffnung in 
einer diinnen Wand ausgefchnitten, jo hat der durd) fie gehende Luft- oder 
Mindftrahl einen Fleineren Querſchnitt als die Mitndung jelbft, und es ft 
deshalb auch die effective Ausflußmenge Q, Kleiner als das theoretifche Aus- 
flußquantum Q oder das Product Fr aus Querſchnitt F der Mündung 
und theoretifchen Gefdywindigfeit ». Dieje Verminderung der Ausflugmenge 
hat, wie man am ausjtrömenden Rauch beobachten fann, hauptjächlich ihren 
Grund in der Contraction des Puftitrahles, und wir fünnen daher auch, wie 


bei den Waflerftrahlen (f. $. 406), das Berhältnig « — = zwijchen dem 


Querſchnitte F des Yuftitrahles und ‚dem Querſchnitte F der Mündung 
den Contractionscoefficienten, 
ferner das Berhältnig P — 4 zwifchen der effectiven Ausjtrömungsge 
ſchwindigkeit o, umd der theoretiichen Ausflußgefchtwindigfeit © (j. $. 408) 
den Geſchwindigkeitscoefficienten, 
at — — Fvı 
und das Berhältnig u — oT 
menge Q, zur theoretiichen Ausflußmenge Q 
den Ausflußcoefficienten der ausſtrömenden Luft 





— ap der wirklichen Ausfluß— 


nennen. 


Jedenfalls ift bei dem Ausfluffe der Luft durd) eine Mündung im der 
dünnen ebenen Wand wie bei dem des Waſſers der Geſchwindigkeits— 
coefficient P nahe — Eins, und daher auch), fo lange als befondere Meſſun— 
gen der Luftftrahlen nicht vorgenommen worden find, der Ausflugcoef- 
ficient a = «@g@ ber Luft dem Contractionscoefficienten « gleich zu 
jegen. Die älteren Verſuche, weldye über den Ausflug der Luft durch 
Mindungen in der dünnen Wand angeftellt worden find, weichen jehr von 
einander ab. Die von Buff nad) der Waflerformel berechneten Verſuche 
von Koch geben für Kreismündungen von 3 bis 6 Linien Durch 
mejjer, bei 0,2 bis 6,2 Fuß Wafjermanometerhöhe, u — 0,60 bis 0,50, 
dagegen liefern die hiernach berechneten Verfuche von d'Aubuiſſon bei 
0,027 bis 0,144 Meter Wafjermanometerhöhe an Kreismündungen von 
1 bis 3 Gentimeter Durchmefjer, u — 0,65 bis 0,64. Ferner fand 


F. 464.] Von dem Ausfluffe der Luft ıc. 911 


Poncelet durd; die Berechnung der Pecqueur'ſchen Verfuche nad) derjelben 
Formel für eine Mündung von 1 Centimeter Durchmeffer, unter dem lieber: - 
drucke von 1 Atmofphäre, alfo 10 Meter Höhe Waflerfäule, u — 0,563, 
und für eine folche von 1,5 Gentimeter Weite, u — 0,566. Die in großer 
Ausdehnung angeftellten, und mittel® der legten — 


—— 


berechneten Verſuche des Verfaſſers haben folgende OR geliefert. 


1) bei der Mitndungsweite d — 1 Gentimeter, und dem mittleren Pref- 
ſungsverhältniſſe: 




































































1,09 | 1,43 1,65 1,59 2,15 
— 0,555 0,589 0,692 0,724 0,754 0,788 
2) bei der Mindungsweite d — 2,14 Gentimeter, für 
Ze — 1,05 | 1,09 | 1,36 | 1,67 | 3,01 
u — |0,558 | 0,573 |0,634 |0,678 | 0,723 

















3) bei der — d — 1,725 Centimeter, für 


Er TR 





1,08 | ‚37 1,63 


0,563 | 0,631 | 0,665 








u = 





4) bei dev Mindungsweite d — 2 Gentimeter, für 





DER 
ar Fass 





1,08 | 


J— 0,641 


0,578 








Es wächſt aljo hiernad) der Contractionscoefficient beim Ausfluffe durch 
eine Mündung in der dünnen Wand anfehnlicd mit der Drudhöhe. Bei 
Anwendung der Wafierformel wird aber diefe Beränderlicjfeit bedeutend 


herabgezogen; dieſe Formel giebt u nahe V z. B. für 7) — 
1 
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VT, — 0,707 mal fo groß al8 die legte Formel. Nach der erften Tabelle 
tz. 2 fird—l, und 7) =, => re Eon, und 
daher nad) der Waflerformel u — 0,707 .0,771 — 0,555, aljo jehr nahe 
denselben Werth, wie Boncelet gefunden hat. 


Bei dem Ausflug durch eine Kreismündung von 1 Centimeter Durch— 
mefler in einer conifcd) convergenten Wand von 100 Grad Convergem 
wurde fir 


b+h 
b 


I 


| 1,31 1,66 





0,752 0,793 


— 
8 








gefunden. 
Ebenſo bei einer ſolchen Mündung in der coniſch divergenten Wand 
von 100 Grad Divergenz, fir 


2 1,30 1,66 








u = | 0,589 0,663 








Die Beränderlichkeit des Contractionscoefftcienten « — u für den Aus 
fluß der Luft durd) eine Mündung in der diinnen Wand, erjtredt jich der 
befannten Formel 


= : - (j. $. 422) 


Vvı+$ Vır(&-ı) 
@& 
zufolge auf den Ausflug durch kurze cylindrifche Anfagröhren. Nach 
den oben angeführten Berfuchen von Koch ift z. B. für ſolche Röhren von 
3 bis 4 Pinien Weite und 4= bis 6facher Yänge, bei 0,3 bis 6,2 Fuß Wai- 
fermanometerhöhe, u — 0,74 bis 0,72, wogegen d'Aubuiſſon für ſolche 
Röhren von 1 bis 3 Gentimeter Weite und der 3- bis 4fachen Yänge, bei 
0,027 bis 0,141 Meter Waflerbarometerjtand, u — 0,92 bis 0,93 umd 
Poncelet für cylindrifche Nöhren von 1 Centimeter Weite und der 21/,: 
bis 10fachen Weite, bei dem doppelten Atmofphärendrude, u — 0,632 
bis 0,650 gefunden hat. 
Die vom Verfaſſer angeftellten Verſuche Haben dagegen auf folgende 
Refultate geführt: 
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1) Eine furze cylindrifche Anfagröhre von 1 Centimeter Weite und 
3 Centinieter Länge, gab für 


| +: | 1,05 | 1,10 | 1,30 fi 


0,730 





—E 0,771 | 0,830 











2) Eine foldje Röhre von 1,414 Centimeter Weite und der dreifachen 
Yänge, führte fiir 





2 —| 141 | 18 





aufu—= | 0813 | 0,822 








3) Eine folche Röhre von 2,44 Centimeter Weite umd der dreifachen 

Länge, gab für 
zu. — 1,74; £ = 0,838, 

Die Zunahme des Ausflußcoefficienten beim Wachfen der Preffung ift 
durch das gleichzeitige Wachſen des Gontractionscoefficienten erklärlich. 

Die Anfagröhre (1) mit ſchwach abgerundeter Einmündung gab 
im Mittel den Ausflußcoefficienten — 0,927, alfo viel größer als bei 
einer ſolchen Röhre ohne Abrundung. 


4) Ein kurzes innen gut abgerundetes Mundftüd von 1 Centimeter 
Fänge und 1,6 Gentimeter Yänge gab für 


24 
— = 


1,24 | 1,38 | 1,59 | 1,85 | 2,14 

















0,979 | 0,986 | 0,965 | 0,971 | 0,978 


u = 

















Da diefer Coefficient, wie erforderlich, der Einheit ſehr nahe kommt, fo ift 
dadurd) der Vorzug der Ausflupformel 


Q=urF V: 9 
vor den anderen Formeln dargethan. 

Die ältere Formel giebt natürlich bei hohem Drucke viel kleinere Werthe, 
und dagegen die logarithmiſche Formel (ſ. $. 460) viel größere, die Einheit 
jogar überfteigende Werthe von u. 

Eine kurze conifche Röhre mit innerer Abrundung gab ziemlid) 

Weisbach’s Lebrbuch der Mehanit. I. 58 


p,b 
2» 
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diefelben Werthe für u, dagegen eine furzeconifhe Röhre ohne Abrundung 
von 1 Gentimeter Mindungsweite, 4 Centimeter Yänge und 7% 9” Convergenz für 








b+h_ 
= 





108 | 127 | 1,6 











u— | 0,910 | 0,922 | 0,964 











Nach Buff und Kod) ift fiir eine ſolche Röhre von 2,72 Linien äußerer 
Meite und 69 Seitenconvergenz, bei 0,3 bi8 6,2 Fuß Waflermanometerhöbe, 
u — 0,73 bis 0,85, und nad) d'Aubuiſſon, bei einer ähnlichen Röhre 
von 1,5 Gentimeter Mündungsweite, unter 0,027 bis 0,144 Meter Wafler- 
drudhöhe, u — 0,94, bei Zugrundelegung der älteren oder jogenannten 
Waflerformel. 

Das vollftändige längere Diifenmundftüd AC, Fig. 736 aus 8.434, d.i. 
eine conifche Röhre, von 14,5 Gentimeter Länge, 1 Gentimeter Weite in der Aus- 
mündung, und 3,8 Weite in der übrigens gut abgerundeten Einmündung, 
bei nahe 6° Seitenconvergenz gab für 


A ee. 


7 2,16 








0,932 | 0,960 | 0,984 


' 


Mk = 
‘ 











Durch Verſuche itber das Einftrömen der Luft in Gefäße fanden bie 
Franzofen Saint-Venant und Wangel für ein kurzes, inwendig mad 
einem Biertelfreife abgerundetes Mundſtück, nad) der ngueren Formel 
berechnet, u — 0,98, und fir eine Mündung in der dünnen Wand, 
u — 0,61. 

Sind die Preffungen Hein, ift, wie z. B. bei der gewöhnlichen Gebläjeluft, 


F < 1, jo läßt fi) dem Borftehenden zufolge, bei Anwendung der neue— 
ren Ausflußformel 





2— ur —— — — 1261 ur Va + 0,004.) Cubikfuf, 
im Mittel fegen: 

1) für Mündungen in der dünnen Wand, u — 0,56, 

2) für kurze cylindrifche Anfagröhren, u — 0,75, 

3) für ein gut abgerundetes conoidiſches Mundftüd, u — 0,98, 

4) für eine conifche Röhre von circa 69 Seitenconvergenz, u — 0,92. 


8. 466.] Don dem Ausfluſſe der Luft ıc. 915 


Beifpiel. Wenn bei einem Gebläfe die Mündungen der beiden conifchen Düfen 
zufammen 3 Quadratzoll Inhalt haben, wenn ferner bei einer Temperatur von 15 
Grad der Manometeritand im Regulator 3 Zoll und der äußere Barometerftand 
271/, mißt, fo läßt fih das effective Ausflugquantum, gemeflen unter dem äußeren 
Drude, feßen: 


Q — 1261 Pe 006) 7 


1,06 .6 


= 





= 1261. 0,92 —, Vo: + 0,004. 15) = — 24,17 
— 24,17 V 0,1156 — 24,17.0,34 — 8,22 Gubiffuf. 


55 


Reibungscoefficient der Luft. Bewegt ſich die Luft durch eine lange 8. 4 
Röhre CF, Fig. 796, fo hat fie einen NReibungswiderftand wie das 


Fig. 796. 





Waſſer zu itberwinden, auch läßt ſich diefer Miderftand durch die Höhe einer 
Luftſäule meſſen, welche der . 
Dr 
er, a 2g g’ 
worin genau, wie bei den Waljerleitungen, 7 die Yänge, d die Weite der Nöhre, 
v die Gefchwindigkeit und & den durch Verſuche zu beftimmenden Wider- 
ftandscoefficienten der Luft bezeichnen, angiebt. 

Die Verſuche von Girard Über die Bewegung der Luft durch Röhren 
führen auf den Widerftandscoeffictenten & — 0,0256, und die von d'Au— 
buiſſon liefern im Mittel & — 0,0238, wogegen nad) Buff's Verſuchen 
im Mittel & — 0,0375 zu fegen ift. Dagegen findet wieder Poncelet 
aus den Ergebniffen der Berfuche von Pecqueur bei dem Prefjungsverhälts 


niffe z — 2, u — 0,0237. 


Die nad) der neueren Formel beredjneten Verſuche des Verfaſſers gaben 
folgende Kejultate. 

1) Eine Meſſingröhre von 1 Gentimeter Weite und 2 Meter Yänge 
gab fir Gefchwindigfeiten von 25 bis 150 Meter, & allmälig abnehmend 
von 0,027260 bis 0,01482, 

2) und eine Glasröhre von derjelben Fänge bei ziemlich denfelben Ges 
ichwindigfeiten, lieferte & — 0,02738 bis 0,01390. 

58* 
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3) Eine Meffingröhre von 1,41 Gentimeter Weite und 3 Meter Pänge, 
führtr auf & — 0,02578 bis 0,01214, 

4) und eine dergleichen Glasröhre auf & — 0,02663 bis 0,009408. 

5) Eine Zinfröhre von 2,4 Gentimeter Weite und 10 Meter Länge gab 
endlic bei Gefchwindigfeiten von 25 bis 80 Meter, & — 0,02303 bis 
0,01296. 

Es ift hieraus zu folgern, daß nur bei mäßigen Windgefhwindigfeiten, 
von circa 25 Meter — 80 Fuß, der Widerftandscoefficient & — 0,024 
gefett werden fann, daß er aber immer Fleiner und Kleiner angenommen wer: 
den muß, je größer die Gejchwindigfeit des Windes in der Röhre ift. 

Annähernd läßt ſich auch für Metermaß & — ve und für Fußmaß, 

V® 
0,214 
& Vs ſetzen. 

Im Ganzen verhält ſich alſo die Luft bei der Bewegung in Röhren ebenſo 
wie das Waſſer. 

Auch der Widerſtand, welchen Kniee und Kröpfe in den Röhren der 
Bewegung der durchſtrömenden Luft entgegenſetzen, iſt ähnlich wie beim 
Waſſer zu beurtheilen. 

Bei den Verſuchen des Verfaſſers gab ein rechtwinkeliges Knie von 
1 Centimeter Weite, & — 1,61, und ein ſolches von 1,41 Centimeter Weite, 
& — 1,24; ferner ein nad) einem Kreisquadranten gebogener Kropf gab 
bei der erfteren Weite, & — 0,485; und bei der letzteren, & — 0,471. 





467 Bewegung der Luft in langen Röhren. Mit Hülfe des Coeffi— 
cienten & des Reibungswiderftandes einer Nöhre, wie BF, läßt ſich nun 
auch die Ausflußgefchwindigfeit und Ausflugmenge bei gegebener Länge und 
Weite derjelben u. ſ. w. beſtimmen. 

Iſt A, der Stand des Manometers M, am Ende der Röhre CF, Fi. 
797, unmittelbar vor dem Mundftüd F, deſſen Widerjtandscoefficient 


Fig. 797. 





1 ; 
= — 1 fein möge, und bezeichnet d die Weite der Röhre, ſowie d, 
1 


$. 467.) * Bon dem Ausfluffe der Luft ıc. 917 


2 
die Weite, alfo nu den Inhalt der Mündung Fy, fo hat man nad) dem 
Dbigen die Ausflugmenge: 


— — — 
— (+89) 
Q=ufı u Se a 
-@) = 


fowie umgefehrt für den Manometerftand 7,, 
1-18) 
yb d 29 \uF, 
Nun ift aber der Manometerjtand * Ben der Peitung, 
h=h+3% r: rt 


wenn 2 die Pänge der Nöhre zwifchen beiden Manometern M, und Ma, und 
v die Gejchwindigfeit des Luftftromes in diefer Röhre bezeichnet, daher 


hat man: 
—1 — F 37’ oder 


’ 
v— .) vi, und vo, — Ta —* 


— OEL, 


und es folgt daher die Ausflußmenge 





og. 
Q — F Yı b 
= /, ı (2) — g! a) 
|  \d/ Ju? d 
A (+ on 


BR nd, 
— 1261 = IC EwwUCH u (@ 7 23 (&) Cubikfuß. 
ur d \d 


Iſt endlich der Stand 4 des Manometerd M im Reſervoir AB befannt, 
fo haben wir, wenn wir * Widerſtandscoefficienten fir den Eintritt bei © 


durch &, bezeichnen, und Rn — 1 + 8 einzufegen, da hier beim Eintritt 
—1 


2 
in die Röhre die Druckhöhe & T verloren geht, 


N, (EDIT 
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folglich die Ausflugmenge 





pı h 
Yı > 
(% +5) (4 IE 


0 


h 
1 + 0,04r) — 

R ( j 
— 1961 


z Cubitfuß. 


—VV——— 

Je nachdem der Einmündungspunkt um s höher oder tiefer Liegt alt 
die Ausmündungsftelle, hat man in dem Zähler der Wurzelgröße zu noch 
s zu addiren oder ſubtrahiren. 


Beiſpiel. In dem Regulator am Kopfe einer 320 Fuß langen und 4 Zell 
weiten Winpleitung fteht das Duedfilbermanometer auf 3,1 Zoll, während ver 
äußere Barometeritand 27,2 Zoll mißt; — iſt ferner die Mündungsweite des comiie 
zufammengezogenen Nöhrenendes, d, — 2 Zell, und die Temperatur der compri 
mirten Luft im Regulator, = 20 Grat G., weldhes Windquantum liefert dx 
Leitung ? 





Es ift hier (1 + 0,0047) 2 = 108.2, = — 0,1981, ferner 
J 
1 1 16 7 — 
er u —— ——— 
e; 3 — 0,024 .320.3 — 23,04, = (4) = 25 = 00635, 
1 
a ee b : 
F. = — — T (4) * FF 0,021817 Duadratfus, 


daher folgt die geſuchte Windmenge 


0,1231 . 
Q = 1%61. ooaen \/ Gars FE 0 FE 


a en ne 
— 97,51 V 0 + 1 > 27,51 V 004867 — 5,744 Gubiffi 





468 Ausfluss unter abnehmendem Drucke. Wenn ein Windrejer 
voir feinen Zufluß erhält, während durd) eine Mündung in demfelben 
ununterbrochenes Ausftrömen ftatt hat, jo nimmt die Dichtigkeit und Spar 
nung allmälig ab, und es fällt daher aud) die Ausflußgeſchwindigkeit wäh 
rend des Ausfluffes immer Heiner und Kleiner aus. In welchem Verhältniſſe 
nun diefe Abnahme zur Zeit und zur Ausflußmenge in derfelben fteht, läßt 
fi) auf folgende Weiſe ermitteln. 
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Es fei das Volumen des Reſervoirs V, der anfängliche Manometerftand 
— h,, und der Manometerftand am Ende einer gewiſſen Zeit t, — Äh, 
fowie der äußere Barometerftand — b. Dann ift das auf den äußeren 
Drud veducirte Luft: oder Windquantum im Reſervoir anfangs 

_ 7b +) 
— — 
und am Ende der Zeit 
_V/Ob+h) 
b ’ 
und folglich das innerhalb der Zeit £ ausgefloffene und unter dem äußeren 
Drude genefjene Windquantum : 
„ _YO+M) _YO+h)_ VYw—h), 
m b b — b 
Nun hat man aber aud) 
— —— 
v.— ur —— b’ 
wenn x dem mittleren Manometerftand während der Ausflußzeit £ entjpricht, 
daher folgt 
= nn 
ur \/292: 0: ur \/oo2io 
Yı Yı 

Ferner ift, wenn A, — m6 und h, — n6 gefegt wird, der Mittelmerth 

(9) "(1% +24. m) — (Ir + 244%) 


m—N 


Yo —h) _ YA) 


Ok 





— (= 2t(VE-YN 
mon VT h/  m—n 6 6 

_ 9(Ym—Vh) _2Vm- Vi) | | 
El ST az — (f. Ingenieur ©. 88); 


daher folgt die gefuchte Ausflußzeit 
‚_2rVn—Vh) ___2V (ve Vr). 
BE Fa 7 Zr a 97 
F V: — r\/: A 
u 9 y, u 9 7 


Dieſe Beſtimmung hat übrigens dann nur eine hinreichende Genauigkeit, 
wenn das Ausflußreſervoir (Y) groß, oder die Ausflußmündung, ſowie die 
Preſſungsdifferenz Hein iſt, wo die Abkühlung der Luft im Kefervoir während 
Des Ausfluffes unbedeutend ausfällt. 

Beifviel. Der 50 Fuß lange und 5 Fuß weite cylindriſche Windregulator 
eines Gehbläfes it mit Wind angefüllt, deſſen Manometerftand a — 10 Zoll und 
F hrermometerftand 6% beträgt. Wenn nun der Wind durch eine 1 Zoll weite runde 
Mündung in einen Raum ausjtrömt, deſſen Barometerftand 27 Zoll beträgt, fo 
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entjteht die Frage, in welcher Zeit finft der Manometerftand auf 7 Zoll herab, umt 
welches ift die entfprechende Ausflußmenge? 
Das Volumen des Regulators oder Keffels ift: 


‚= 7 5°.50 — 1250- — — 981,75 Gubiffu, ferner 


ho V% = /10 Vz - 
u A a u ac 


V: g 2 — 1261 VI + 0,00367.t — 1261 V 1,02202 — 1275, 
1 





und 
F= — Yo)? = == — 0,005454 Duadratfuf. 
Sept man nun noch den Ausflußcoefficienten u = 0,9, To folgt die in Frage 
ftehende Ausflußzeit: 
t 2.981,75.0,09942 __ 97,61 


— 0,95.0,005454.1275 3,308 


Anmerkung. Eine allgemeinere Theorie des Ausfluffes der Luft und des Warter- 
dampfes wird im zweiten Theile abgehandelt. 


Schlufanmerfung. Verſuche über den Ausfluß der Luft find angestellt wor 
den von Young, Schmidt, Lagerbjelm, Koch, d'Aubuiſſon, Buff, und im 
neuerer Zeit von Saint-VBenant, Wangel und Pecqueur. In Betreff der 
Berfuche von Young und Schmidt ift nachzufehen in Gilbert’s Annalen Br. 
22, 1801, und Bd. 6, 1820, und in Poggendorff’s Annalen, Bd. 2, 1824, in 
Betreff derjenigen von Koh und Buff aber in den Studien des Gotting'ſchen 
Vereines bergmännifcher Freunde, Bd. 1, 1824; Bd. 3, 1835; Bd. 4, 1837 umd 
Bo. 5, 1838; ferner in Poggendorff's Annalen, Br. 27, 1836 und Br. 40, 
1837. Nächſtdem au in Gerftner’s Mechanik, Bd. 3, und in Hülſſe's allge 
meiner Mafchinenencyelopädie, NArtifel „Ausflug“. Die Lagerbjelm’ichen Ber: 
fuche werden behandelt in dem ſchwediſchen Werfe Hydrauliska Försök af 
Lagerhjelm, Forselles och Kallstenius, 1 Delen, Stodholm, 1818. Die Ber: 
fuhe DP’Nubuiffon’s lernt man fennen in den Annales des Mines, Tome 11, 
1825; Tome 13, 1826; Tome 34, 1827, dann aber au in D’Aubuiffon’s 
Traite d’Hydraulique. Weber die Verfuhe von Saint:VBenant und Wangel 
fiehe Comptes rendus hebd. des scances de l’Academie des sciences. 
a Paris 1839. Bon den neueften in Frankreich angeftellten Verſuchen handelt 
PBoncelet in einer Note sur les expäriences de M. Pecqueur relatives 
à l’ecoulement de l’air dans les tubes etc. der Comptes rendus und bierven 
im Auszuge das polytecnifche Gentralblatt, Bd. 6, 1845. Aus diefen Verſuchen 
folgert Boncelet, daß die Luft bei ihrem Ausflufie venfelben Gefegen folge, mie 
das Waſſer. Die meiſten diefer Verfuche find mit fehr engen Mündungen ange— 
ftellt worden, weshalb fie wohl fchwerlich den Anſprüchen der Praris Genüge letiten. 
Leider findet auch unter den Ergebniſſen aller diefer Verſuche nicht die erwünſchte 
Uebereinftimmung ftatt, namentlicdy weichen auch die von d'Aubuiſſon gefundenen 
Ausflußcoefficienten von denen, welche fih aus den Koch'ſchen berechnen lafen, 
bedeutend ab. Vergleichende Verfuhe über das Aus: und Ginftrömen der Luft 
und über den Ausfluß des Waſſers rapportirt des Verfaſſers Experimental-Hydrau— 
lik. Die Refultate der neueften, im größeren Maßſtabe vom Verfafler ausgeführten 
Berjuche über den Ausfluß der Luft werden im 5. Bande des Givilingenieurs mitgetheilt. 


’ 


— 29,55 Secunden. 
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Siebentes Capitel. 
Bon der Bewegung des Waſſers in Sanälen und Flüffen. 


Fliessende Wasser. Die Lehre von der Bewegung des Waflers in $. 46! 
Canälen und Flüffen macht den zweiten Haupttheil der Hydraulik aus. 
Das Waſſer fließt entweder in einem natürlichen oder in einem künſt— 
lihen Bette (franz. lit; engl. bed). Im erften Falle bildet e8 Ströme, 
Flüſſe, Bäche, im zweiten Canäle, Gräben und Gerinne. Bei der Theorie 
der Bewegung der fliegenden Waller fommt auf diefen Unterfchied nichts, 
oder nur wenig an. 

Das Flußbett befteht aus dem Grundbette oder der Sohle (franz. 
font du lit; engl. bottom of the channel), und aus den beiden Ufern 
(franz. bords; engl. shores). Durch eine Ebene winfelcecht gegen die Be- 
wegungsrichtung des fließenden Waſſers ergiebt fid) der Querſchnitt (franz. 
section; engl. perpendicular-section) deſſelben. Der Umfang defjelben ift 
das Quer- oder Breitenprofil, weldjes wieder aus dem Waffer- und 
dem Yuftprofile befteht. Eine Verticalebene in der Richtung des fließenden 
Waſſers giebt den Längendurhfchnitt und das Pängenprofil (franz. 
profil; engl. profile) dejjelben. Unter Abhang (franz. pente; eng. declivity, 
slope) eines fließenden Waſſers verfteht man den Neigungswinkel feiner 
Oberfläche gegen den Horizont. Um diefen auf eine beftimmte Länge eines 
fliegenden Waſſers anzugeben, dient das Ge— 
fälle (franz. chute; engl. fall), welches der 
Berticalabftand der beiden Endpunfte im 
Waſſerſpiegel einer beftimmten Flußftrede ift. 
Röſche ift das Gefälle für die Pängenerftredung 
— 1. Fr die Flußftrede AD — 1, Fig. 
798, ift BC das Grumdbette, DH — h das Gefälle und der Winfel 
DAH == Öd ber Abhang; die Röſche aber ift 


Fig. 798. 





h h 
sin. — T: oder annähernd, o — 7° 


Anmerkung. Das Gefälle der Bäche und Flüſſe ift fehr verichieden. So hat 
3. B. die Elbe auf eine deutſche Meile Erſtreckung von Hohenelbe bis Podiebrad, 
57 Ruß, von da bis Leitmerig 9 Buß, von da bis Mühlberg im Mittel 5,8 und 
von Mühlberg bis Magdeburg, 2,5 Fuß Gefälle. Gebirgsbäche haben auf bie 
Meile ein Gefälle von 40 bis 400 Auf. Näheres hierüber fiche: „Vergleichende 
bydrographifche Tabellen u. f. w. von Stranz.“ Ganäle oder andere Fünftliche 
Mafferleitungen erhalten viel Fleinere Gefälle. Hier ift die Roſche meiftens unter 
,001, oft 0,0001 und noch Feiner. Mehr hierüber im zweiten Theile. 
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Verschiedene Geschwindigkeiten eines Querprofiles. Die 
Gefchwindigfeit des Waſſers in einem und demjelben Querprofile ift an 
verjchiedenen Stellen jehr verjchieden. Die Adhäfion des Waſſers an dem 
Bette und der Zufammenhang der Waffertheile unter einander bewirken, dag 
die den Bettwänden näher Tiegenden Waflertheile in ihrer Bewegung mehr 
aufgehalten werden und daher langjamer fließen, als die entfernteren. Aus 
diefem Grunde nimmt die Geſchwindigkeit von der Oberfläche nach dem 
Bette zu ab, und es ift diejelbe am Boden und nahe den Ufern am Feinften. 
Die größte Geſchwindigkeit befindet fich bei geraden Flußſtrecken meift im der 
Mitte oder an derjenigen Stelle in der freien Oberfläche des Waflers, wo es 
die größte Tiefe hat. Man nennt diejenige Stelle, wo das Wafler die größte 
Geſchwindigkeit hat, den Stromftrich, und die tiefjte Stelle im Bette die 
Stromrinne. 

Bei Krlimmungen ift der Stromftricd in der Kegel nahe dem comcaven 
Ufer. 

Die mittlere Gefchwindigfeit des Waflers innerhalb eines Querpro 
files ift nad) $. 396: 

9 _ Bafferquantum pr. Secumde 
— FT Inhalt des Querfchnittes 

Außerdem läßt ſich die mittlere Gejchwindigfeit aud) noch aus den Ge— 
ihwindigfeiten c,, Ca, c; u. |. w. der einzelnen Theile des Querprofiles und 
aus den Inhalten Fi, Fr, F, u. f. w. der legteren berechnen. Es ift 
nämlid): 


c 


9=Fa+rhoe+ Ba +», 
und daher aud): 
—— + Re — 
F ı + F,-+°-- 

Außer der mittleren Gefchwindigfeit führt man auch die mittlere Waſ— 
fertiefe, aljo diejenige Tiefe d ein, welche ein Querprofil an allen Stellen 
haben müßte, damit e8 ebenjo viel Inhalt erhielte, al8 es bei den veränder- 
lichen Tiefen a,, az, az u. f. w. wirklich hat. Es ift alfo hiernad): 

FO Inhalt des Querſchnittes 
db Breite des Querfchnittes 
Sind die den einzelnen Breitentheilen b,,b,,b, u. |. w. entjprechenden mitt: 
Fig. 799. leren Tiefen a,, a3, a, u. |. w., ig. 799, 
jo hat man: 
F=zab +@%b +. -», 
und daher aud): 
gb + ab + — 
b + b +: 
Endlich ift die mittlere Geſchwindigkeit auch 


4 = 
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_ aba 4a bc + --- 
= ee, — — —, 
ab +@ab +. 
und bei gleicher Größe der Theile bi, db, u. |. w.: 
_ 44 + ao + ER 
a ++: 

Ein Fluß oder Bad) ift im Beharrungszuftande (franz. permanence; 
engl. permanency), wenn durch jeden feiner Duerfchnitte in gleicher Zeit 
eine gleiche Waflermenge fließt, wenn alſo Q oder das Product Fe aus 
dem Inhalte des Duerprofiles umd aus der mittleren Gejchwindigfeit auf 
die ganze Flußſtrecke eine unveränderliche Zahl ift. Hieraus folgt nun das 
einfache Gejeg: bei der permanenten Bewegung des Waſſers ver- 
halten fi) die mittleren Geſchwindigkeiten innerhalb zweier 
Duerprofile umgefehrt wie die Inhalte diefer Profile. 

Beifpiele. 1) An dem Querprofile ABCD, Fig. 799, eines Ganales hat 
man gefunden: 

Breitentheile: 

d, = 3,1 Ruf, db, = 5,4 Bus, db, = 4,3 Fuß, 
mittlere Tiefen: 

a, —= 2,5 Ruß, a, = 4,5 Ruf, a, = 3,0 Ruß, 
entiprechende mittlere Geſchwindigkeiten: 

c = 2,9 Fuß, c, = 3,7 Fuß, 5 = 3,2 Fuß, 
daher läßt fich feßen der Inhalt diefes Profiles: 

FE = 31.25 + 54.45 + 43.30 — 44,95 Quadratfuß, 

ferner die Wafjermenge: 

Q = 3,1.2,5.29 + 54.45.37 + 43.3,0.3,2 — 153,665 Gubiffug, 


und die mittlere Gefchwindigfeit: 
_.Q __ 153,665 _ 
ce= tr as 7 3,419 Ruß, 


2) Wenn ein Graben pr. Secunde 4,5 Gubiffuß Wafler mit einer mittleren 
Geſchwindigkeit ce von 2 Fuß fortführen foll, fo hat man ihm ein Querprofil von 
4,5 


7 = 2,25 Duadratfuß Inhalt zu geben. 


3) Wenn ein und verfelbe Fluß an einer Stelle bei 560 Fuß Breite und 
I Fuß mittlerer Tiefe eine mittlere Gefchwindigfeit von 2%/, Ruß hat, fo wird 
er an einer anderen Stelle, bei 320 Fuß Breite und 7,5 Fuß mittlerer Tiefe, die 
mittlere Gefchwindigfeit: 

560.9 __ 567 


— 9 —— 
e >> 75 7 de, 





haben. 


Mittlere Geschwindigkeit. Wenn man die Wajlertiefe an irgend $. 471 
einer Stelle eines fließenden Waſſers in gleiche Theile theilt, und die ent- 
ſprechenden Gejchwindigfeiten als Ordinaten aufträgt, jo erhält man eine 
jogenannte Stromgefchwindigfeitsfcala AB, Fig. 800. Obwohl es als 
ausgemacht anzufehen ift, daß das Geſetz diefer Scala oder der Geſchwindig— 
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feitSveränderung durch irgend eine Curve, wie 3. B. nad Gerftner, durd 
Fig. 800. eine Ellipfe u. ſ. w. ausgedrüdt wird, fo läßt ſich 
oh ce, doch auch ohne einen großen Fehler befürchten zu 
| müſſen, eine gerade Linie jubftituiren, oder anneh- 
= men, daß die Gefchwindigfeit nad) der Tiefe gleich 
— — mäßig abnehme, weil die Abnahnte der Geichwin- 
digfeit nad) unten immer nur eine mäßige ift. Aus 
den Verfuchen von XZimene®, Brünnings um 
Funk ergiebt fi), dag die mittlere Gefhwindigfeit in einem Per: 
pendifel 
„= 0,915% 
ift, wenn c, die Gefchwindigfeit an der Oberfläche oder die Maximalgeſchwin— 
digkeit bezeichnet. Es nimmt alfo hiernad) die Gejchwindigfeit von oben bis 
zur Mitte M um i 
Cd — Cu = (1 — 0,915) co —= 0,085 &% 
ab, und es läßt ſich folglid) die Gejchwindigfeit unten oder am Fußpunfte 
des Perpendikels, 

c. — co — 2.0085 co — (1 — 0,170) co — 0,83 & 
fegen. Iſt nun die ganze Tiefe A B — a, fo hat man, bei Annahme einer 
der geraden Linie entfprechenden Gefchwindigfeitsicala für eine Tiefe AN =: 
unter dem Waffer, die entfprechende Geſchwindigkeit: 


x z 
v — co — (co — Cu) = == (1 — 0,17 =) Co» 


Sind ferner noch co, Ci, Cr ... die Oberflächengefchwindigfeiten eines gan- 
zen Querprofiles von nicht ſehr veränderlicher Tiefe, jo hat man die ent- 
jprechenden Geſchwindigkeiten in der mittleren Tiefe: 

0,915 c9, 0,915 c,, 0,915 c,, 
und daher die mittlere Gejchwindigfeit im ganzen Querprofile: 
er EA — ———— 

Nehmen wir endlich an, daß die Geſchwindigkeit vom Stromſtriche aus 
nad) den Ufern zu ebenſo abnehme wie nad) der Tiefe zu, jo können wir 
wieder die mittlere Oberflächengeſchwindigkeit 

co + 6 +’ + En 
n 
jegen, und erhalten fo die mittlere Gefhwindigfeit im ganzen Quer: 
profile 


= 0,915 Co 


c = 0,915.0,915.% = 0,837 .co, 
d. i. 83 bis 84 Procent der Marimal- oder Stromftrihgeichwindigteit. 
Prony leitet aus den allerdings nur in feinen Gräben angeftellten Ber- 
ſuchen du Buat's und für diefe Fälle vielleicht nocd genauer 
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2372 + 750 4 c0 
— (3,153 + ss — er: 97” + 2). co Fuß 
ab. Für mittlere Geſchwindigkeiten von 3 Fuß folgt hiernach: 
Ca — 0,81. 
Tließt das Waffer nicht frei, fondern ift es durch eine Verengerung des 
Querprofiles geftaut, jo fällt c„ noch größer aus. 


m 


Beifpiel. Wenn im Stromftrihe eines Fluſſes die Gefchwindigfeit des Waf- 
fers 4 Ruß und die Tiefe 6 Fuß ift, fo hat man die mittlere Gefchwindigfeit im 
entfprechenden Perpenpdifel: 

Cm = 0,915.4 = 3,66 Fuß, 
und die am Boden: 
— 083.4 = 3,32 Fuß; 
ferner die Gefchwindigfeit bei 2 Ruß unter der Oberfläche: 
v— (1 — 0,17.%).4 = (1 — 0,057).4 = 3,772 Fuß, 
endlich die mittlere Gefchwindigfeit im ganzen Querprofile: 
ce = 0,837.4 — 3,348 Fuß, 
dagegen nah Prony: 
11,50 46 
e= 13.97 4 1397 7 3,29 Buß. 


Anmerfung. Ueber diefen und über die nächitfolgenden Gegenftände wird 
ausführlich gehandelt in der allgemeinen Mafchinenencyflopädie, Artifel „Bewegung 
des Waſſers“. Neue Berfuhe und neue Anfichten hierüber findet man in folgen- 
der Schrift: Lahmeyer, Grfahrungsrefultate über die Bewegung des Waflers in 
Flußbetten und Ganälen, Braunfchweig 1845. Nah Baumgarten’s Beobach— 
tungen (ſ. Annales des Ponts et Chaussees, Paris 1848, fowie polytechnifches 
Gentralblatt, Nr. 14, 1849) giebt dieſe Formel bei größeren Gefhwindigfeiten 
(über 1,5 Meter) zu große Werthe, und es ift für ſolche 

_ (2,372 + © 
Ch = as n)"08 Co Meter 
zu ſetzen. 

Die Marimalgefchwindigfeit des Waſſers fommt immer etwas unterhalb ver 
Dberfläche des Waflers vor, was jedenfalls feinen Grund in dem Widerſtande der 
Luft hat. Von der Stelle der Marimalgefchwindigfeit an nimmt die Gefchwindig- 
feit mit dem Quadrate der Tiefe ab, wonach alfo die Gefhwindigfeitsfcala einer 
Parabel entfpricht. Ebenſo foll nah Boileau (f. deflen Traite sur la mesure 
des eaux) vom Stromftrihe aus die Gefchwindigfeit mit dem Quadrate des Ab— 
ftandes von diefer Stelle abnehmen. Bezeichnet c, die Gejchwindigfeit im Stroms 
ftriche, fo ift hiernach die Gefchwindigfeit im Horizontalabjtande m: 

c. — co — us, 


wobei u eine allerdings bei verſchiedenen Flüſſen verſchiedene Grfahrungszahl 
bezeichnet. 


Vortheilhafteste Querprofile. Der Widerftand, welchen das Bette $. 47% 
der Bewegung des Waſſers in Folge der Adhäfion, Klebrigkeit oder Reibung 
entgegenjegt, wächft mit der Berührungsfläche zwifchen dem Bette und dent 
Wajler, und alfo aud) mit dem Umfange p des Wajjerprofiles oder im Bette 
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ftegenden Theiles vom Uuerprofile. Da aber durch ein Querprofil um jo 
mehr Waflerfäden hindurchgehen, je größer der Inhalt eines ſolchen ift, To 
wächft der Widerftand eines Wafferfadens auch umgefehrt wie der Inhalt, und 
pP 
F 
und dem Inhalte F' des ganzen Querprofiles. 

Damit nun diefer Reibungswiderftand eines fliegenden Waflers möglichft 
Hein ausfalle, hat man dem Querprofile diejenige Geftalt zu geben, bei 


daher im Ganzen wie der Quotient — aus dem Umfange des Wailerprofiles 


welcher * möglichſt klein iſt, für welche alſo der Umfang p bei gegebenem 


Inhalte ein Minimum, oder der Inhalt bei gegebenem Umfange ein Maxi— 
mum werde. Bei ringsumiſchloſſenen Waflerleitungen, wie z. B. bei Röhren, 
ift p der ganze Umfang der vom Duerprofile gebildeten Figur. Num bat 
aber unter allen Figuren von gleicher Seitenzahl allemal die regelmäßige, 
und unter allen regelmäßigen Figuren wieder diejenige, deren Seitenzahl 
die größere ift, bei gleichem Inhalte den Heinften Umfang, daher fällt 
auch bei ringsumfchloffenen Waflerleitungen der Reibungswiderjtand um ie 
fleiner aus, je mehr ihr Querprofil einer regelmäßigen Figur fich nähert, 
und je größer die Seitenzahl derfelben ift, und es ijt der Kreis, als eine 
regelmäßige Figur von unendlich vielen Seiten, in diefem Yalle das dem 
Hleinften Reibungswiderftande entſprechende Duerprofil. Bei den oben 
offenen Wafferleitungen ift das Verhältnig ein anderes, weil die obere Seite 
des Querprofiles frei oder vielmehr nur mit Luft in Berührung ift, die, jo 
lange fie fi) in Ruhe befindet, dem Waſſer feinen oder nur einen jehr Hlei- 
nen Widerftand entgegenfest. Wir müſſen aljo aud) bei Beurtheilung dieſes 


Keibungswiderftandes in dem Quotienten 1 die obere Seite oder das ſoge— 


nannte Puftprofil außer Acht laſſen. 

Bei Anwendung von Ganälen, Gräben und Gerinnen fommen in der 
Kegel nur rectanguläre und trapezoidale Querprofile vor. Cine durd 
den Mittelpunkt M des Duadrates AC gehende Horizontale EF, Fig. 801, 

Fig. 801. theilt fowohl den Inhalt als aud) den Umfang in 
zwei gleiche Theile, daher bleibt dann das, was für 
das Quadrat gilt, aud) für diefe Hälfte richtig, umd 
es entjpricht ſonach unter allen rectangulären Quer— 
profilen da8 halbe Quadrat A E, oder dasjenige, 
welches doppelt jo breit als hoch ift, dem kleinſten 
Neibungswiderftande. 

Ebenfo wird das regelmäßige Schsef ACH, 
Fig. 802, durd) eine Horizontale CF in zwei gleiche Trapeze zertheilt, wo 
von jedes, wie das ganze Sechseck, den größten relativen Inhalt hat, umd 
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es ift folglich unter allen trapezoidalen Querprofilen das halbe regelmäßige 
Sechseck oder das Trapez ABCF mit Böſchungswinkeln AFM—BCH, 
von 600 dasjenige, bei deſſen Anwendung der kleinſte Reibungswiderſtand 
eintritt. 

Ebenfo liefern das halbe regelmäßige Achteck ADE, Fig. 803, das 
halbe regelmäßige Zehned u. ſ. w. und endlid) der Halbkreis ADB, 
Fig. 804, unter gegebenen Umftänden die vortheilhafteften Duerprofile für 


Fig. 802. Fig. 803. Fig. 804. 





Ganäle. Das trapezoidale oder halbe regelmäßige Sechseck giebt nod) einen 
fleineren Widerftand als das halbe Quadrat oder Rechteck mit dem Seiten- 
verhältnig 1 : 2, weil das Sechseck einen Fleineren relativen Umfang hat 
als das Duadrat. Das halbe regelmäßige Zehneck Führt auf eine noch 
fleinere Reibung, und dem Halbfreife entjpricht allerdings das Minimum 
der Reibung. Nach dem Halbfreife und nad) dem Rechtecke werden nur die 
Profile von Gerinnen aus Holz, Stein oder Eifen gebildet, nad) Trapezen 
hingegen conftruirt man die Querprofile von ausgegrabenen und gemtauerten 
Canälen. Andere Formen werden wegen Schwierigkeiten in der Ausführung 
nicht leicht angewendet. 


In den Fällen, wenn Canäle nicht ausgemauert, fondern in der loderen 
Erde oder in Sand ausgegraben werden, ijt der Böjchungswinfel von 60° 
zu groß oder die relative Böſchung cotang. 60% — 0,57735 zu Hein, weil 
die Ufer noch nicht hinreichende Stabilität erhalten, man wird daher genö— 
thigt, trapezoidale Querprofile anzuwenden, bei welchen die Neigung der Sei— 
ten gegen die Bafis noch Heiner als 60°, vielleicht nur 45° oder jogar nod) 
fleiner ift. Bei einem trapezoidalen Querprofile ABCD, Fig. 805 (a. f. S.), wel⸗ 
ches mit dem halben Quadrate gleichen Umfang und Inhalt hat, ift die rela= 
tive Böſchung — */, und der Böfhungswinfel nur 36% 52’. Theilt man die 
Höhe BE diefes Profiles in drei gleiche Theile, fo hat die Bafis BC deren 2, die 
Barallele AD, 10, und jede der Seiten AB— CD, — 5 Theile. In 
vielen Fällen macht man die Böſchung — 2, deren Winkel 26% 34’ beträgt, 
und zuweilen mad)t man fie nod) größer. 

Jedenfalls läßt ſich der Böſchungswinkel BAE —= N, Fig. 806, 


‚der die Böſchung == — cotang. 4 als eine gegebene und von der 
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Natur des Erdreiches, worin der Canal ausgegraben wird, abhängige Gröf 
anfehen, und es find daher nur noch die Dimenfionen des den Heiniten 


Fig. 805. Fig. 806. 
AE _ FD 


— — 





Widerſtand gebenden Querprofiles zu beſtimmen. Sctzen wir die unten 
Breite BC — b, die Tiefe BE — a und die Böſchung == = v,je 


halten wir für den Umfang des Profiles: 
AB+BCHCD=p—b+2V a’ +v2a?—=b+ 2a Vi+e, 
fir den Inhalt deijelben: 

F—ab+tvaa=al(b + va), 
und daher umgekehrt: 

b= — — va, 

a 

und das Berhältniß: 


1 BEER 
K=,+tztVr+ı-n). 


Führt man ftatt a,a + x ein, wo x eine Feine Zahl bezeichnet, jo läßt id 


= +42 evr Fi») 


— =) + FF eV#Fi-) 


14 %0ovaFri BEN LER —RE 


fege. 
Damit nun diefer Werth nicht allein für einen pojitiven, ſondern auch 


für einen negativen Werth von = größer ausfalle, als der erſte Werth 
+ 20eV® Fin 
damit alfo 5 zum Minimum werde, ift möthig, daß das Glied mit den 


Factor x verfchtwinde, daß aljo 
22V 1 —v 





1 . 
wonach für die gefuchte Canaltiefe a folgt: 
F 


* 

2 — — 
wm . 

“ = ——— a 3 


2Vv +1 —v 
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oder, da v — cotang.d und Yv? + 1 — — iſt: 
sin. 4 
F'sin. 4 
dr — —. 
2 — cos. 


Hiernad) ijt alfo die in einem gegebenen Böſchungswinkel 9 und einen 
gegebenen Inhalte entjprechende zweckmäßigſte Form des Querprofiles 
bejtimmt durch die dorml 


Fsin.d F 
a za), — J und b— — — acotang. 6. 
Es ift folglich die obere Breite — D des Querprofiles: 

bi =b + 2va — 2 + acotang.d, 


und das Berhältniß: 





pvp __b 2a 1, @2—ecosh)a__2 
F F + Fsin.4 a + F sin. 4 — 4 


Beiſpiel. Welche Dimenſionen ſind dem Querprofile eines Canales zu geben, 
deſſen Ufer 400 Böſchung erhalten ſollen, und der beſtimmt iſt, bei einer mittleren 
Geſchwindigkeit von 3 Fuß ein Waſſerquantum Q von 75 Cubikfuß fortzuführen? 
Es ift 





75 
F= 2 * >= — 25 Duabdratfuß, daher die erforderfiche Tiefe: 
— 25 sin. 400 /0,64279 _ 
a Y 3 > _ 0 5) 123306 7 3,609 Fuß, die untere Breite: 


= 40 — 3,609 cotang. 40° — 6,927 — 4,301 — 2,6% Fuß, 


die Böſchung oder Ausladung der Ufer, 
va — a cotang. # — 3,609 .cotang. 40° — 4,301, die obere Breite 
b, =b + 2a cotang. u —= 6,927 + 4,301 — 11,228 Fuß, 

der Umfang: 





2a 7218 __ 
pr = b + sin. == 2,626 Be 5in.40° = 13,855 Fuß, 
und das den Meibungswideritand beitimmende Verhältniß: 
p _2 2 


F * 7 — 3,609 — 0,5542. 


Bei dem Duerprofile in Form eines halben regelmäßigen Rechteckes, wo 0 = 60° 
int, fällt a= 3,80 Ruf, b=4,39, b, = 8,78 und p—= 13,16 Fuß aus, daher ift 


» _ 13.16 _ 
=, = 058. 
Tabelle der vortheilhaftesten Querprofile. Die Dimenfionen $. 47: 


der, verfchiedenen Böſchungswinkeln und einem gegebenen Querſchnitte ent- 
iprechenden, zwedmäßigften Querprofile giebt folgende Tabelle an. 


Weiébach's Pehrbud der Mechanik. 1, 59 
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— ⸗ 





Dimenſionen der Querprofile. 
— oil 
winkel 6. I Untere | Sm —— ee! 
v. Tiefe a. Breite b Boͤſchung Breite |FTYF 


5 va. b+2»va. 












































900 0,0707 VFı44VF| 0 (144 VF | vr 
| — — — 2,632 

600 0,577 0,760 VF 0,877 VF |0,439 VF |1,755 VF' VE 

| | Ä | 

* — — .— 23,704 

450 I,000 0,740 V F 0,613 VFO40 VF |2,092 VF VF 
| — - — — 

400 1,192 0,722 V F'0,525 VF!o,s60o VF2,246 VF. VF 
. | > SIR 

36052 1,333 0,707 VF oa VF 0943 VF|2357 VF Vs 
| = Be — _| 2,870 

350 1,402 |0,697 VF 0,439 V F |0,995 VF|2,430 VF VF 
| — — — — 3,012 

300 1,732 |0,664 VF 0,356 VF 1,150 VF 2,656 VF VE 
— — — — ER 
26034’ | 2,000 10,636 VF 0,300 VF'|1,272 VF 2,844 VF VF 
| 507 
| or 


F * 


— l078 VF| — * 1,596 VF' 


Man erfieht aus diefer Tafel, daß allerdings beim Halbfreife der Quotient 


A ; 2,507 , 
E am Heinften, nämlid; — 75 it, daß er beim halben Sechseck größer, 


beim halben Quadrate und beim Trapeze von 360 52’ Böſchung aber noch 
größer ausfällt u. ſ. w. 


Beiipiel. Welcher Dimenftonen jind einem Duerprofile zu aeben, welches bei 40 
Duadratfuß Inhalt eine Uferböfhung von 350 hat? Nach der voritehenden Tafel 
ift die Tiefe: 

a —- 0,697 V%»- 4,408, die untere Breite 

b — 0,439 V 9 — 2,777 Fuß, die abfelute Böfchung 
va —= 0,995 V 40 — 6,293 Fuß, die obere Breite 

db, = 15,363, 
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und der Quotient: 


p 2,870 0, 
FT yo 


Gleichförmige Bewegung. Die Bewegung des Waſſers in Betten 
ijt auf einer gewifien Etrede entweder gleihförmig oder ungleihförmig; 
gleichförmig, wenn die mittlere Gejchwindigfeit in allen Querſchnitten diefer 
Strede ſich gleichbleibt, und aljo auch die Inhalte dev Querſchnitte gleich 
find; ungleihförmig hingegen, wenn die mittleren Gefchwindigfeiten und aljo 
auch die Inhalte der Duerfchnitte ſich verändern. Zunächſt ift von der gleich- 
förmigen Bewegung die Rede. 

Bei der gleichförmigen Bewegung des Waſſers auf einer Strecke AD 
— 1, Fig. 807, wird das ganze Gefälle ZH D— h nur auf die Ueber- 
windung der Reibung des Waflers im Bette 
verwendet, weil das Wafler mit derfelben Ge- 
Ihwindigfeit fortfließt, mit welcher e8 zuftrömt, 
aljo eine Gejchwindigfeitshöhe weder gebunden 
nod) frei wird. Meffen wir num diefe Reibung 
dur) die Höhe jener Wäſſerſäule, jo können 
wir folglich das Gefälle diefer Höhe gleid)- 
jegen. Die Reibungswiderftandshöhe wächft aber mit dem Quotienten 


Fig. 807. 





5. mit 2 und mit dem Quadrate der mittleren Geſchwindigkeit c ($. 427), 


daher gilt denn die Formel: 
I 4. c? 
IE Ru F Fr, 
worin & eine Erfahrungszahl ausdrüdt, welche der Coefficient des Rei— 
bungswiderftandes zu nennen ift. 


Durch Umfehrung folgt 


F 
&.1p 

Es kommt aljo bei der Beftimmung des Gefälles aus der Länge, dem 
Querprofile und der Gejchwindigfeit, ſowie umgekehrt, bei der Ermittelung 
der Gejchwindigfeit aus dem Gefälle, der Yänge und dem Duerprofile, auf 
die Kenntniß des Neibungscoefficienten & an. Nach den Eytelwein'ſchen 
Berechnungen der 91 Beobachtungen von du Buat, Brünings, Funk 
und Woltmann ift & — 0,007565, und daher: 

h — 0,007565- 2. ri 

Segt man 9 — 9,809 Meter oder 31,25 Fuß ein, jo erhält man für 

Metermaß: 


We — -D2gh. 


59* 
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! Fh 
h — 0,0003856 md ce — — 


dagegen für das Fußmaß: 





Ip /Fl 
h — 0,00012103 #.c* und c — 90,9 * 
F pt 
ST | ld —ı 
Bei Nöhrenleitungen iſt —z = —_ ‚ daher giebt Diele For— 
E F ur ad? 


mel für Röhren: 
EA HEREREN TIER. 
h — 0,03026 7755 25 
während wir richtiger ($. 428) für dieſe bei mittleren Geſchwindigkeiten 
I 2 
h — ID em 
} 0,0 129 
gefunden haben. Es ift alfo, wie zu erwarten jtand, die Reibung in Fluß— 
betten größer, als in metallenen Röhrenleitungen. 

Beiſpiele. 1) Welches Gefälle ift einem Ganale von der Länge ! — 26 
Fuß, unteren Breite 5b — 3 Ruf, oberen Breite db, — 7 Auf, umd der Tiefe 
a=3 Fuß zu geben, wenn er ein Wafferquantum Q— 40 Cubikfuß pr. Secunde 
fortführen foll? Es tft: 


p=3+2 v2: + 32 — 10,211, ! = er EHEN, und c = !%Y,, = 
daher das gejuchte Gefälle: 


Oft 3146 2 
h — 0.000121. u . (8 Se a .64 — 1,52 Zug. 


2) Welches Wafferguantum liefert ein Ganal von 5800 Fuß Länge bei 3 Auf 
Sefälle, 5 Ruß Tiefe, 4 Ruß unterer und 12 Ruß oberer Breite? Hier iſt: 


52 42 
Zuerst +4 — 16,806 _ (42015, 





5.8 40 
daher die Geſchwindigkeit: 


c = %9 Var == a = I _ 
V 0,42015.5800 — Y 0,14005.5800  Y 812,29 
90,9 
385 
und das MWaflerquantum: 
= Fe = 40.383,19 = 127,6 Gubiffuß. 


— 819 Fuß, 


476  Reibungscoefficienten. Auch bei Flüfien, Bächen u. ſ. w. zeigt ſich 
der Widerjtandscoefficient, wofiir wir im vorigen Paragraphen den mittleren 
Werth 0,007565 angegeben haben, nicht conftant, jondern, wie bei Röhren, 
bei Heinen Geſchwindigkeiten etwas zu- umd bei großen etwas abnehmend. 
Man hat alfo zu fegen: 


— u — 
————— + 2) oder £, (i + —2 oder dergl. 
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Der Verfaſſer der jchon in der Anmerkung zu 8. 471 angeführten Schrift 


- 


findet aus 255 zum großen Theil von ihm angeftellten Verfuchen fir das 
preuß. Maß: 


& = 0,007409 (i 4 
und es folgt hiernad) für das Determaß; 


& — 0,007409 (i + est). 

Man jieht, dag dieje Formeln bei einer Geſchwindigkeit ce — 8'/, Fuß 
den oben angegebenen mittleren Widerftandscoefficienten & — 0,007565 
wiedergeben. Zur Erleichterung der Rechnung dient folgende für das Meter: 
maß zunächſt brauchbare Tabelle der Widerftandscoefficienten: 


’ 


0,1865 2) 





—— nn — mn — — — — — 
— 


Geſchwindigkeit c | 0,1 
| 





02!0,31!0,4!05|0, 08/09) Meter. 

































ae, 





5 Meter. 


4 






















Widerſtandscoef⸗ 


ficient — 0,0 0763 0755 0752 | 0750 


Für das preuß. Fußmaß gilt folgende Tabelle: 












































Beichwin- o r n — 2 1/ 5) o 8 * 15 
digkeit c Pr 0,4 0,5 0,6 0,7 0,5 0,9 1 1!/, F 2 Y) — 10 Fuß. 
Wider: .|. 
andscoef⸗ 

ficient 


0,0 1202 1006 1017 0071 0038 00140890 0879 0833 0810 076870069 0761 [0755[07501 


Dieſe Tabellen finden eine unmittelbare Anwendung in allen den Fällen, 
wenn die Geſchwindigkeit c gegeben iſt und das Gefälle geſucht wird, und 
wenn die Formel Nr. 1 des vorigen Paragraphen in Anwendung kommt. 
Iſt aber die Geichwindigfeit ce unbekannt oder die zu ſuchende Größe, fo 
geftattet diefe Tabelle nır dann eine unmittelbare Anwendung, wenn man 
fhon einen Näherungswerth von c hat. Am einfachjte® geht man zur 
Werke, wenn man erſt annähernd c durd) eine der Formeln 
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= so, \/ Meter oder ce — 00», — Su, 
pl pl 


beſtimmt, dann hieraus, mittel8 der Tabelle, & ermittelt, und den jo erhal 
tenen Werth in der Yormel: 


— VE «2 gh einſetzt. 
Aus der Gefchwindigfeit e folgt dann auch noch das Waſſerquantum mit: 
tel8 der Formel Q = Fe. 
Iſt endlic, das Waſſerquantum und Gefälle gegeben und, wie es bei An 
fegung von Canälen oft vorfommt, das Querprofil zu beftimmen, fo jege 








man + — 5* (ſ. Tabelle $. 474) uud c — * in die Formel: 
2 
h — 0,007565 J — ſchreibe alſo: 
mi Q? 
h= 0,007565 ; 7 und beſtimme hiernach: 
(‚ 
F= (0, 007565 at * * d. i. für Metermaß: 


F= 0,0431 ( ne , oder für Fußmaß: 


02Xx 
F 0,0271 — — 


Hieraus folgt nun annähernd: 


— .. 
— 
nimmt man dieſem Werth entſprechend, & aus einer der Tabellen, jo läßt ſich 
mi Q? 
lee (i —— ) 
genauer berechnen, und es ergeben ſich hieraus aud) jchärfere Werthe für 


e= R und p = m VF, 





fowie für a, b u. ſ. w. 


Beifpiele 1) Welches Gefälle erfordert ein Ganal von 1500 Ruf Linge, 
2 Buß unterer, 8 Fuß oberer Breite und 4 Fuß Tiefe, zur Kortleitung einer Rai: 
fermenge von 70 Gubiffuß pr. Serunde? Ge ift 

pP=2+2VP +9 12, F=5.4=9,c = Y = 35, 
daher: 
I = 0,00784 und 
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52 
h— 0,0784 . En. n — 7,056 . 0,196 — 1,38 Fuß. 
2) Welche Waffermenge liefert ein Bach von 40 Fuß Breite, 4'/, Ruß mittlerer 
Tiefe und 46 Ruf Waflerprofil, wenn er auf einer Länge von 750 Ruß, 10 gell 
Gefälle hat? Es ift ungefähr 


— 00. Vi 45.10 T 2 = 6 Bus, 


und hiernad t= — 
anzunehmen. Man erhält daher genauer: 
c? Fh 4,5.40.. 10 1 


39 — Tip — 0,00765.46.750.12 — 1,7505 "0688 und c—5,96 Fuß. 


Die entfprechende Waflermenge iſt endlich: 
Q0=45.40. 5,6 — 10,73 Eubiffuf. 

3) Man will einen Graben von 3650 Ruß Länge anlegen, welcher bei einem 
Totalgefälle von 1 Fuß eine Waflermenge von 12 Cubikfuß pr. Secunde fortführt. 
Welche Dimenfionen find dem Duerprofile deffelben zu geben, wenn es die Form 
eines halben regelmäßigen Sechseckes erhalten fol? Hier if m — 2,632 (f. Ta: 
belle $. 474), daher annähernp: 

F = 0,0271 (2,632 . 3650 . 144)% = 7,75 Quadratfuß und 
A —; — 1,548 Ruf. 
Hiernad iſt T = 0,0083, und daher: 


{ 5 % ; i 
* (0,0033 . 2,632 - ne) — 8,22 Quadratfuß 


zu nehmen. Es ift hiernach zu fegen: 
pie Tiefe: a — 0,760 VF — 2,18 Ruf, 
die untere Breite: b —= 0877 VF = 351, 
und die obere Breite: db, — 2. 2,51 = 5,02 Fuß. 
Anmerkung 1. Nah Saint-VBenant läßt fih mit ziemlicher Genauigfeit 
ſetzen: 


2 
h — 0,000401 * . ot — 0,000401. 29.0" » * 7 Meter; 


es ift daher der Widerftandscoefficient: 
t = 0,000401 . 29 . vi — 0,000401 . 19,62 . vi — 0,007887 vi, 
alfo 3. B. für v — 1 Meter: 
t —= 0,007887, 
und für v — Y, Meter: — 
c0007887. v4 — 0,007837 . 1,134 = 0,008945. 
(Bergl. oben $. 428, Anmerfung 3). 

Anmerfung 2. Eine Tabelle zur Abkürzung diefer Rechnungen theilt der 

„Ingenieur“ Seite 460 und 461 mit, 


Ungleichförmige Bewegung. Die Theorie der ungleichförmi- 
gen Bewegung des Waffers in Flußbetten läßt ſich infofern auf die Theo» 
vie der gleichförmigen Bewegung zurüdführen, als man den Reibungswider- 
ftand auf einer kurzen Flußſtrecke als conftant und die entſprechende Höhe 
ebenfalls 


$. 47 
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Ip 
=.7'7, 


ſetzen kann. Außerdem ift aber nod) auf die der Gejhtwindigfeitsveränderung 
entfprechende Lebendige Kraft des Waſſers Rüdficht zu nehmen. 

Es ſei ABCD, Fig. 808, eine kurze Flußftrede, von der Pänge AD 
— 1, dem Gefälle DH — h, und es ſei ©, die Geſchwindigkeit des an- 
fommenden, v, die des fortgehenden Waflers. Wenden wir die Regeln dei 
Ausfluffes auf ein Element D im Wafler- 


vu? 


Fig. 808, 
N A fpiegel an, jo ee. wir für deflen Ge— 
Fe ſchwindigkeit ni 
yes he . — — D 
——— —‘—R vu — 
— 
c was aber ein Element E — — be: 


trifft, jo hat daffelbe zwar von der einen 
Ceite her eine größere Drudhöhe AG —= EH, allein da das Unterwaſſer 
mit der Drucdhöhe DE entgegemwirkt, jo bleibt fiir dafjelbe ebenfall® nur 
das Gefälle DH — EH — ED als Bewegung erzeugende Drudhöbk 
übrig, und es gilt alfo auch für diefes und fiir jedes andere Clement die 


Formel: 





I — — v 
29 
- und nimmt man hierzu noch den wen jo erhält man: 
h= 4," + — 
29 


worin p, F und v en des Wafferprofiles, Querſchnittes und der 
Gefchwindigfeit find. Iſt Fo der Inhalt des oberen und F, der des unteren 


Duerprofiles, fo läßt fid) jegen: 
F= — F F und 9 = Fu = Fıvı, 


dee — 


el 





— 

. o+ v+tr = - (4 + 1 =) 

F — HBñ + ET F? + Rp F) — F, 
folgt und ſich ergiebt: 


— 
))h= F — (= + „| 
7— — 5iñ I7 ſewie 


2) Fine: RE 
V» "Rrinım ra F, (7 * 
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Mit Hilfe der Formel 1) läßt fid) aus dem Wafjerguantum, der Yänge 
und den Querfchnitten einer Fluß- oder Ganalftrede das entjprechende Ge— 
fälle berechnen, mit Hülfe.der Formel 2) aber umgekehrt aus dem Gefälle, 
der Yänge und den Querjchnitten das Waflerquantum. Um mehr Genauig- 
feit zu erzielen, fan man die Rechnung fiir mehrere furze Flußſtrecken durch— 
führen und zulegt das arithmetifche Mittel nehmen. Iſt nur das Total- 
gefälle befannt, fo fege man gleich diejes jtatt A im die letzte Formel, führe ftatt 

ER 3 
HR Mm HP 
wo F, den Inhalt des legten Querprofiles bezeichnet, und ftatt 
Ip 1 1 
R+R\MTR 
die Summe aller ähnlichen Werthe der einzelnen Flußſtrecken ein. 

Beiſpiel. Gin Bach hat auf einer Strede von 300 Ruß Länge 9,6 Zoll 
Sefälle, der mittlere Umfang feines MWaflerprofiles ift 40 Fuß, der Inhalt des 
oberen Querprofiles mißt 70 und der des unteren 60 Duadratfuß. Welche Wafler: 
menge liefert viefer Bach? Ge ift: j 








=. _7,906_V 0,8 Be 
j3 300 . My u% —— 
* 0,007565. — 
Vz 2 =. - 007565 — 130 603 — + 708 
— mL Tom — 
— V 0,0000731 =E 0,0003 vi 0,0004096 == 549 Cubikfuß. 
9: 
Die mittlere Geſchwindigkeit beträgt F, — — — 5,37 Fuß, daher iſt 
richtiger 


c6,00768 ſtatt 0,007565 
zu ſetzen, und es folgt nun ſchärfer: 


2 7,071 ——— 
a nn Subiffuß. 
V 0,0000731 + 0,0003416 fuß 


Wenn derſelbe Bach bei demſelben Waſſerſtande auf einer anderen Strecke von 
450 Fuß Yänge 11 Zoll Gefälle hat, und wenn auf dieſer Strecke fein oberes 
Duerprofil 50 und fein unteres 60 Quadratfuß beträgt, wobei der mittlere 
Profilumfang 36 Ruß mißt, jo hat man: 

7,906 V 0,9167 


1 — 50.536 
— 0070 
— * 0,0078 - ⸗ Eu + 508 * 


— 7,906 | nr 0,9167 — 301 Gubiffuß. 


— 0,0001222 — 0,0001222 — 0,0007549 0,0007549 


Aus beiden MWerthen folgt der mittlere: 


347 + 30 — 
= . 2 1 _ 324 Cubikfuß. 











Um eine Formel für die Waffertiefe zu erhalten, jegen wir die obere $. 478 
Tiefe = a und die untere — a,, ferner den Abhang des Flußbettes, 
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— «, folglich das Gefälle des Grumdbettet, — 1 sin.a. Dann erhalten 
wir das MWaffergefälle: 
h=— a + !Isin.a, 


und es folgt num die Gleichung: 


1 1 2 2 
ne 
daher: 

2 
MT --(H-n)5_ 
p L. 9°? 
SMLR\F arm) - me 
Mit Hilfe diefer Formel * man die Strede Jbeſtimmen, welche einer 
gegebenen Veränderung a, — a, der Waflertiefe entipricht. Iſt aber die 
umgefehrte Aufgabe zu Löfen, jo hat man den Weg der Näherung zu betreten, 
indem man erft die den angenommenen Senfungen a, — a, und a, — % 
entfprechenden Entfernungen 7, und I, ermittelt, und hieraus durch eine Pro 
portion die der gegebenen Entfernung 7 entiprechende Senkung beredjnet (}. 
„Ingenieur“, Arithmetif, $. 16, V. Seite 76). 
Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite b des 
fließenden Waſſers conftant ift, oder al® conftant angejehen werden Fanı. 
Wir - in diefem alle: 








(> — )E= FR-F_ Q? _(F — Fı) (FR + Fı) 1 
2 Er FEFRROÖO2H * 29 
— 2 — | 
BR “© — a) — (+ a) Eee a: 2, 
2 a, 29 
und ebenſo 
ra) En. 
F, + F, gr; O(R+HF,) F} 29 
annäher ae 
annähernd — — er daher: 
Ay — 4ı) (1 —— ze) 
N — — 
—* en & 


und folglich: 


— 
Mit Hilfe dieſer Formel läßt ſich direct die einer gegebenen Strede ! 
entfprechende Veränderung (a, — a,) ber,Waffertiefe berechnen. 
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Beifviel. Man will in einem horizontalen Graben von 5 Ruß Breite und 
800 Fuß Länge eine Maflermenge von 20 Gubiffuß fortführen und diefelbe 2 Fuß 
hoch eintreten laffen, welche Höhe wird das Waſſer am Ende des Ganales haben? 
Theilen wir die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beitimmen wir nach ber 
legten Formel das Gefälle für jeden diefer Theile. 


Allemal it an.a—= 0,1 = —— 400, und b = 5; für den erſten Theil 








2 
iſt »* — 2, daher T = 0,00810, ferner a, = 2; da nun p = BY, 
fo folgt: 
85 4 
250 . 75° 9 q 0,1762 u 
ie Saul DS ae Tuer gone = Dose un 
1- m — — 
2 29 
Nun iſt für die zweite Hälfte an — 2 — 0,188 — 1,312, ferner p, etwa 
= 82, u, = SI — 2,207, und die Senfung des zweiten Theiles: 
82 2,2072 
008 2 ne 
REN: STE up 0,2235 _ | 
Bam Bo 1— 


1,512 29 
daher folgt die ganze Senfung 
— 0,188 + 0,250 — 0,438, 
und die Maflertiefe am unteren Ende 
= 2 — 0,433 = 1,562 Fuß = 18%, Boll. 


Anschwellungen. Wenn Flüſſe oder Ganäle ihren Wafferftand 
ändern, jo treten auch Gefchwindigfeitsveränderungen und Veränderungen 
in den Wafjermengen ein. Einem höheren Wafleritande entfpricht nicht nur 
ein größerer Querjchnitt, ſondern aud) eine größere Gefchwindigfeit, und da- 
her aus doppelten Gründen ein größeres Waflerquantum, und ebenfo giebt 
eine Abnahme der Waifertiefe eine Verminderung im Querſchnitt und in 
der Gefchwindigfeit, und daher auch eine Abnahme der Waflermenge in ziweis 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe — a, und die fpätere Tiefe 
— a,, jowie die obere Breite des Canales, — b, fo läßt ſich die Vergröße- 
rung des Duerjchnittes, — b (a, — a), und daher der Querſchnitt nad) 
der Anjchwellung (a, — a): 

FR =fF+b(a — a 
ſetzen, auch folgt hiernad) : 


F, 
2214 


b (a, — a) 
F 


Fı : — b (a, — a) 
va annähernd — 1 + — 


und: 


8. 479 
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ft ferner p der anfängliche, p, der fpätere Umfang des Waflerprofiles, 
ſowie 4 der Böſchungswinkel der fer fo läßt fich fegen: 





2 (aı - — 4) 

— m , 11 
Pi PT sin. H daher 
n—ı — sure ak; 

p psin. VE 

‚Pı da, — 

/— —] owie: 
p * p sin. — * 


V+ — U — 4 
57 
Nun iſt aber die ie Geſchwindigkeit beim erſten Waſſerſtande, 
1 Fı 4 i 
= ‚= ‚und beim zweiten c, — 90 »V& ! — es laßt 


ſich daher: 
en ER ; Fı —9 1% ee -( b b (a — a) ") (1 - a 
Zu F Pı - Bar 2F — =) 


1 
a Se (#7 - F psin. Eu) 
aljo die relative Be 


c 1 
1) = — (a, — a) (+ - — 5) legen. 
Dagegen folgt das Verhältnig der Waſſermengen: 


a na _ 2 (1 n b(a, — u) J + (a, — u) (Fr F re] 


=1+ (a — a) (r- - op) 
und der relative Waſſermengenzuwachs: 
a-0Q 3b | 
7. Wie — va rien a 
17 TE —— 5) 
Weniger genau, aber in vielen Fällen, namentlich bei breiten Ganälen 








1 
mit wenig Böſchung genügend, ift es, ?’—= ab zu fegen — zu ver 


nachläffigen, weswegen dann einfacher 
——— m — 1/, mo und AV — 3 < ei — 


a Q — a 
folgt. 


Hiernach ift alfo die relative Gejchwindigfeitsveränderung halb 
jo groß, und die velative Veränderung im Wafjergquantum gleid 
»„mal fo groß, als die relative Veränderung im Wafferftande 

Die vorftehenden Formeln gelten nur fir die permanente Bewegung 
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des Waflers in Flußbetten, wo die Waſſerſtände conftant find, nicht 
aber in den Fällen, wo die Höhe des fließenden Waſſers veränderlich ift. 
Die mittlere Geſchwindigkeit in einem und demſelben Querprofile iſt wäh— 
rend des Steigens der Waſſerhöhe größer und während des Fallens 
kleiner als bei conſtantem Waſſerſtande, es fließt alſo auch im erſten Falle 
mehr und im zweiten Falle weniger Waſſer durch als bei der permanenten 
Bewegung des Waſſers. 

Beiſpiele. 1) Wenn der Waſſerſtand um Yo ſeiner anfänglichen Größe zu: 
nimmt, jo wird die Gefchwindigfeit um Y,, und das Waflerauantum um gg ſei⸗ 
nes anfänglichen Werthes größer. 

2) Wenn die Tiefe um 3 Procent abnimmt, fo vermindert ſich die Geſchwindig— 
feit um 4 Procent, und das Waſſerquantum um 12 Vroeent. 

3) Mit Hülfe der genaueren Kormel 

= (et _ ) 
Q) 2F p sın.# 
läßt fich eine Waſſerſtandsſeala KAM, Kia. 809, conftruiren, woran man Die jeder 
Warlertiefe AL entiprechende Waflermenge eines Canales ablefen fann, wenn man 
Fig. 809. nur einmal das Waſſerquantum für eine gewiſſe mitt: 
x lere Tiefe fennt. St b—= 9 Fuß, 61 — 8, a — 3 
und 4 — 450, jo hat man: 


, I B 
—— — a — 15 Duadratfuß, 


p=3+ 2.3V2 — 11,485, und 
sin. d — VYy = 0,707, 





daher: 
. — _ (83.9 1 
0 7\2.18 11,485 .0,707 
= 0,627 (a, — a). 
Belrägt das dem mittleren Wajlerftande entſprechende Waflerguantum = 
Gubiffuß, fo hat man: 


% = 40 + 40.027 (a — a) = 40 +3 (a, — a). 


St a —a=0,04 Fuß — 5,76 Einien, fo folgt Q, — 41; it a — a = 0,08 
Suß=11,52 Kinien, jo hat man Q, — 42 Eubiffuß; ift ferner a, — a — — (0,04, 
jo folgt &, — 39 Gubiffuß u. ſ. w. Es giebt alfo eine Scala, deren Intervalle 
LM = LN = 5,76 ®inien betragen, die Waflermenge bis auf einen Cubikfuß 
genau an. Natürlich wird die Genauigfeit um fo fleiner, je mehr fih der Waſ— 
jeritand von dem mittleren entfernt. 


Anmerfung. Ueber die Zu: und Abführung des Waflers in Ganälen, fowie 
über die Anlage der Wehre und Teiche wirt im zweiten Theile gehandelt. 

Schluganmerfung. Ausführlich über die Bewegung des Waflers in Ganälen 
und Flüſſen handelt der Verfafler in der allgemeinen Encyklopädie, Bd. IL, Ar: 
tifel „Bewegung des Waflers in Canälen und Flüſſen“; aud wird dafelbit eine 
vollftändige Literatur (bis 1844) über diefen Gegenftand mitgetheilt. Nittinger’s 
tabellarifche Zufammenftellung der Berfuche über die Bewegung des Waflers in 
Ganälen. it in ver Zeitichrift des öfterreichifchen Ingenieurvereins 7. Jahrgang 
1355, enthalten. 


) (4 — a) = (0,750 — 0,123) (a, — a) 
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Achtes Capitel. 
Hydrometrie oder Lehre vom Waſſermeſſen. 


;, 480 Aichen. Das Waſſerquantum, welches ein fließendes Waſſer innerhalb 
einer gewiſſen Zeit liefert, wird entweder durch Aichmaße, oder durd 
Ausflußapparate oder durch Hydrometer gefunden. Das eimfadhite 
Waſſermeſſen beftcht allerdings in dem Aichen (franz. jaugeage; engl 
gauging), d. i. in der Anwendung eines Archgefäßes, doch iſt dieſes nur bei 
Heineren Waflermengen, wie fie etwa in Röhren oder Heinen Bächen und 
Gräben zugeführt werden, anwendbar. Das Aichgefäß wird meift aus Bret- 
tern zufammengefegt, und befommt deshalb eine parallelepipedifche Form; 
um feine Haltbarkeit zu erhöhen, wird es wohl noch mit eiſernen Reifen 
umgeben. Wie der genaue Inhalt diejes Gefäßes zu ermitteln ijt, wird im 
„Ingenieur“, S. 208, angezeigt. Das Wafler wird diefem Gefäße durch ein Ge⸗ 
vinne EF, Fig. 810, zugeführt, an deſſen Ende ſich eine Doppelflappe @ H be 

findet, durd) weldye man das Wailer 

nad) Belieben neben dem Gefäße AU 
oder in daffelbe ausfliegen laſſen kann. 

Um die Höhe des Wailerförpers im 

Gefäße recht genau zu erhalten, wen 

det man wohl nod) eine Waſſerſtande⸗ 

fcala KL an. Wenn man vor der 

Meffung die Zeigerjpige Z bis auf 

die Oberfläche des ſchon im Gefäße 

befindlichen und wenn aud) vielleicht 
nur den Boden bedvedenden Waſſers 
herabgelafien und den Waſſerſtand 
an der Scala abgelefen hat, jo erhält man die Höhe ZZ, des geaichten 
Waſſers durch Subtraction dieſes Waflerftandes von demjenigen Stande, 
welchen die Scala anzeigt, wenn man die Zeigerjpige Z, am Ende der 
Beobachtung mit dem Wafjerfpiegel in Berührung gebracht hat. Bor der 
Meſſung ift natürlich die Klappe jo zu ftellen, dag das Waller neben dem 
. Kaften ausfließt. Hat man fid) überzeugt, daß der Zufluß im Gerimne in 
Beharrung übergegangen ift, und hat man an der in der Hand befindlichen 
Uhr einen Zeitpumft beobachtet, jo dreht man die Klappe um, damit das 
Waſſer in das Aichgefäß fließt; und ift nachher das Gefäß ganz oder zum 
Theil gefüllt, jo lieft man auf der Uhr einen zweiten Zeitpunkt ab und bringt 


Fig. 810. 





Ä “ 
es > =, B 
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die Klappe wieder in die erfte Stellung. Aus dem mittleren Querſchnitte 
F des Gefäßes und der Höhe ZZ — s des Waflerförpers ergiebt ſich das 
ganze Wafferquantum 9 — F's, und hieraus wieder mittel® der durd) die 
Differenz der beobachteten Zeiten gegebenen Yillungszeit t da8 Waſſer— 
gquantum pr. Secunde: 
Fs 
7° 


Anmerkung. Um ein veränderliches Zuflußwaflerquantum zu jeder Tageszeit 
angeben zu können, fann man ven in Fig. 811 abgebildeten Gubir-Apparat, wie 
Fig. 811. er vorzüglih auf Salinen vorfommt, an: 
wenden. Hier giebt es zwei Aichgefüße 
A und B, die fih abwechſelnd füllen 
und leeren, und das dur eine Möhre 
F zugeführte Wafler geht durch eine 
furzge Röhre C G, welche mit einem um 
Ü drehbaren Hebel DE feit verbunden 
it. Hat fih das eine Gefäß, 3. B. A, 
gefüllt, jo fließt das Wafler durch ein 
fleines Gerinne H in das Eimerchen 
M, tiefes zieht nun den Hebel auf der 
einen Seite nieder, und es fommt vie 
Möhre 0 6 in eine Lage, wodurd das 
Waller nah B geleitet wird. Das Auf: 
ziehen der Klappen O und P erfolgt durch über Rollen weggehende Schnüre, deren 
Enden mit dem Hebel verbunden find, und wird vorzüglich durch eiferne Kugeln 
unterftügt, die dem Mievdergehen des Hebels den legten Impuls ertheilen. Die 
Gimer M und N enthalten noch Feine Ausfluföffnungen, damit fie ſich nach jedes— 
maligem Kippen leeren fönnen. Uebrigens ift nod ein Zählapparat angebracht, 
an welchem die Zahl der Spiele zu jeder Zeit abgelefen werden fann. Andere 
Apparate diefer Art von Brown bejchreibt Dingler’s polyt. Journal Bob. 115. 
Ueber einen neuen Waflermefapparat von Noeggerath fiehe „Polyt. Gentrals 
blatt 1856. Heft 5.” Bergleiche ferner die amgeführten Werke von Francis, 
Lesbros u. f. w. Siehe auch weiter unten $. 506. 





Ausflussregulatoren. Sehr häufig werden kleinere und mittlere $. 481 
Woaflermengen mit Hilfe ihres Ausfluffes durch eine beftimmte 
Mündung und unter einem befannten Drude gefunden. Aus dem Inhalte 
F der Mündung, aus der Drudhöhe A und mit Hilfe eines Ausflußcoeffi- 
cienten u ergiebt ich die Waflermenge pr. Secunde: 

Am beiten eignen ſich Hierzu die Poncelet'ſchen Miündungen, weil für 
diefe bei jehr verjchiedenen Druckhöhen die Ausflußcoefficienten mit großer 
Genauigkeit befannt find (8.410); jedoch find diefelben nur bei gewillen mitt— 
leren Waflermengen anwendbar. Der Verfaſſer bedient fic bei feinen Waf- 
jermeffungen vier folder Miündungen, eine von 5, eine von 10, eine von 15 
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und eine von 20 Gentimeter Höhe, alle aber von 20 Gentimeter Weite. 
Diefe Mündungen find in Mefjingtafeln ausgefchnitten, welche auf hölzernen 
Rahmen AC, Fig. 812, aufligen, die man mittel vier jtarker eijerner 
Schrauben an jeder Wand befeftigen fan. Im vielen Fällen muß man jid 

Fig. 812. freilid) größerer Miündungen bedienen, für welde die 
Ausflußcoefficienten nicht jo jicher beftimmt find, ja oft 
laſſen ſich nur Ueberfälle anbringen, weldye meiſt noch 
weniger Genauigfeit gewähren. Jedenfalls gilt aber dw 
Kegel, daß man bei dem Ausflufje jo viel wie möglıh 
vollftändige und vollfommene Contraction zu erzielen 
juchen und deshalb der Mündung, wenn fie in einer dickeren Wand befind 
lich) ift, nad) außen eine Abjchrägung ertheilen muß. Weldye Correctionen 
bei unvollfommener und partieller Contraction anzubringen find, ift in den 
$$. 416, 417 u. ſ. w. hinreichend auseinandergejegt worden. 

Um das Waſſer eines Gerinnes zu meſſen, hat man das Mündungsſtü 
einzufegen und den Moment abzuwarten, wann der Waſſerſtand in Behat 
rung gekommen ift. Zur Meffung der Drudhöhe kann man ſich der feite 
Waſſerſtandsſeala KL mit Zeiger, Fig. 813, oder der beweglichen Wafler 
ftandsfcala EF, Fig. 314, bedienen. Will man den Ausflug unmittelbar 


Fig. 813. Kia. 814. 








an Scugöffnungen beobachten, jo ift es gut, vorher ein Paar mefjingen: 
Schügenftandsfcalen BC und DE, Fig. 815, nebft ihren Zeigen F 
Fig. 815. und @ auf die Führung und auf das Schußbrett A zu 
befeftigen, um die Deffnungshöhe ficherer ablefen zu 
fönnen. Uebrigens ift e8 meift befjer, zu den Zwecke der 
Waflermefjung gleich ein neues Schutzbrett nebſt einer 
Führung mit der erforderlichen Abjchrägung nad) aufen 
einzufegen. | 
Das einfachſte Mittel, das Waſſer in einem Gerinn 
zu mefjen, bejteht allerdings in dem Einſetzen eines an 
der oberen Kante abgefhrägten Brettes CH, 
dig. 701, und in der Ausmefjung des dadurd) gebildeten Ueberfalles. SH 
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der Graben oder das Gerinne lang und wenig anfteigend, fo dauert e8 aller- 
dings ziemlich lange, ehe der Beharrungszuftand eintritt, und es ift deshalb 
gut, hier vor der Meſſung noch ein zweites Brett einzufegen, welches den 
Ausflug des Waflers auf eine längere Zeit verhindert, um das Steigen 
des Waflers auf die dem Beharrungszuftande entiprechende Höhe zu be: 
Ichleunigen. 
Um das Wafjerquantum eines Bades zu meſſen, fann man den- 
fig. 816. jelben durd; einen aus Pfählen und 
— Brettern beſtehenden Einbau AB, Fig, 
816, eindämmen und das Waſſer durd) 
eine in demfelben angebrachte Deffnung 
C abfliegen lafjen, oder man kann ſich 
auch eines einfachen Ueberfalles oder 
Ueberfallwehres (hiervon im zweiten 
Theile) bedienen. 

Anmerfung. Das einfachfte Mittel, um die Drudhöhe zu beftimmen, ift, den 
Stand des Zeigers zu beobachten, wenn deſſen Spitze erftens die Oberfläche des 
im Beharrungszuitande abfliegenden Waflers und zweitens den Spiegel des ftill- 
ftehbenden und nur bis Schwelle C aufgeltauten Waflers berührt. Die Differenz 
diefer beiden Scalenitände it die Druckhöhe oder der Stand des Waſſers über der 
Schwelle. Bei Beobachtung des legten Zeigeritandes ift die Gapillarität nicht außer 
Acht zu laſſen, vermöge welcher der Waflerfpiegel noch um 1,37 Linien über oder 
unter der Schwelle ftehen kann, che ver Abfluß des Waflers über derfelben beginnt 
oder aufhört. (Siehe $. 330.) 





Sehr einfach, wird auch das Waſſer in einem rectangulären Canale oder $. 482 
Serinne AB, Fig. 817 und 318, gemeffen, wenn man ein unten abge» 


Fig. 818. 





Ichrägtes Brett CD fo einfett, daß unter demfelben eine Ausflugöffnung 

CE übrig bleibt, durch welche das Waller abfliegen fann. Diefe Methode 

hat vor der Anwendung eines Ueberfalles den Vorzug, daß bei ihr das ge- 

fpannte Waller mehr zur Ruhe kommt, und deshalb die Meſſung der Drud- 

höhe fchärfer zu vollziehen ift. Wenn es möglid) ift, fuche man einen freien 

Ausflug, wie Fig. 817, herbeizuführen, weil hierbei eine größere Ge— 
Weiébach's Febrbud d. Mechanik. L 60 
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nauigfeit zu erlangen ift; bei einer großen Waflermenge ift e8 jedoch nicht 
möglich, das Zurückſtauen des Unterwaſſers zu verhindern, und man muß 
ſich daher mit einem Ausfluſſe unter Waſſer, Fig. 818, begnügen. Endigt 
ſich das Gerinne kurz hinter der Mündung, bildet es alſe ein jogenanntes 
furzes Anfaggerinne, fo fließt das Waſſer durch dafjelbe faſt Frei ab, 
und man hat e8 dann mit einem Falle der Lesbros’schen Verſuche ($. 418) 
zu thun. Bezeichnet a die Miündungshöhe, b die Mindungsbreite, Ferner A 
die Drudhöhe, bis Mitte der Mündung gemefjen, und u den aus Tab. II, 
$.418, zu nehmenden Ausflußcoefficienten, fo hat man das Ausflußguantum 
Q => wab V2goh. 

Iſt Hingegen das Gerinne lang, oder das abfliegende Waſſer geftaut, jo 
daß es eine horizontale Oberfläche hat, jo fliegt das Waller in allen Stellen 
des Miündungsquerfchnittes mit einer und derjelben, dem Niveauabftande 
zwijchen der Oberfläche A des Oberwafjers und der Oberfläcdye 2 des Unter— 
wafjers entjprechenden Geſchwindigkeit ab, es ift daher dann in der legten 
Formel fiir Q, ftatt A dieſer Niveauabftand einzuführen. 

Fließt das Wafler in die freie Luft, oder fteht der Unterwafleripiegel 
nicht über der oberen Miündungsfante, wie Fig. 817 vor Augen führt, fo bat 
man ſowohl fir eine ſcharfe als aud) für eine abgerundete Mündungstkante, 

u = 0,965 
einzufegen, und folglid) bei der Strahldide a und Breite b, 
Q = 0,965 ab V2ah, 
oder genauer, wenn a, die Tiefe des zu- und a die des abfließenden Wafler: 
bezeichnet, nad) $. 398: 


Q — 0,965 — 
= (- 
a, 

Bei dem Ausflug unter Wafjer, wobei der Unterwafjerfpiegel über 
der oberen Mündungskante fteht (ſ. Fig. 318), bildet ji hinter der Mün— 
dungswand ein Waflerwirbel, wobei der Ausflug weſentlich geftört wird, und 
es iſt hier, einigen Verſuchen des Verfaſſers zufolge, fir eine Mündung mit 
Iharfer Mündungsfante im Mittel, 

u — 0,462, 
und dagegen für eine foldje mit nad) einem Quadranten abgerumbdeter 
Kante, 

u —= 0,717 
zu ſetzen. 

Beifpiel. Um die Waflermenge zu finden, welde ein Gerinne AB, Fig. S18, 
fortführt, hat man ein jcharffantiges Brett CD in daffelbe eingejegt, und dadurd 
einen Ausflug unter Wafler hergeftellt, übrigens aber Folgendes gefunden. Weit: 
der Mündung oder des Gerinnes, db — 3 Ruf, Deffnungshöhe oder Abitand CE 
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ver Brettfante C vom Gerinnboden, a — 6 Zoll, Stand des Zeigerd Z auf ber 
Seite des Oberwaflers, A, — 0,445 Ruß, und Stand des Zeigers Z, über dem 
Unterwafler, A, — 1,073. Es iſt hiernah der Niveauabitand 

hr —h, — h, = 1,073 — 0,445 — 0,628 Fuß und die gefuchte Waffermenge: 


Q = 0,462 .7,906..3.0,5Vh, — h, = 5,48 V0,628 — 4,34 Gubiffuß. 


Wäre der Ausflußcoefficient bei ähnlichen Mindungsquerfchnitten immer $. 483 
derjelbe, jo witrde der trianguläre Ueberfall oder zweifeitige Wand- 
einjchnitt ABC, Fig. 819, einen bejonderen Borzug vor dem Ueberfall 

Fig. 819. mit horizontaler Schwelle haben, dies ift jedoch, 

a wie jhon an Kreismiindungen wahrgenommen 

n E werden kann, bei Heinen Mindungen nicht, und 

bei großen Mündungen nur annähernd richtig. 

Soldye Wandeinfchnitte empfiehlt Herr Profefior 

Thomjon in Belfaft als Hülfsmittel zum Waf- 

jermeffen. Aus der Breite AB = b, und ber 
Höhe CD — h, folgt hier das Waflerquantum 


= en V29h (j. $. 402), 


und wenn man nad) Thomfon, den Ausflußcoefficienten u — 0,619 jekt, 
= 033 z Vaoh — 0,18 bN% Cubitfuß. 








Zum Waffermefjen eignen ſich aud) ſolche Miündungen, bei welchen die 
Waffermenge der Mündungshöhe proportional ift. ft diefelbe mit 
einem Schugbrete verjehen, jo giebt dann die Größe des Schligenzuges das Maß 
der Ausflugmenge an. Es ſei die Drudhöhe über der oberen Kante einer 
folhen Mündung ABCD, Fig. 820, OA — h, die Länge diefer Kante, 
AB, die der unteren Kante, CD=b,, 
und die Höhe der Mündung, AD = a, 


Fig. 820. 


Horizontale Linien im Abftande z von ein- 


ander theilen die Mindung in gleichhohe 
Streifen, wovon jeder eine und diefelbe 


Waſſermenge — geben ſoll. Für den oberen 


Spalt oder Streifen, welcher die Breite b 
und Drudhöhe Ah hat, ift 

22 V3gn, 

n n 
und dagegen filr einen Streifen, welder um OM — x unter dem Waſſer— 
jpiegel liegt, umd die Breite MN — y hat, ift 





60* 


948 Siebenter Abſchnitt. Achtes Gapitel. [8. 484 


ER 1 V2oz; 


n n 


Q 


folglich Hat man, wenn man dieſe beiden Ausdrücke für , einander gleich jest, 


yVzx = bVn, oder 


ey 
bpb VYx 


Die Cure BNC, welde die Mündung an der Seite begrenzt, ger 
einem aus Artifel 9 der analytifchen Hülfslehren befannten Curvenivitm 
an, welches die Horizontale O Y und die Verticale OX zu Aſymptoten bet: 


Aus Q, hund a folgt: 





1) die obere Mündungsbreite b — — 
ay2 gh 
2) Mündingsbreite in der Tiefe x, y — »\/* ‚ und 
; u) 
3) die untere Miündungsbreite b, — b V — 


Ferner iſt der Inhalt der Mündung: 
F— 2b(Vh(h + a) —h), 
und daher die mittlere Drudhöhe: 
MR? 7, — 
29 \F/ \Yıh+a—wW 2 
Iſt diefe Mündung mit einer Schütze A E verfehen, jo giebt der Schütm 
ug DM = a, eine Ausflugöffnung MC, durch welche die Waflermeng: 
Qı = - Q flieht. 

8.484 Prony’s Methode. Da es oft lange dauert, ehe der Beharrungszuftand 
von dem durch einen Einbau aufgeftauten Waſſer eintritt, fo fanın man fol- 
gendes von Prony vorgeihlagene Berfahren mit Vortheil anwenden 
Zuerft verjchlicehe man die Mündung durch ein Schugbrett ganz und laſſe 
dadurch das Waller ziemlid) hoch, oder jo weit, es die Umftände erlauben, 
aufſtauen; jegt ziehe man das Schugbrett jo weit auf, daß mehr Waſſer ab 
als zufließt, und meſſe num die Waflerftände in gleichen und möglichjt Meinen 
Zeitabftänden; endlich verſchließe man die Schugöffnung wieder völlig um 
beobachte noch die Zeit f,, innerhalb welcher das Wafler auf die erfte Höhe 
fteigt. Jedenfalls ift dann im Laufe der ganzen Beobadhtungszeit 2 + A 
ebenjo viel Waller zu= als abgefloffen, und es läßt fic daher durch das Aus 
flußquantum in der Zeit € das Zuflußquantum in der Zeit? + t au 
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drüden. Sind die Drudhöhen während des Sinkens h,, A,, hı, h, und h,, 
jo er man die mittlere Ausflußgefchwindigfeit: 


v — 2/5 +4Vm +2Vm +4Vn, +VR,) (ji. $. 453), 


und ift num der Inhalt der Schugöffnung, — F, fo hat man das Ausfluß- 
quantum in der Zeit t: 


‚= — er (Vo +4Vn + aVn, +4Vn, 4 VTT). 
und daher Zuflußquantum pr. Secunde: 


Vv uFtV 29 — — — 
— = 5 (Vi +4Vmn +2Vm, +4V,+Vn,). 


Beifpiel. Um das zum Umtriebe eines Waflerrades zu. benutzende Waſſer 
eines Baches zu meflen, bat man daflelbe durch eine Spundwand, Fig. 816, eins 
gedämmt und nad Gröffnung der rectangulären Mündung in derfelben Folgendes 
beobachtet: anfüngliche Drudhöhe, 2 Fuß, nad 30”, 1,8 Ruf, nach 60”, 1,55 Fuß, 
nach 90”, 1,3 Ruß, nad 120”, 1,15 Ruß, nad 150”, 1,05 Fuß, und nach 180, 
0,9 Fuß; Breite der Deffnung, — 2 Ruß, Höhe der Deffnung, — Y, Fuf, Zeit 
zum Zurüditeigen auf die erite Höhe bei verfchloffener Deffnung, — 110”. Zu: 
nächit beträgt die mittlere Ausflußgeichwindigfeit | 


—E — (VY2+4V1,8+2V1,55 +4V1,3+2V1,15 + 4 V1,05 + V0,9) 
— 0,4392 (1,114 + 5,364 + 2,490 + 4,561 + 2,145 + 4,099 + 0,949) 
— 0,4392 .21,022 — 9,233 Ruß; 
nun ift aber F—= 2. — 1 Duadratfuß, daher folgt die theoretifche Ausfluß: 
menge — 9,233 Cubikfuß. Nimmt man den Ausflußcoefficienten — 0,61 an, fo 
erhält man endlich das gefuchte Waflerquantum: 


0,61..180 : — 
— nn 33 —3 8 3 
90 * 150 £ 110 9,233 — 3,495 Eubiffuß. 





Wasserzoll. Um Fleine Waffermengen zu meſſen, bedient man $. 485 | 
ſich auch wohl des Ausfluſſes durch Freisrunde, 1 Zoll weite Mindungen in | 
einer dünnen Wand unter einem gegebenen Drude. Man nennt die Waſſer— 
menge, welche eine ſolche Deffnung unter dem kleinſten Drude, oder dann, 
wenn der Wafleripiegel nur eine Yinie über der oberften Stelle der Mitn- 
dung fteht, einen Waffers oder Brunnenzoll (franz. pouce d’eau; engl. 
water-inch). Die Sranzofen nehmen an, daß einem Waflerzolle (alt Parif. 

Mag) in 24 Stunden 15 Pinten oder 19,1953 Cubikmeter Waſſer, alfo 
in 1 Stunde 0,7998 Eubifmeter und | 
in 1 Minute 0,01333 „ | 
entipricht, doc) weichen ältere Angaben von Mariotte, Couplet und 
Boſſut Hiervon nicht unbedeutend ab. Nach Hagen liefert ein Waſſerzoll 
(für das preuß. Maß) in 24 Stunden 520 Eubiffuß, alfo in der Minute 
0,3611 Eubiffuß. Der Prony'ſche doppelte Waffermodul, welcher einer 
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Mündung von 2 Centimeter Durchmeffer bei 5 Centimeter Drud entipridt 
und in 24 Stunden 20 Cubikmeter Waffer liefert, hat feine allgemeine Auf- 
nahme gefunden. 


Die Beobachtungen laſſen ſich ficherer anftellen, wenn man eine größer 
Drudhöhe hat; am einfachiten ift es, wenn man diefe Höhe, wie den Durch 
mefler der Mitndung, 1 Zoll annimmt. Nach den Herren Bornemanı 
und Röting giebt ein folder Wafferzoll täglich 642,8 Cubikfuß Wale 
(f. den Ingenieur Seite 463). 

Der Apparat, an dem man mit Hilfe von Wafferzollen das Waſſer mitt, 
ift in Fig 821 abgebildet. Das zu meſſende Waſſer fließt durch die Rohre 

Fig. 821. A in einen Kaften B, aus 
diefem tritt e8 durch unten 
in ber Sceidewand CD 
angebrachte Löcher in den 
Kaften E, und aus dielem 
fließt e8 durch eine hor- 
zontale Reihe von geman 
1 Zoll weiten und in Blech 
ausgejchnittenen fKreistur- 
den Mündungen F in de 
Refervoir G. Damit fd 
aber der Wafferfpiegel nur eine Pinie über den Köpfen diefer Mündunge 
ftellt, ift e8 nöthig, daß diefe in hinreichender Zahl vorhanden feien, und dei 
man einen Theil derfelben durch Stöpfel verſchließe. Zur genaueren Angeh 
bringt man noch Mündungen F, an, welche 1/,, Y4 Waflerzoll durd- 
faffen. Bei großen Waflermengen theilt man wohl erft das ganze Marter, 
und mißt auf diefe Weife nur einen Theil, 3. DB. den zehnten. Dieſes 
Theilen ift leicht dadurd) zu bewirken, daß man das Waller erſt in ein Kr 
ſervoir mit einer gewiſſen Anzahl, in gleichem Niveau befindlicher Mündur- 
gen leitet, und nur das von der einen Mündung gelieferte Waſſer in dem 
oben abgebildeten Apparate auffängt. 





Anmerfung. Man fann auch die Hähne und andere Regulirungsapparatı 
zur Waſſermeſſung anwenden, wenn man ben jeder Stellung entfprechenven Wider 
ſtandscoefficienten kennt. Iſt A die Druckhöhe, F der Querſchnitt des Mohr 
und zw der Ausflußcoefficient bei völlig geöffnetem Hahne, jo hat man die Aut 
flußmenge: 

Q=urF V29 h, 
fowie umgefehrt: j 
Q 1 F\? 

= — — w— = |—)-2 h. 

ö FV2gh u? 5) g 


Sept man nun den einer beftimmten Hahnftellung entiprechenden und aus den ck 
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mitgetheilten Tabellen zu entnehmenden Wiverftandscoefficienten, — L, fo hat man 
die entſprechende Ausflugmenge: 

Q -r\/ 2gh _ uFYV?2gh Q 

ı = — — — — — 

346 Vı+ru VIAd 


— — * 
— — — 
J—8 








—1 
—— 

Zur Bequemlichkeit kann man ſich hiernach eine Tabelle conſtruiren, ſo daß es 
nur eines Blickes auf dieſe bedarf, um die einer gewiſſen Hahnſtellung entſpre— 
chende Ausflußmenge, oder um die einem gegebenen Ausflußquantum entſprechende 
Stellung des Hahnes zu finden. Iſt z. B. « — 0,7 und F= 4 Duadratzoll, 
fo hat man: 


0,7.4.12.7906V h \ / Rh 
0 V1+089.t 1+ 0,496 s 


oder, wenn A conjtant 1 Fuß mißt: 
u _ 
er rTT: | 
Menn nun den Hahnitellungen 5°, 100, 15%, 20°, 25° u. ſ. w. die Widerſtands— 
coefficienten 0,057; 0,293; 0,758; 1,559; 3,095 zufommen, jo entfprechen denfelben 
die Ausflufmengen: 262,1; 248,4; 226,8; 200,0; 166,4 Gubifzoll. 


Um den Ausflug durch eine Mündung F, Fig. 822, zu veguliven, wendet $. 486 
man aud) einen Hahn oder eine Klappe A, Fig. 822 an, weldye durd) einen 


Fig. 822. Fig. 828. 








Schwimmer K mittel8 eines Hebels regulirt wird, jo daß durch B immer 
nur jo viel Wafjer zus, als durch F' abfließt. 

Sehr einfach läßt ſich aud) der Abflug des Waſſers aus einem Nefervoir 
BDE, Fig. 823, durd) eine tiefere Mündung oder Röhre D, mittel8 eines 
breiten Ueberfalle® B regufiren, da hier eine mäßige Veränderung des Waf- 
ferzufluffes dur) A, eine mäßige Vergrößerung des Wafjerftandes tiber der 
Schwelle B, und eine verhältnigmäßig unbedeutende Vergrößerung der Drud- 
höhe der Ausflußmündung zur Folge hat. 

Bezeichnet F die Größe der Ausmündung D, A die Höhe der Ueberfall- 
ichwelle über der Mitte diefer Mündung, A, die Höhe des Waſſerſpiegels 
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itber der gedachten Schwelle, jo hat man bei dem Ausflußcoefficienten u dat 
Abflußquantum dur) D: 
Q=uFV29(h+h). 
Sept man die Drudhöhe hr des Ueberfalles, welche ſich aus dem Abflur- 
quantum Q, der Breite d, und dem Ausflußcoefficienten ws), mittels der 
Gleichung 


9 = "3 4 bı V2gh », oder durch die Formel 


h E35 (-: —97 
»12 g \mbı 
beftimmen läßt, in diefen Ausdrud ein, jo erhält man die Formel 


a) 
= ur Vorl) — 
— — Unbi 


woraus zu — iſt, daß ſich Q mit Q, um fo weniger verändert, je größer 
die Schwellenhöhe A und je größer die Breite b, des Ueberfalles ift. 

Die Ueberfallbreite b, läßt ſich dadurd) leicht vergrößern, daß man ven 
Ueberfall einer Bogenform, wie BOB, Fig. 824, giebt. Die Ausmündung 

Fig. 824. D giebt dann ein ziemlich 
conſtantes Waſſerquantum, 
obgleich der Zufluß bei 4 
ſehr variabel ift, weil die Höhe 
des Waſſers iiber der lar- 
gen bogenförmigen Schwell: 
inmer Hein bleibt gegen die 
Höhe diefer Schwelle über 
der Mitte der Ausflußöf: 
nung. 

Anmerkung. Ginen folben Waflertheiler aus Gifenbleb bat ver Herr Ober 
funftmeifter Shwamfrug für den Wernergraben bei Kreiberg conftruirt. Der: 
jelbe fuhrt durch die rectanguläre Mündung D ven 5 Auß Breite und 1 Auf 
Höhe fait conftant 40 Cubikfuß Waſſer pr. Secunde ab, während das übrige Waſſet 
durch den Ueberfall, deſſen Schwelle 2 Ruß über der oberen Mündungsfante licat, 
in den Graben fließt, welcher es nah dem Punfte des Bevaris fertführt. 











487 Hydrometrischer Becher. Zur Ausmejfung fleiner fließen: 
den Wafjermengen kann man fid) eines Fleinen in Sig. 325 abgebildeten 
Gefäßes bedienen, welchem ic) den Namen Hydrometrifcher Becher gegeben 
habe. Dieſes Inftrument bejteht aus einer 3 Zoll weiten und 12 ZoU langen 
Röhre B mit einem tridhterförmigen Cinmindungsftüde A und einem 6 Zol 
weiten und ebenjo hohen Gefäße D, weldjes durd) ein conifches Zwiſchenſtüd 
C mit B feft verbunden ift. Diefes Gefäß ift mit emem Seitenlod LI 
verjehen, im welches verſchiedene, kreisförmige Mündungen im der dünnen 
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Wand bildende Mundſtücke eingefegt werden fünnen. Man hält diefes 
Inftrument mittel® der Henkel H, H unter das z. B. durd) eine Nöhre R 
Fig. 825. ausfliegende Waller S und läßt das auf Diele 
Weife abgefangene Wafler wieder durd) das 
Mundftük ZZ abfliegen. Um das eingefloffene 
Waſſer zu beruhigen, ift noc) in dem Reſervoir D 
ein feines Sieb angebradht, und um die Drudhöhe 
des Waflers beobachten zu können, ijt eine Glas— 
röhre OP angelegt, weldye an einer Mejjingjcala 
aufjteigt und ſich unten, "/, Zoll über dem Boden 
des Gefäßes D endigt. Aus der beobachteten 
Drudhöhe k, dem befannten Querſchnitt des Mund— 
ſtückes und dem entſprechenden Ausflußcoefficienten 
läßt jid) dann die Ausflugmenge mittels der Formel 
9=yur Vagh 
beredynen. 

Wenn man jid) eine Feine Tabelle anfertigt, fo 
fann man natürlid) die Beredynung nad) dieſer 
Formel ganz erjparen, und es ift höchſtens nur 
eine einfache Interpolation zu den Tabellenwerthen 
erforderlich. Iſt d der Durchmeſſer der Mündung, 
jo hat- man 


ad? 
nA — —, und daher: 


Q = = d? Vagh = = V29..Vn. 


Die Ausflugmenge Q wird fowohl das Doppelte bei dem doppelten 
Querſchnitte oder doppelten d? als auch bei der vierfachen Dyudhöhe. Aid): 
tet man daher das Inſtrument jo ein, daß die Marimaldrudhöhe das Vier: 
fache der Minimaldrudhöhe, z. B. jene 12 und diefe 3 Zoll beträgt, und 
bedient man ſich einer Sammlung von Mundftüden, deren Durchmeſſer die 
geometrifche Reihe 

d, V2d, 2d,2V 2d, Ad u ſ. w. 

d. i. d; 1,414d; 2d; 2,828 d, 4d u. |. w. 
bilden, jo erhält man dadurd ein Mittel, zur Beitimmung aller Wafler- 
mengen innerhalb des Minimums, welches die Fleinfte Miindung mit dem 
Durchmeſſer d bei der Fleinften Drudhöhe giebt, und des Marimums, welches 
der größten Mündung mit dem Durchmeſſer Vn.d und der größten Drud: 
höhe 4 h entſpricht. 
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Nimmt man für 


























| I. | II. | III. | IV: | V. | VI. | VIL 

a=| 4% IyYa2| , IyVY?2| % |%V2| ı3d 
— 0,1250 |= 0,1768) = 0,2500 | = 0,3535 | = 0,5000 | = 0,7071| = 1,000 

u — | 0,690 0,675 0,660 0,647 0,635 0,627 0,50 























an, jo läßt fich folgende zum Gebrauch; nitgliche Tabelle zufammenftellen. 


Zabelle 


über die ſtündliche Waſſermenge in Gubiffußen für folgende Mündungen: 








Drudböhe Ah 
in Zollen. 
































3 0,84 1,64 6,28 | 12,32 | 24,35 48,12 
4 0,97 1,90 7,26 | 14,23 | 28,12 55,56 
5 1,08 2,11 811 | 15,91 | 31,44 2,12 
6 1,18 2,31 888 | 17,42 | 34,43 63,05 
7 1,28 2,50 9,59 | 18,82 | 37,21 7357 
8 1,37 2,68 10,26 | 20,12 39,76 73,58 
9 1,45 2,84 10,88 | 21,34 | 42,18 83,35 
10 1,53 2,99 11,48 | 22,50 | 44,46 87,55 
11 1,60 3,13 12,03 | 23,59 | 46,62 92,14 
12 1,67 327 24,64 | 48,70 96,24 
25,65 | 50,69 | 100,17 





13 *174 | 340 | 6,66 | 18,07 


Der Gebraud) diefer Tabelle ift aus folgendem Beiſpiele zu erjehen. 


Beifpiel. Um die Grgiebigfeit eines Brunnens zu ermitteln, hat man ind 
Waſſer deſſelben durch einen hydrometriſchen Becher fließen laffen, und gefunden, 
daß beim Ausfluffe durch die Mündung V. (von Y, Zoll Durchmeſſer) der Bebar- 
rungsguftand dann eintrat, als die Drucdhöhe 10,4 Zell war. Der Tabelle zufelae 
ift fürh — 10 Zell: 

Q — 22,50 Cubikfuß tündlic, 
und für A = 11 Zoll: 

Q —= 23,59 Cubikfuß, 
folglich die Differenz für 1 Zell, 1,09 Gubiffuß, und für 0,4 Zoll, 0,4.1,0% 
— 0,436 Gubiffuß. Hieraus ergiebt fih das Waflerquantum für A — 10,4 Zell 
Drudhöhe: 

Q = 22,50 + 0,436 — 22,94 Cubikfuß. 
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Schwimmer. Die Waffermengen von größeren Bächen, Canälen 
und von Flüffen laſſen fic nur mittel8 die Gefchwindigkeit angebender Hydro- 
meter bejtimmen. Unter diefen Inftrumenten find aber die Schwimmer 
(franz. flotteurs; engl. floating-bodies) die einfachſten. Man kann zwar 
hierzu jeden ſchwimmenden Körper gebrauchen, doc) ift es ficherer, Körper von 
mittlerer Größe, welche nur wenig fpecifiich leichter als Waſſer find, hierzu 
zu verwenden. Körper von ungefähr Y/,, Eubiffuß Inhalt find hinreichend 
groß. Sehr große Körper nehmen nicht leicht die Geſchwindigkeit des 
Waſſers an, und fehr Feine Körper laſſen fich wieder, namentlich wenn fie 
viel aus dem Waffer hervorragen, leicht durch zufällige Umftände, zumal 
durch die Luft über dem Wafferjpiegel, in ihrer Bewegung ftören. Oft 
wendet man einfache Holzſtücke an, gut ift e8 aber, wenn diefelben mit einer 
hellen Firnißfarbe überftrichen find, und noch beffer find die hohlen Schwim- 
mer, wie Glasflaſchen, Blechkugeln u. ſ. w., weil man diefe nach Belieben 
mit Waffer füllen kann. Am häufigjten wendet man aber die Schwimm— 
fugeln an. Diefelben werden von 4 bis 12 Zoll Durchmefjer aus Meffing- 
blech verfertigt, fie befommen, um fie nicht leicht aus dem Auge zu verlie- 
ren, einen Anſtrich von Lichter Delfarbe, und erhalten auch noc eine Deff- 
nung mit einem Halfe, um fie mit Wafler anfüllen und verftöpfeln zu kön— 
nen. Eine ſolche Schwimmfugel A, Fig. 826, giebt allerdings nur die 
Geſchwindigkeit an der Oberfläche und fogar oft nur die im Stromftriche an, 
allein man kann durch das Aneinanderhängen zweier Kugeln A und B, 
"ig. 827, auch die Gefhwindigkeiten in verfchiedenen Tiefen beftimmen. In 

Fig. 826. Fig. 827. diefem Falle wird die eine 
Kugel B, welde unter 
Waſſer ſchwimmen fol, ganz 
mit Wafler, die andere aber, 
- welde im Waflerjpiegel zu 
ſchwimmen beftimmt ift, nur 
—— fo viel mit Waller anges 
= füllt, daß fie nur wenig 
aus dem Waller hervor- 
ragt. Beide Kugeln werden durd) einen Faden oder durch einen Draht 
oder durch eine dünne Drahtfette mit einander verbunden. Zuerſt bejtimmt 
man durch die einfache Kugel die Dberfläcyengefchwindigfeit c,, und dann 
beobachtet man durch die KHugelverbindung die mittlere Geſchwindigkeit c 
beider; bezeichnet man num die Gefchwindigfeit in der Tiefe der zweiten Ku— 
gel durch cı, jo läßt ſich fegen: 

6 -+ c 

2 
Wenn man nun beide Kugeln durd) längere und längere Drähte mit ein 








= ‚ und daher umgekehrt: c, = 2c — ©. 
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ander verbindet, jo kann man auf diefe Weife nad) und nad) die Geſchwin— 
digfeiten in größeren und größeren Tiefen finden. Uebrigens ergiebt ſich 
aud) die mittlere Gefchwindigfeit c eines Perpendifel®, wenn man die zweite 
Kugel nahe über dem Boden ſchwimmen läßt und ebenfalls 
— _6+ 6 
— 2 

ſetzt; genauer aber noch, wenn man das Mittel aus allen beobachteten Ge— 
ſchwindigkeiten in einem Perpendikel nimmt. 

Um die mittlere Geſchwindigkeit in einem Perpendilel anzugeben, wendet 
man auch oft den in Fig. 828 abgebildeten Schwimmſtab A, B, an, na— 

fig. 828. mentlich iſt diefer bei Meflungen in Ganälen 

und Gräben bequem, zumal wenn er aus kurzen 

x, GStüden zufammengejchraubt werden fann. Der 

| Schwimmftab, welchen der Berfafler anwendet, 

— iſſt aus 15 ausgehöhlten Theilen, jeder von 1 

Decimeter Yänge, zufammengejegt. Damit der: 

jelbe ziemlich aufrecht ſchwimme, wird ſtets das 

— uunterſte Stüd jo ſtark mit Schrot angefiillt, dag 

der Kopf beim Schwimmen nur wenig aus dem 

Waſſer hervorragt. Die Anzahl der zufammenzufchraubenden Stüde hängt 
natürlich von der Tiefe des Canales ab. 

An dem Schwimmftabe, jowie an der Schwimmfugelverbindung läßt ſich 
auch wahrnehmen, daß bei ungehinderter Bewegung des Waflers in Betten 
die Geſchwindigkeit am Wafjerfpiegel größer it als am Boden, weil der 
Kopf des Stabes dem Fuße und die obere Kugel der unteren etwas vorau& 
ſchwimmt. Nur bei durd) VBerengungen, 3. B. durch Brüdenpfeiler gebilde- 
ten Aufſtauungen, findet das Gegentheil ftatt. 

Anmerkung. In der Megel it, mamentlih bei großen Schwimmern, wie 
Schiffen u f.w., die Gefchwindigfeit der ſhwimmenden Körper etwas größer als die 
des Waſſers, weniger deshalb, weil diefe Korper beim Schwimmen von einer durd 
die Oberfläche des Waſſers gebildeten ſchiefen Ebene herabgleiten, als deshalb, weit 
fie nicht oder nur zum Theil an der unregelmäßigen inneren Bewegung des Wai- 
fers Theil nehmen; doch iſt die Abweichung bei Heinen Schwimmern Flein aenua, 
um fie vernachläffigen zu Fönnen. 





‚4859  Geschwindigkeits- und Querschnittsbestimmung. Die Ge 
ſchwindigkeit einer Schwimmkugel findet man, indem man mit einer guten Se— 
cundenuhr oder an einem halbe Secunden ſchlagenden Yothe oder Pendel ($. 327 
die Zeit £ beobachtet, welche diefe auf dem Waſſer ſchwimmend braucht, um eine 
an einem Ufer abgeftedte und ausgemefjene Strede AB — s, Fig. 829, zurüd: 


zulegen. Es ift dann die geſuchte Gejchwindigkeit der Kugel, c — n - Damit die 
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Zeit t genau dem am Ufer abgemeffenen Wege ent|prechend gefunden werde, ift e8 
nöthig, mit Hülfe eines Winkelkreuzes oder Winkelſpiegels am jenfeitigen Ufer 

Fig. 829. zwei, Berpendifelauf AB bezeichnende Signal- 
ftangen C und D einzufteden. Stellt man fid) 
hinter A, jo fann man den Zeitpunkt beobad)- 
ten, wenn der etwas oberhalb A eingejete 
Schwimmer, K in das Alignement A C kommt, 
und begiebt man ſich hinter B, jo kann man 
ebenfalls an der in der Hand gehaltenen 
Uhr beobadjten, wann der Schwimmer in das Alignement BD gelangt, und 
man findet dann durch Subtraction der Beobachtungszeiten die gefuchte und 
der Durchlaufung von s entiprechende Zeit t. 

Außer der mittleren Gefchwindigfeit c des Waflers ift auch noch der Inhalt 
F des Duerprofiles erforderlich, um das Wafferquantum Q— Fe zu beftim- 
men. Um diefen Inhalt angeben zu können, ift e8 aber nöthig, daß man die 
Breite und mittlere Tiefe des Waſſers kenne. Die Tiefe mißt man mit 
einer eingetheilten Sondirftange AB, Fig. 830, mit Tänglichem 
Duerjchnitte und einem Bretthen B am Fuße; bei größeren Tiefen kann 
man fid) aud) einer Sondirfette bedienen, an deren Ende eine eiferne 
Platte hängt, die ſich beim Einſenken auf das Grundbette aufjegt. Die 
Breite und die den gemefjenen Tiefen entſprechenden Abfeifjen oder Abftände 

Fig. 830. Fig. 831. 
AA 








von den Ufern ergeben ſich bei Canälen und ſchma— 


— 3C-— lem Bäden EFG, Fig. 831, durch Ausipannen 
— — — einer Meßkette AB oder Legen einer Stange u. ſ. w. 
Re — quer über das fließende Waſſer. Bei breiten Flüſſen 

=: ir bejtimmt man fie mit Hilfe eines Meßtifches M, den 


man im jchiefficher Entfernung AO vom zu mefjenden 
Querprofile EF, Fig. 832 (a. f. S), aufftellt. Iſt 
ao auf der Menjel die verjüngte Entfernung AO der Standpunkte A und 
O von einander, und hat man ao in der Nichtung von AO und dadurd) 
auch die vorher beim Aufftellen des Meftifches aufgetragene Breitenrichtung 
af mit der abgeftedten Breitenlinie AF parallel geftellt, jo jchneidet 
jede Vifirlinie nad) den Punkten E, F, @ u. f. w. im Querprofile, 
entjprechende Bunfte e, f, g auf der Menfel ab, und es find ae, af, ag 
u. |. w. die Eutfernungen AE, AF, AG u. f. w. im verjüngten Maße. 
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Man hat aljo beim Einfegen der Sondirftange und dem dadurch bemirkten 
Tiefenmeffen nicht erſt nöthig, die Entfermmgen der entjprechenden Punkte 

fig. 832. von den Ufern zu mejjen, wenn der am 
Meßtiſche ftehende Ingenieur die Sondir- 
ftange beim Einjegen in der Linie EF 
anvifirt. 

Befteht nun die Breite EF, Fig. 831, 
eines Querprofiles aus den Theilen b.. 
by, db, u. ſ. w. und find die mittleren 
Tiefen innerhalb diefer Theile a,, @;, %, 
fowie die mittleren Gejchwindigkeiten cı, 
C>, cc, u. ſ. w., fo hat man den Inhalt des Querprofiles: 

F=-ab tab + ab, +--- 
die Wafjermenge: 


V=abaüatraboa + bc +++», 
und endlic, die mittlere Geſchwindigkeit: 
Q — a, bı ci nn Gy by Ca 4 ... 
F ab tab + --- 


Beifpiel. An einer ziemlich geraden und, unveränderlichen Flußſtrecke hat man 
Folgendes gefunden: 





’ 


= 





— — 











Fuß. | Ruf. | Auf. 








In den Mittelpunften der Breitentheile:) 5 7 
J ER 3 11 
die mittleren Gefchwindigfeiten . .| 1,9 2,8 2,1 


Es läßt fich daher fegen, der Inhalt des Querprofiles: 
F=5.3 + 12.6 + %.11 + 15.8 + 7.4 = 455 Ouabratfuß, 
das MWafferquantum: 
Q = 15.1,9+72.2,3 + 220 .2,8 + 120. 2,4 + 238.21 = 11569 Gb. 
Die mittlere Gefchwindigfeit ift: 
— 11569 


455 


— 2,54 Fuß. 





$. 490 Hydrometrischer Flügel. Das vorzüglichſte Hydrometer tft dat 
hydrometrifche Flügelrad von Woltmann (franz. Moulinet de Wolt- 
mann; engl. Tachometer of Woltmann), Fig. 833. Cs befteht auf einer 
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horizontalen Welle A B mit 2 bis 5 chief gegen die Arenrichtung ftehenden 
Flächenl oder Flügeln F, und giebt, unter das Waſſer getaucht und der 


Fig. 833. 











Bewegungsrichtung defjelben entgegengehalten, durd) die Anzahl feiner Um— 
drehungen innerhalb einer gewiſſen Zeit die Gefchtwindigfeit des fliegenden 
Waſſers an. Um die Anzahl diefer Umdrehungen ablefen zu können, erhält 
die Welle ein paar Schraubengänge C, und läßt man diefe zwifchen die 
Zähne eines Rades D greifen, auf deſſen Seitenflächen Ziffern eingravirt 
find, welche an einem fejten Zeiger die Anzahl der Umdrehungen der Flügel— 
welle angeben. Um aber eine große Anzahl von Umdrehungen beobachten zu 
fönnen, wird auf die Welle dieſes Zahnrades nod) ein Getriebe aufgejegt, das 
in ein zweites Zahnrad Z eingreift, an dem ſich, gleichjam wie am Stunden- 
weiler einer Uhr, vielfache, 3. B. fünf- oder zehnfache der Flüigelumdrehungen 
ablejen laſſen. Hat z. B. jedes der beiden Zahnräder 50 Zähne, und das 
Getriebe deren 10, fo dreht ſich das zweite Mad um einen Zahn, während 
das erfte um flinf Zähne fortrlidt, oder das Flügelrad fünf Umdrehungen 
macht. Wenn der Zeiger des erften Nades auf 27 — 25 + 2 umd der 
des zweiten auf 32 fteht, jo ift hiernach die entjprechende Umdrehungszahl 
des Flügels: 
—= 83:05 + 2 = 182 

Das ganze Inſtrument wird mit einer Blechfahne an einen Stab geſchraubt, 
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um es bequem ind Waller eintauchen und dem Strome entgegenhalten zu 
fünnen. Damit aber das Räderwerf nur während der Beobachtungszeit 
umlaufe, läßt man feine Aren in Pfannen umgehen, welche auf einem Hebel 
G O figen, der durch eine Feder niedergedrückt wird, jo daß ein Eingreifen 
der Zähne des erften Rades in die Schraubengänge nur jo lange ftatt hat, 
als man den Hebel mittels einer Schnur @ E emporzieht. 

Die Umdrehungszahl eines Flügels in einer gewiſſen Zeit, 3. B. in eine 
Secunde, ift nicht genau der Gejchwindigfeit des Waflerd proportional, & 
läßt ji) daher auch nicht — @.u, wo u die Umdrehungsjahl, » die Ge 
Ihwindigfeit und « die Erfahrungszahl bezeichnen, ſetzen; es ift vielmehr 
zu jegen: 

ru + eu, 
oder genauer: 


e=u+ au + ßuw!---, 


v=au +Vv? + Bu, 

wo ©, diejenige Geſchwindigkeit bezeichnet, bei welcher da8 Waller micht mehr 
im Stande ift, den Flügel in Umdrehung zu fegen, « und B aber Erfah 
rungscoefficienten ausdrüden. Die Conftanten ©,, @, 4 find für jedes Ir 
ftrument befonders zu ermitteln. Mit Hitlfe derfelben ergiebt ſich durch ein: 
einzige Beobachtung die Gefchwindigfeit, dod) ift es ficherer, deren immer 
wenigſtens zwei anzuftellen, und den mittleren Werth ald den richtigen ein- 
zuführen. 


oder noch genauer: 


Beifpiel. Wenn bei einem Alügelrade vu, = 0,110 Auf, « — 0,480, m 
8 = 0, alfo » = 0,11 + 0,48 u ift, und man hat bei einer Beobachtung mit 
diefem Inftrumente in einer Zeit von SO Secunden eine Umdrehungszabl von 210 
gefunden, fo ift die entiprechende Geſchwindigkeit des Waſſers: 


v— 0,11 + 0,8- A — 0,11 + 1,36 = 1,37 Ruf. 


Anmerfung 1. Die Gonitanten v,, «e und 4 hängen vorzüglich von ver 
Größe des Stofwinfels, d. i. von dem Winfel ab, welchen die Flügelfläche mit 
der Bewegungsrihtung des Waſſers und aljo auch mit der Arenrichtung des 
Rlügels einfchließt. Um bei Heinen Geihwindigfeiten noch ziemlih genau beok 
achten zu fönnen, ift es gut, den Stoßmwinfel groß, d. i. gegen 700 zu machen. 
Uebrigens iſt es zwedmäßig, Alügel von verjchiedener Größe und verfchiedenen 
Stofwinfeln zu haben, um, je nachdem die Tiefe oder die Geſchwindigkeit ver 
fließenden Waſſers größer oder Fleiner it, den einen oder den anderen anwenden 
zu fönnen. 


Anmerfung 2. Hätte der hydrometrifche Flügel bei feiner Umdrehung feine 
Hinderniffe zu überwinden, fo würde der Alügell AB, Fig. 934, den Wu 
CC, = EC D.tang. Ü DC, zurüdlegen, während das Wafler um CD fortläuft, 
bezeichnet daher © die Geichwindigfeit der Maflers und SF ven Steßminfe 
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OCB=CDC, deſſelben, jo hat man unter dieſer Vorausjeßung, die mittlere 
Umprehungsgeichwindigfeit des Flügels: 


Fig. 834. Fig. 835, 0, = 9 tang.d; 
es iſt hiernach zu ermeflen, daß bei dem 
A mittleren Flügelradius r die Umdrehungs: 
— zahl des Flügelrades 
o— ll. — v v tang. d 
UP Di u—_ —. — 
2rnr 2nr 

B/ .C ausfällt, und folglich direct wie die Ge: 


ihwindigfeit v des Waflers und wie die 
Tangente des Stoßwinfels der Flügel, 
jowie umgefehrt wie der mittlere Flügel: 
halbmeſſer waͤchſt. 

Anmerkung 3. Um die Oberflächengeſchwindigkeit des Waſſers zu finden, 
wendet man auch wohl ein Meines Blechrädchen, wie Fig. 835 repräſentirt, an, 
indem man nur deſſen Untertbeil ins Wafler eintaucht. Die Anzahl der Umdre— 





hungen defjelben läßt füch durch ein Mäderwerf genau wie beim hydrauliſchen Flü— 


gel angeben. 


Um die Conftanten oder Goefficienten eines hydrometrifchen 
Vlügelrades zu finden, ift e8 nöthig, dieſes Inftrument in fließende Waſſer ein- 
zuhalten, deren Geſchwindigkeiten befannt find, und die entfprechenden Umdre— 
hungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlich) nur jo viel Beobadj- 
tungen braucht, als Gonftanten vorhanden find, jo ijt es doch viel ficherer, 
fo viel Beobachtungen wie möglich, und namentlich aud) bei jehr verfchiedenen 
Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man dann die Methode der Heinften 
Duadrate (f. analyt. Hilfslehren Art. 36) anwenden und dadurd) den 
Einfluß der zufälligen Beobadhtungsfehler herabziehen fann. Uebrigens läßt 
fich die Gefchwindigkeit des Waſſers entweder durch eine Schwimmfugel oder 
auch dadurch finden, daß man das Wafler in einem Aichgefäße auffängt, und 
die darin gemefjene Waffermenge durch das Querprofil dividirt. Bei Anwen- 
dung der Schwimmtugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig 
fliegende Waſſerſtrecke nöthig. Der Flügel ift an mehreren Stellen des von 
dem Schwimmer durchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift aud) die Ge— 
nauigfeit befördernd, wenn der Durchmeſſer der Schwimmkugel ungefähr gleich) 
ift dem Durchmeſſer des Flügelrades. 

Diele Bortheile gewährt die zweite Beftimmungsweife, wo man das Waffer, 
in welches der Flügel eingetaucht wird, in einem Aichkaſten auffängt. Zu 
biefem Zwede, und zum Yuftiren der Hydrometer überhaupt, ift e8 jehr gut, 
wenn der Hydrauliker iiber ein befonderes, aus einen Ausflußfaften, einem 
Aichrefervoir und einem zwifchen beiden befindlichen Gerinne beftehendes 
hydrauliſches Obfervatorium verfügen fann. Bei einem ſolchen ift 
ohne Umftände dem Waſſer jede beliebige Gefchwindigfeit zu ertheilen, in» 
dem man nicht nur den Eintritt in das Gerinne, fondern aud) die Bewegung 
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in demfelben durch Einſatzbretter nach Willlür reguliren Tann. Bei den 
Beobachtungen hat man den Flügel an verſchiedenen Stellen eines Tuer 
profiles im Gerinne einzuhalten, die Tiefe dieſes Profiles durch Waſſerſtande 
ſealen zu meſſen, und endlich das in irgend einer Zeit durchgelaufene Waſſer 
im unteren Reſervoir zu aichen ($. 480). Den Inhalt F des Querprofiles 
erhält man durch Multiplication der mittleren Waſſertiefe mit der mittleren 
Breite, und das Waſſerquantum Q erhält man aus dem mittleren Querſchnitte 
G des Aichmaßes und der Höhe s des in der Zeit zugefloſſenen Waſſerquan— 
tums durch die Formel 


@s 
0-7 
aus Q und F folgt zulegt die mittlere Waſſergeſchwindigkeit 
—— 
AFTVFI 


Die entſprechende Umdrehungszahl des Flügels iſt das Mittel aus allen 
Umdrehungen, welche man erhält, wenn man das Inftrument in verjchiedenen 
Breiten und Tiefen des ausgemefjenen Querprofiles einhält. 

Hat man nun bei einer Verfuchsreihe die mittleren Geſchwindigkeiten v,, 
v2, © u. ſ. w. und die entfprechenden Umdrehungszahlen gefunden, jo erhält 
man durch Subftitution in der Formel: 

ve=ı + au, 
oder in der genaueren: 

ve — au + Ve} + Pu 
fo viel Beſtimmungsgleichungen für die Conſtanten ©, @, B, als Beobad— 
tungen angeftellt worden find, und man fanı nun hieraus die Conftanten 
jelbft finden, indem man entweder das Art. 36 der analyt. Hülfslehren ange 
gebene Verfahren anwendet, oder indem man dieſe Gleichungen in jo vie 
Gruppen theilt, als unbefannte Conftanten vorhanden find, und diefe durd 
Addition zu fo viel Beftimmungsgleichungen vereinigt, als zur Ermittelung 
von 79, & und nad) Befinden B, nöthig find. 

Unter der Vorausjegung, daß die pafjiven Widerftände des Inſtrumentes 
flein genug find, um fie außer Acht laſſen zu können, läßt fih — au jegen 
und & dadurd) finden, daß man das Flügelrad im ftillftehenden Waſſer fort 
bewegt und hierbei die Anzahl n — ut der Umdrehungen beobachtet welche 
e8 bei Durdjlaufung eines Weges s — rt madıt. Es ift dann: 

— vt 8 
u un 





Anmerfung 1. Wenn man die einfachere Formel mit zwei Gonitanten zu 
Grunde legt, fo kann man nach der Methode ver Fleiniten Quadrate fegen: 
„= ZHIEN-EZCNEN) Ha ZAEN-2ENER) 

07 Fady) —- IFa@yR " "7 FAN —- [Eley' 
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1 u ; — 
wobei 2 — > und y — — und das Zeichen F die Summe von allen ibm fol: 


genden gleichnamigen Wertben, 3. B. 


1 —1 | 
zZ (x) — + 9 + 7 L ..., 
1 ’2 3 
l u 1 w l u 
y — 2— — — | ER 
> (2 y) — v v, v5 14P) Vg Vg *F 


bezeichnet. 


Beiſpiel. Man hat mit einem kleinen hydrometriſchen Flügel bei den Ge— 
ſchwindigkeiten: 
0,163; 0,205; 0,298; 0,366; 0,610 Meter, 
die Umdrehungszahlen pr. Secunde: 
0,600; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142 
beobachtet, und foll nun die dieſem Flügel entfprechenden Gonitanten beflimmen, 
Mit Hülfe der in der Anmerfung gegebenen Formel folgt, da 





1 1 

* a Nee a — — 7 

en 0,163 + 0,205 in 
0,600 0,835 

y)= a . 22760, 


0,163 0,205 
2 (09 = (gi05) + (05) 


E (y?) = 105,223, und 
0,600 0,335 
S a en | 
zen (0,163)2 E (0,205)? * ze 
int, 
105,223 . 18,740 — 80,961.22,759 __ 129,5 





vo = 2,846. 105,223 — (80,00? — 2102 — 0060 und 
369,3 
= 0” 0,1703, 


daher gilt für diefes Inſtrument die Formel: 

v — 0,060 + 0,1703 u. 

Sept man hierin « — 0,6, jo befommt man: 

v — 0,060 + 0,102 — 0,162; 
ferner u — 0,835 giebt: 

vr — 0,060 -+ 0,142 = 0,202; 
ferner u — 1,467: 

v — 0,060 + 0,249 — 0,309; 
ferner © — 1,805: 


— 
u 


0,060 4 0,307 — 0,367; 
endlih u — 3,142: 
v — 0,060 + 0,535 — 0,595; 
es findet alfo eine ſehr gute Uebereinftimmung vdiefer berechneten Werthe mit den 
beobachteten ftatt. 


Anmerfung 2. Man fann auch nah Lapointe das hydraulische Flügelrad in 
eine cylindriſche Rohre einfegen, und ſich von demſelben die Gefchwindigfeit des 
durchfliegenden Waſſers angeben laflen. Der Zählapparat fann dann außerhalb 
des Waſſers ftehen und mit dem Made durch eine ftehende Welle in Verbindung 
gefeßt werden. Lapointe nennt diefes Inftrument une tube jaugeur (ſ. Comptes 


61* 
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rendues T. XXV, 1848; aud Volytechn. Gentralblatt 1847. Fig. 836 führ 
Fig. 836. eine iveelle Darftellung des hydrometriſchen Alägl. 
rades in einer Möhre vor Augen. Das Alügelrn 
ACB jest audy bier mittels Schraube obne En 
eine Welle DE in Umdrehung; die legtere in al 
mittels einer Stopfbüchfe F aus der Röhre RR, 
in welcher das zu meſſende Waſſer fliegt, ın das 
Gehäufe @ H ves Zählapparates geführt, dein 
innere Ginrichtung ſehr verfchieden fein fann. 
Anmerfung 3. In Frankreich füngt man ei 
feit Kurzem an, dem hydrauliſchen Flügelrame ww 
nöthige Aufmerffamfeit zu fchenfen. Wir fine 
eine ausführliche Abhandlung über diejes Inir- 
ment in den Annales des ponts et chaussees, T. XIV, 1847, von Baumaar: 
ten, und einen Auszug biervon im Polytechniichen Gentralblatte, 1849. ger 
Baumgarten empfiehlt befonders die Schraubenflügel, und macht hierzu net 
manche Bemerfungen, die mit den von ung allerdings ſchon längit gemachten Ü:: 
fahrungen ganz im Ginflange ftehen. Gin neues bydrometrijches Flügeltad mr 
einer langen Schraube und ohne Räder beicreibt Boileau in feinem Traite & 
la mesure des eaux courantes. 





$. 492 Pitot'sche Röhre. Die übrigen Hydrometer find unvollfommener ı: 
der hydrauliſche Flügel, denn fie gewähren entweder weniger Genauigkeit, oe 
fie find umftändlicher im Gebrauche. Das einfachfte Inſtrument diefer Art if 
die Pitot'ſche Röhre (franz. la tube de Pitot; engl. Pitot’s tube). Jı 
feiner einfachften Geſtalt befteht e8 in einer gläfernen Knieröhre ABÜ 

Big. 837. Fig. 837, welche jo ins Waller gehalten wird, di 
der untere Theil derjelben horizontal und dem War 
entgegen zu ftehen fonımt. Durch den Wallerist 
wird num im diefer Röhre eine Waflerfäule zumid 
gehalten, die über das Niveau des äußeren Wale 
jpiegel8 zu ftehen kommt, und die Erhebung DE 
diefer Waſſerſäule fällt um jo größer aus, je größe 
der Stoß oder die ihm erzeugende ———— 

Waſſers iſt; es kann daher auch umgekehrt, dieſe Cr 

hebung oder Niveaudifferenz als Maß der Geſchwindigkeit des Waſſers dienn 

Segen wir dieſe Erhebung DE über den äußeren Waſſerſpiegel, — h, m 

die Gejchwindigfeit des Waſſers, — v, fo fünnen wir, wenn u eine Erfih 

rungszahl bezeichnet, 





v2 5 
= — 
2 gu? 
jegen, mıd daher umgekehrt 

v—=uV2 9 h ober einfacher 


v — vVh 
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Um die Conſtante d zu finden, hält man das Inftrument an einer 
Stelle ins Waſſer, wo die Gejchwindigfeit », befannt ift; zeigt ſich hier. die 


Erhebung — h,, jo hat man fir die Conſtante — welche nun in 
—1 


anderen Fällen, wo die Geſchwindigkeit mit dieſem Inſtrumente geſucht wer— 
den ſoll, zu gebrauchen iſt. 

Um das Ableſen der Höhe Ah zu erleichtern, läßt man das Inſtrument aus 
zwei Röhren AB und CD beftehen, und wie ig. 838 zeigt, aus der 
einen ein Röhrchen E in der Stromrichtung, aus der anderen aber zwei Röhr— 
chen F' und Fi} vedjtwinfelig gegen die Stromrichtung, durch beide Röhren 
aber einen einzigen Hahn 77 gehen, womit man die Wafferfänlen in beiden 


— Röhren abſperren kann. Zieht man das Inſtrument 
Fig. 838. 

aus dem Waſſer heraus, ſo kann man bequem an 
einer zwiſchen beiden Röhren befindlichen Scala die 
Tifferenzs KL — h der beiden Wafferfäulen ablefen. 
Damit das Wafler in der Röhre Feine großen Schwan: 
fungen annehnte, ift es nöthig, den Röhren enge Eins 
mündungen zu geben, und damit das Abjperren der 
Röhren ſchnell und ficher vor fich gehen fünne, ver: 
jieht man den Hahn mit einem Arme und einer in 
der Figur größtentheils punftirten Zugftange IS, 
welche oben nahe an der Handhabe des Inſtrumentes 
ſich endigt. 

Anmerfung 1. Wenn auch die Pitot’iche Röhre 
nicht die Genauigfeit gewährt wie das hydrometriſche Flü— 
gelrad, fo iſt fie doch wegen ihres einfachen Gebrauches 
ein fehr zu empfehlendes Initrument. Der Verfaſſer ban- 
delt im Polntechniichen Gentralblatte, 1847, etwas fpes 
cieller von diefem Inftrumente, und theilt auch dafelbit 
eine Meihe von Erfahrungszahlen und die darauf gegründete 
Beitimmung des Goefficienten w mit. Bei feinem Sn: 
ftrumente find die Geſchwindigkeiten zwifchen 0,32 und 
1,24 Meter, v — 3,545 Vh Meter u feßen. 


Anmerkung 2. Duhemin empfiehlt eine Pitot'ſche 
Möhre mit Schwimmer. Da diefelbe ziemlich weit fein 
muß, fo giebt fie eine nicht unbeträchtliche Stauung, wes— 
halb fie in engen Ganälen nicht zu gebrauchen iſt (ſ. 
Ducdemin: Recherches experim. sur les lois de la resistance des fluides), 
Boileau befchreibt in dem oben ($. 412) citirten Werfe eine neue Pitot’fche 
Möhre mit einem Heinen Aichgefäße, worurc die Geſchwindigkeit des fließenden 
Maflers mittels der Waſſermenge, welche das legtere über den Waflerfpiegel drückt, 
gemeſſen wird. 
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4953  Stromquadrant. Der Stromquadrant oder da& hydrometriſche 
Pendel (franz. pendule hydrometrique; engl. hydrometrical-pendulum) 
ift vorzüiglid, von Kimenes, Michelotti, Serftner und Entelwein zum 
Meſſen der Geſchwindigkeit fliegender Wafler angewendet worden. Dieſes 

Fig. 839. Inftrument bejteht aus einem in Grade uud feiner 

Theile eingetheilten Quadranten AB, Fig. 539, um 
aus einer im Mittelpunkte & dejielben mittels eine 
Fadens aufgehängten Metall: oder Elfenbeinkugel A von 
2 bis 3 Zoll Durchmeiler; es giebt die Geſchwindig 
feit des Waffers durd) den Winkel ACE an, um welden 
der von der Kugel geipaunte Faden von der Verticalen 
CA abweicht, wenn man die Ebene des Inſtrumentes 
in die Richtung des Stromes bringt, und die Kugel unter das Waſſer tauchen läft. 
Da der Winkel nicht leicht 40 und mehr Grade beträgt, jo giebt man diejem 
Inftrumente oft nur die Form eines rechtwinfeligen Dreiedes und bringt die 
Sradtheilung auf der horizontalen Kathete deijelben an. Zum Cinftellen 
der Inder: oder Nulllinie in die Verticale wendet man am beften eine oben 
auffigende Röhrenlibelle an, oder man bedient ſich dazu der Kugel jelbjt, indem 
man diefelbe außerhalb des Waſſers hängen läßt und das Inftrument fo lange 
dreht, bis der Faden in die Nulllinte der Eintheilung fällt. Wei Geſchwin— 
digfeiten unter 4 Fuß kann man ſich einer Elfenbeinfugel, bei größeren Ge— 
ſchwindigkeiten muß man fich aber ſchwerer Metalltugeln bedienen. Wegen der 
fteten Schwankungen der Kugel in der Bewegungsrichtung des Waſſers je 
wohl als auch vechtwinfelig gegen die Stromrichtung ift das Ablefen ziemlich 
beſchwerlich und läßt viel Unficherheit zuriid; es ift daher diefes Inſtrument 
nicht zu den vollkommneren zu zählen. 





Die Abhängigkeit zwifchen dem Ablenkungswinkel und der Geſchwindigkei 
des Waſſers läßt fid) bei einer nicht fehr tief eingetauchten Kugel auf folgend: 
Weife ermitteln. Aus dem Gewichte @ der Kugel und aus dem mit dem 
Quadrate der Geſchwindigkeit © und dem Querſchnitte F der Kugel gleich 
mäßig wachjenden Waſſerſtoße P = u Fr’, folgt eine Mittelfraft AR, deren 
Richtung aud) der Faden annimmt, und welche beſtimmt ift durch den Ablen- 
fungswinfel Ö, für den man hat: 


u F ev? 
— ’ 


3 
tang.d = — 
ang G 


es ift daher aud) umgekehrt: 


u * Elang.? ‚uud u = \ — V tang. Ö, 
ul uf 





v —= y V tang. 6, 
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wenn v einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, den man vor dem Gebrauche 
auf dem oben angegebenen Wege ($. 491) zu ermitteln hat. 


Rheometer. Die itbrigen Hydrometer, ald: Yorgna’s Wafferhebel, $ 4 
Kimenes’ Wafferfahne, Michelotti’8 hydrauliſche Schnellwage, 
Brünning’8 Tachometer, Poletti's Rheometer u. f. w., find im 
Gebrauche umftändlicher und zum Theil auch unficher. Das Princip ift bei 
allen diefen Inftrumenten dafjelbe; diefe Inſtrumente find aus einer Stoß: 
fläche und einer Wage zufammengefegt, und es dient die legtere dazu, den 
Stoß P des Waffers gegen die erftere anzugeben; da diefer aber — u F v2 
ist, jo hat man umgekehrt: 

/D — 
= V ur” vVP, 
wo » eine von der Größe der Stoffläche F abhängige Erfahrungsconftante 
bezeichnet. 

Das Aheometer, weldyes in der neueren Zeit von Poletti vorgeichlagen 
wurde, und im Wefentlichen nicht von Michelotti’s hydrometriſcher Schnell: 
wage abweicht, bejtcht aus einem um eine fefte Are C drehbaren Hebel AB, 
Fig. 840, und einem zweiten Arme CD, an welchen die Stoßfläche oder, 

Big. 810. nad) PBoletti, ein bloßer Stoßjtab angefchraubt wird. 
Um dem Stoße des Waffers gegen diefe Fläche das 
Gleichgewicht zu halten, werden in die am Hebelende 
A hängende Blechbüchſe Gewichte oder Schrotlörner 
eingelegt, und um die leere Wage im ftillftehenden 
Waſſer ins Gleichgewicht zu jegen, ift bei B ein Ge— 
gengewicht angefegt, welches das äußerſte Ende des 
Armes CB ausmacht. Aus dem aufgelegten Gewichte 
G folgt die Stoßfraft P mittel® der Hebelarme 
CA=aund CF= b, durd) die Formel Pb= Ga, 
weshalb nun 


anG 
— — — (r 
P=. 6 und © Vz 7 ya = vVG 


ift, wo JF — eine Erfahrungsconſtante bezeichnet. 

Ein nach demſelben Principe conſtruirtes Hydrometer, wo dem Waſſer— 
ſtoß durch die Kraft einer Feder das Gleichgewicht gehalten wird (hydro- 
metre dynamometrique), befchreibt Boileau im feiner Abhandlung über 
das Waſſermeſſen. 

Anmerfung 1. Weber vie fetteren Hydremeter wird ausführlicher gehandelt 
in Gptelwein’s Handbuch der Mechanik feiter Körper und der Hydraulik, ferner 


in Gerſtner's Handbuh der Mecanif, Bd. II., in Brünning’s Abhandlung 
über die Gefchwindigfeit des fließenden Waflers, in Venturoli’s Elementi di 
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Meccanica e d’Idraulica, Vol. I. Wegen Poletti’s Rheometer iſt in Dina: 
ler's Polytechn. Journal, Bd. XX., 1826, nachzuſehen. Stevenſen's Hydte— 
meter iſt der Woltmann'ſche Flügel, ſ. Dingler’s Journal, Br. LXV. 1542, 
Die nad Art der Reactionsräder conſtruirten Hydrometer und Gasuhren werden 
im folgenden Capitel abgehandelt. 


Anmerkung 2. Gin beſonders auch zum praktiſchen Gebrauch zu empfeblentes 
Merf ift die Hydrometrie oder praftiihe Anleitung zum Waflermeflen, ven 
Bornemann, Freiberg 1849. Der Schrift ven Boileau ift jchen miederbelt 
gedacht worden (ſ. $. 412 u. f. w.). 


Neuntes Gapitel. 
Bon der Kraft und dem Widerftande der Flüffigfeiten. 


495 Reaction des Wassers. Der Gejammtdrud des in einem Gefäk: 
jtillftehenden Waſſers reducirt ſich nach $. 362 auf eine dem Gewichte dieler 
Waſſermaſſe gleiche Berticalfraft; wenn aber das Gefäß AF, Fig. 841, 

Fig. 841. eine Deffnung F hat, durch welche 
das Waller ausfliegen fann, jo erlei— 
det dieje Kraft eine Veränderung, un 
zwar nicht allein, weil in F' ein Theil 
der Gefäßwand ausfällt, fondern aud 
deshalb, weil das der Mündung zu 
fließende Waffer wie jeder andere Kör- 
per, der feinen Bewegungszuftand 
ändert, vermöge feiner Trägheit rea— 
girt. Die Bewegungsänderung eines 

Körpers kann fi) ſowohl auf eine 

Veränderung der Geihwindigfeit als 

auch auf eine Veränderung der Bewegungsrichtung erftreden; und daher kann 

auch die Reaction (franz. reaction; engl. reaction) des ausfließenden 

Waflers ſowohl aus einer Beſchleunigung als aud) aus einer ftetigen Rich 

tungsänderung des der Mündung zuftrömenden Waflers entipringen. 

Auf folgendem Wege gelangen wir fogleich zur Kenntniß der vollftändigen 

Reaction des Waſſers in einem Ausflußgefäße. 

Es fei c die Gefchwindigfeit des durd) die Mitndung F fließenden War 

ſers, cı bie velative Gefchwindigfeit des Waſſers an der Oberfläche bei A, 
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G der Inhalt diefer Fläche und A die Dendhohe AD in der Ausmündung. 
Dann haben wir: 


c? cY 
Ti T 


und das Ausflußguantum : 
Q — Fo — GC}. 

Denken wir das Gefäß AF, Fig. 841, mit einer Gefchwindigfeit v 
horizontal fortgehend, jo müſſen wir fir die abjolute Gefchwindigfeit cz 
des eintretenden Waſſers: 

ce+#4 
und bei dem Neigungswinfel EFc — « der Strahlare gegen den Horizont, 
fitr die abfolute Gefchwindigfeit 0 des austretenden Strahles: 
w? —= c? + v? — 2crv 008.4 





ſetzen. 
Nun iſt das Arbeitsvermögen des Waſſers vor dem Ausfluſſe: 
(ν (I +n)0 
29 29 j 
dagegen das Arbeitsvermögen defjelben nad) dem Ausfluffe: 


w? c? + v2 — 2cv cos. 
ee — er Y; 


daher folgt das dem Waſſer — und = das Gefäß libergetragene Ars 
beitsquantum: 


— U, 
J — (Free n) on 


co 
oder, da 5 — — h iſt: 


29 
cv cos. & 
L= : 27; 
und hiernach der horizontale Component der Reaction des Waſſers: 
L c c08.& 
—— nt 


Da 0 — iſt, ſo haben wir ges 
B=T Fr ma=2. 5, Fr 000.0 = 2hFY cos.0 
und daher bei einem horizontal — Strahle, wie Fig. 842: 
H= 2hFy. 


Es ift alfo die Reaction eines horizontalen Strahles gleid) 
dem Gewichte einer Wafferfäule, weldhe den Querfchnitt des 
Strahles zur Bafis und die doppelte Gejhwindigfeite- 
höhe (2A) zur Fänge hat. 
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Anmerkung. Gin Engländer, Peter Ewart, hat in der neueren Jet die 
Mıchtigfeit diefes Geſetzes durch Verſuche zu beitätigen gejucht (f. Memoirs of the 
Manchester Philosophical Society, Vol. IL, ever den „Ingenieur, Zeitichrirt 
für das geſammte Ingenieurweien“, Bd. I.). Hierbei wurde dag Gefäß HRF, 

Fig. 12. Fig. 812, an eine horizontale Are C aufgeben. 
gen, und die Reaction durch eine Winkel be bel⸗ 
wage ADB gemeſſen, auf welche das Serös 
mittels eines horizontalen Stabes AG wirkte, 
der fih genau der Mündung F’ gegenuber, an 
das Gefäß anitemmte. Beim Ausflufe durd 
eine Mündung in der a Wand ergab id 

Bm —— y 

Pl: F F 
Setzt man den Strahlquerſchnitt 
F, = 0,64.F 
und die effective Ausflußgeſchwindigkeit 
v, = 0,% v 
(i. $. 405), fo erhält man nah der tbeerett 
ſchen — 
— 
—— F,y = 2.0,%*.0,61. — = 1,18 — 29 Fy, 
alſo ziemlich daſſelbe, was die Verſuche — — Bei Fine nach dem con 





trabirten Wafferftrable geformten Mündung wurde P= 1/13: F F'Yy, der Aus 


uf: oder Gejchwindigfeitscoefficient aber — 0,94 gefunden, Da hier äh F 


und v, — 0,94 v iſt, fo hat man theoretisch : 
vr „2 
P = 2.0,9* — — 171. F} 
-g 9 
alſo wieder eine gute Uebereinſtimmung. 


496 Denkt man ſich das Ausflußgefäß AF, Fig. 843, mit einer Geſchwin 
digkeit — vertical aufwärts bewegt, fo hat man für die abfolute Ge— 
Rig. 843. ſchwindigkeit des eintretenden Waſſers 
g=tr— ci. 

und dagegen für die des ausfließen 
den, bei der im vorigen Paragraphen 

gebrauchten Bezeichnung: 
w2— c? + 2? + 2cvcos. (90° + «) 

—c? + v?— 2cvsin.e. 
ift hiernad) das ganze Ye 
ftungsvermögen der Waſſermenge @ 
pr. Secunde: 


1, = (5 +2) 00 


dagegen das des obfliekenben Waſſers 
IL, = (& + v2 — 2cv sin.a) Q9, 
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und folglich die mechanische Arbeit, welcdye das Waller dem Gefäße mitge: 
theilt hat: 


dar 2 — 092 2 
L=h—-1=- (tier — 
2 
oder, — RER 
29 29 
„_eme-o)rg, 


9 
und die entſprechende Verticalkraft: 


v2 (® =) 0 — (sin a 2); QY 


9 


F\ ce? 
— (sin u — 5) 7 Fy= (sin a — 5). 2h Fy. 


Iſt die Ausflugmündung Hein gegen die Oberfläche G, jo hat man 
—— O, und daher den verticalen Componenten der Reaction: 
V= 2hFY sin.c«. 

Nad) den vorigen Paragraphen hat man aber den horizontalen Compo— 
nenten diefer Kraft: 
H == 2hF%Y cos. c, 
daher ift die vollftändige Neaction des Waflers: 
R=VVv+ mM=2hry, 
und die Nichtung derjelben der Bewegung des ausfliegenden Waſſers genau 
entgegengeſetzt. 
It FG, fließt z. B. das Waſſer durch eine Überall gleichweite Röhre, 


—4 
ſo hat man — 1 und daher: 
V = (sin.a — 1).2I/Fy=— (1 — sin.e).2h Fy; 


dann wirkt alfo V nicht nad) oben, jondern nad) unten, und es ift die voll: 
ftändige Reaction: 





R=VV:+ H — Veos.a? + (1 — sin. @)?.2hFy 
dig. SM. — V2(l — sin.a).2hFy 
A B [14 
— 4hl'y sin. (15° — =): 
j — 
Für a — — 900, d. i. wenn die Röhre einen 






Halbkreis bildet, ft 2 —= 4hrFy. 

Iſt « + 90", fo hat man es alſo im Allge— 
meinen mit dem Ausfluſſe, wie Fig. 844, zu thun, 
und es iſt Z= 0 um 


BR ee — —F — 
* Ber: 9=(1 = g)-2hFr, 
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Y 





: F 
folglich für 7 > 0: 
Wa H—=EREY. 
Um diefe Kraft wird das ganze Gewicht des im Ausflußapparate befind- 


lichen Waſſers vermindert, wenn das legtere zum Ausflug gelangt. 


Stoss und Widerstand des Wassers. Das Waſſer oder eine an: 
dere Flüſſigkeit übt gegen einen fejten Körper einen Stoß aus, wenn fie 
mit dieſem zufammentrifft, und dadurch im ihrem Bewegungszuftande ver: 
ändert wird. Don dem Stoße tft der Widerftand (franz. resistance: 
engl. resistence), weldyen das Waſſer der Bewegung eines Körpers entge 
genfegt, nicht weſentlich verſchieden. Die Unterfuchung beider Kräfte bildet 
den dritten Haupttheil der Hydraulif. Man unterfcheidet zunächit von ein- 
ander: 1) den Stoß ijolirter Wafjerjtrahlen (franz. choc d’une reine 
de fluide; engl. impact of an isolated stream), 2)den Stoß im begren;- 
ten Waffer oder Öerinne (franz. choc d’un fluide defini; engl. im- 
pact ofa bounded stream), und 3) den Stoß im unbegrenzten Waſſer 
(franz. choc d’un fluide indefini; engl. impact of an unlimited stream). 
Ein Stoß der erften Art findet ftatt, wenn ſich dem aus einem Gefäße auf 
fliegenden Waflerftrahl ein Körper, z. B. die Schaufel eines oberjchlägigen 
Waflerrades, entgegenftellt; ein Stoß der zweiten Art tritt ein, wenn das 
Waſſer in einem Canale oder Gerinne gegen einen, den Querſchnitt des le 
teren ganz ausfüllenden Körper, 3. B. gegen die Schaufel eines unterjchlä- 
gigen Waflerrades trifft; die dritte Art kommt endlid) vor, wenn ein fließen 
des Waſſer gegen einen in daffelbe eingetauchten Körper trifft, deſſen Quer— 
Schnitt nur ein ſehr Feiner Theil ift vom Querſchnitte des Waflerftromes, wie 
3. B. wenn e8 gegen die Schaufeln eines Scyiffmiühlenrades ftößt. 

Uebrigens ift zu umnterfcheiden, dev Waſſerſtoß gegen vuhende und der 
gegen bewegte Körper, ferner der Stoß gegen krumme Flächen umt 

Fig. 845. der gegen ebene Flächen, und bei 
legterem wieder, der jenfrechte und 
der jchiefe Stoß. 

Wir betrachten gleich einen allge: 
meineren Fall, nämlich den Stoß eines 
iſolirten Strahles gegen eine Rota- 
tionsfläche, welche ſich in ihrer eige- 
nen, mit der der Bewegungsrichtung 
des Strahles zufammenfallenden Ar 
bewegt. 


Stoss isolirter Strahlen. E— 
jet BAB, ig. 845, eine Rota— 
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tionsflädhe, AP ihre Are, und FA ein in der Richtung diefer Are an- 
treffender Waflerftrahl; jegen wir die Gejchwindigfeit des Waflers, — c, die 
der Fläche, — v und den Winfel BTP, welden die Tangente DT am 
Ende B der Erzeugungscurve oder jeder die Fläche verlafiende Wafler- 
faden BD mit der Arenrichtung BE einjchliegt, — «, nehmen wir endlich) 
noch an, daß das Wafler beim Hinlaufen ar der Fläche durch Reibung an 
lebendiger Kraft nichts verliere. Das Waſſer trifft die Fläche mit der rela- 
tiven Gefchwindigfeit e — r und geht daher auch mit diefer an der Fläche 
hin, entfernt ſich alfo auch mit derfelben in den Tangentialrihtungen TB, 
T Bu.f.w. von der Fläche. Aus der Tangentialgejchwindigfet BD—=c —v 
und der Urengejchwindigfeit ZB E — » ergiebt ſich aber die abjolute Ge» 
ſchwindigleit BC — cı des Wallers nad) dem Zuſammenſtoße mit der 
Fläche durch die befannte Formel: 
= Ve — v)? +2 (ce — ) cos. 4 vr. 
Nun fann aber ” Waflerquantum Q durd) feine lebendige Kraft die 


mechanijche Arbeit I : Qy verrichten, wenn e8 hierbei feine Gejchwindig- 

feit c vollflommen — es iſt demnach auch das im Waſſer zurückbleibende 
2 

Arbeitsvermögen — Zu Qy, folglid die auf die Fläche itbergetragene 

Arbeit: u 





c? c? — cy 
Pr = — — — = .. 
t 29 ur ee 29 QY 
Se RSRHERR 
em Qy 
_2ov— 20 — 2 (e — v) v c08.& RE 
29 
Pv=(1 — cos.) — QY, 


und die Kraft oder der Wafferftoß in der Arenrihtung: 
P=(1 — cos.«) E z v) QyY. 


Geht die Fläche dem Wafler mit der Geſchwindigleit » entgegen, fo 
hat man: 





P=(1 — er gr, 


und ift diefelbe ohne Bewegung, alfo v — 0, fo ftellt ſich der Stoß 
oder hydrauliiche Arendrud 


P=fl — 008.0) 5° Qy 


heraus. 
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Es folgt hieraus, daß der Stoß einer und derjelben Wafjjermaiie 
unter übrigens gleihen Umftänden der relativen Geſchwin— 
digkeit e Tr des Waffers proportional ift. 

Aus dem Inhalte F des Querſchnittes vom Waſſerſtrahle folgt das zum 
Stoße gelangende Wafferquantum Q@ — Fler); daher: 


P=( — —* x N 
und für — 0: | 
Pr fl — co.0) F. 
Bei gleihem Querſchnitte des — wächſt alſo hier— 


nach der Stoß gegen eine ruhende Fläche wie das Quadrat 
der Geſchwindigkeit des Waſſers. 


Stoss gegen ebene Flächen. Der Stoß eines und deflelben Waſ— 
ferftrahles hängt vorzüiglid; aud) nod) von dem Winfel @ ab, unter welchem 
das Waſſer nad) dem Stoße fid) von der Are entfernt; er iſt Null, wenn 
diefer Winkel — Null ift, und dagegen ein Maximum, nämlich 


+?) 

9 
wenn diefer Winfel 189°, aljo deſſen Coſinus — — 1 ausfällt, wo das Wajler, 
Fig. 846, Fig. 847. Wie Fig. 846 repräfentirt, im der 
entgegengejegten Richtung die Fläche 
B verläßt, in welcher e8 diefelbe trifft. 


Ueberhaupt ift derjelbe bei concaven 
mer p Flächen größer als bei converen, 
| weildort der Winkel ſtumpf, alſo der Co— 
ſinus negativ ausfällt und 1 — cos. « 
B in 1 + cos. « übergeht. 

Am häufigften ift die Fläche, wie Fig. 847 vorftellt, eben, und daher 
« — 90°, aljo cos. — 0 und der Stoß 
Beer 

I 





Pr 
bei einer ruhenden Fläche: 


— — —— 


— 

Der ——— des Vaſſers gegen eine ebene Fläche iſt 
alſo gleich dem Gewichte einer Waſſerſäule, welche zur Baſis 
den Querſchnitt Fdes Strahles und zur Höhe die zweifäche 


2 
Geſchwindigkeitshöhe (2 — 9— hat. 


8. 499 ]. Don der Kraft und dem Wiberftande ıc. 975 


Die hierüber angeftellten Berfuche von Michelotti, Bince, Yangsdorf, 

Fig. 848. Boſſut, Morofi und Bidone 
haben ziemlich zu dem nämlichen Er- 
gebniffe geführt, wenn der Querſchnitt 
der geftoßenen Fläche mindeftens 6mal 
jo groß war, als der des Strahles, 
und wenn diefe Fläche wenigftens 
zweimal jo weit von der Ebene der 
Ausflupmindung abjtand, als die 
Strahldide maß. Der Apparat, 
welcher hierbei in Anwendung ge- 
fommen ift, beftand in einem Hebel, 
ähnlich wie Poletti's Rheometer (3. 494), welcher auf der einen Seite den Waf- 
ſerſtoß aufnahm, dem durch Gewichte auf der anderen Seite das Gleichge— 
wicht gehalten wurde. Das Inftrument, welches Bidone angewendet hat, 
ift in Fig. 848 abgebildet. BC ift die vom Strahle FA geftogene Fläche, 
G die Wagfchale zur Aufnahme von Gewichten, ferner D die Drehungsare 
und K und 7, find Gegengewichte. 


Anmerfung. Die ausführliciten Verſuche über den Waſſerſtoß find von 
Bidone ©. Memoire de la Reale Accademia delle Seienze di Torino. 
T. XL. 1558. So wurden bei einer Gefchwindigfeit von mindeftens 27 Ruß und 
an Meifingplatten von 2 bis 9 Zoll Durchmefler angeftellt. Im Nillgemeinen 
fand Bidone den Normalftoß gegen eine ebene Klüche etwas größer ale 2 Fhy, 
doch it tiefe Abweichung wohl einer Vergrößerung des Hebelarmes beizumeflen, 
welche durch das zurüctallende Waſſer erzeugt wurde. S. Dudemin: Recher- 
ches experimentales sur les lois de la resistance des fluides (ins Deutjche 
überjegt ven Schnufe). Wenn die geitopene Alähe der Mündung ganz nahe 
war, fo fiel bei Bivone P nur 15 Fhy aus. Wenn ferner die Fläche mit 
dem Strahle gleichen Duerfchnitt bat, in welchem Kalle das Wafler nur um einen 
fpigen Winfel @ abgelenft wird, fo ift nah du Buat und Langsdorf, P nur 
—=Fhy. Endlich bat fih auch bei Bidone und Anderen ergeben, daß der Stoß 
im eriten Augenblicte beinahe noch einmal fo groß if, als der permanente Stoß. 
Pergleihende Berfuche über den Stoß und die Meaction des Waflers mit Hülfe 
eines Meactionsrades find von dem Verfaſſer angeitellt worden, fiche veflen 
„Srrerimentalbydraulif”, ſowie den „Givilingenieur” Bd. I. 1354. 

Durch neuere VBerfuche über den Stoß ifelirter Luft und Waflerftrahlen (fiehe 
„Bivilingenieur“, Bd. VII. Heft 5, und Bd. VIH. Heft 1) hat der Berfafler ge- 
funden, daß der effective Stoß eines ifolirten Luft- oder Waſſerſtrahles gegen eine 


normale Ebene, 92 bis 96 Procent der theoretiihen Kraft P— = it, daß 





dagegen der Stoß eines folhen Strahles gegen eine hohle Notationsfläche, welche 
die Richtung des aufichlagenden Strahles um J — 134 Grad abändert, nur 83 


bis 33 Procent der theoretiihen Kraft P= c(l — cos. d) ne ausfällt. 


00 
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Maximalarbeit des Stosses. Die mehanifche Arbeit 


Pr=(1 — sin. —— on Qy 


des Stoßes hängt vorzüglich aud) von Seihwindigfeit v der geitopenen 
Fläche ab; fie ift z.B. Null, nicht nur für #—=e, ſondern aud) für =). 
es muß daher auch eine Geſchwindigkeit geben, bei welcher die Arbeit dei 
Stoßes ein Marimum ift. Offenbar fommt es hierbei nur darauf ar, 
daß (ce — v)r zu einem folchen wird. Sehen wir ce als den halben Um 
fang eines Rechteckes und v als die Grundlinie deffelben an, jo haben wı 
fir defien Höhe — ce — r und für deſſen Inhalt — (c — Jr; mn bat 
aber unter allen Rechtecken das Quadrat bei gegebenem Umfange 2 da 
größten Inhalt, es ift daher aud) (ce — ©) v ein Marimum, wenn —r=1t, 


—J— gemacht wird, und wir erhalten jo den Maximalwerth 


der Arbeit des Wafferftoßes, wenn die Fläche mit der halben 
Gefhwindigteit des Waffers ausweicht, und zwar: 


2 
Pv=(1— cos. A— -Qy=(1-— cosa).', Qhy. 


Iſt nun « — 180°, wird alfo die Bewegung des Waſſers durch de 
Anftoß die entgegengefegte, jo hat man allerdings die Arbeit 
—=2.1. Qhy== Qhy; 
ift aber « — 90°, wie beim Stoße gegen eine ebene Fläche, fo ftelt id 
diefe Arbeit nur Y/,; Qhy heraus, es wird alfo im leteren Falle von de 
ganzen disponiblen oder der lebendigen Kraft des Waflers entiprehende 
Arbeit nur die Hälfte gewonnen oder auf die Fläche itbergetragen. 


Beiſpiele. 1) Wenn ein Waflerftrahbl von 40 Duadratzoll Querſchnitt ei 
Waflermenge von 5 Gubiffuß pr. Secunde liefert, und gegen eime ebene Klik 
normal ftößt, welche mit 12 Ruß Gefchwindigfeit ausweicht, fo iſt die Stoßfraft: 


=. 5. 
p=-E2y=( —12).002.5.06=6.008.3 


40 
— 63,36 Pfund, 
und bie auf die Fläche übergetragene mechaniſche Arbeit: 
Pv = 63,56 . 12 — 760,32 $ußpfund. 
Die größte Leiſtung iſt für 
et 5.144 
u Konz. 40 
zu erwarten und zwar: 


2 . 
L= Ya Qy=Y,.182.0,016.5.66 = 81.0,16.65— 855,36 Zuht 
der entiprechende Stoß oder hydrauliſche Drud beträgt: 


855,36 
P= — = 95,04 Pfund. 





29 Fuß 


* 


s. 501.] Von der Kraft und dem Widerftande ıc. 977 


2) Wenn ein Strahl FA, Riga. 849, von 64 Duadratzell Querſchnitt und 
40 Fuß GSejchwinvdigfeit gegen einen unbeweglicden Kegel von dem Gonvergenz: 
Kia. 89, winfel B AB == 1009 ſtößt, fe iſt der hydrauliſche 

Druck in der Richtung des Strables: 


P= (1 — (08. «) 2 Qy 
. : 64 i 
— (1 — cos. 500) , 40 . 0,032 - —:40.61,74 


144 
3292,8 
3 








— (1 — 0,64279) .1,28 - 
— 0,35721 . 1405 — 501,9 Pfund. 


Stoss des begrenzten und unbegrenzten Wassers, Beſetzt man 
den Umfang einer ebenen Fläche BB, Fig. 850, mit Leiſten BD, BD (franz. 


Fig. 850. rebords; engl. borders), welche itber der von Waſſer 
D getroffenen Seite hervorragen, fo wird das Waſſer, ähn- 


ıl 





lic) wie bei concaven Flächen, um einen ſtumpfen Winkel 
von feiner anfänglichen Richtung abgelenkt, und es 
fällt daher der Stoß größer aus, als bei der eins 
fachen ebenen Fläche. Die Wirkung diejes Stoßes 
hängt vorzüglich von der Höhe der Einfaſſung und 
von dem Querſchnittsverhältniſſe zwiſchen dem Strahle und dem eingefaßten 
Theile ab. Bei einem Berfuche, wo der Strahl 1 Zoll Dide, die cylindri: 
jche Einfaſſung aber 3 Zoll Weite und 3", Linien Höhe hatte, floß daR 
Waſſer beinahe in umgekehrter Richtung, und es betrug der Stoß: 


e2 
393 — Fy; 
‚ 29 Y 


im jedem anderen Falle war diefe Kraft eine Heinere. Wegen der Reibung 
des Waſſers an der Fläche und Einfaſſung ift der theoretifche Maximal— 


09 1 
werth 4 27 F'y nie ganz zu erreichen. 
20 


Auch bei dem Stoße des begrenzten Waſſers FAB, Fig. 851, findet 
sig. 851. zwar auch eine Einfaſſung jtatt, cs nimmt 
aber diefe Einfaffung nur einen Theil des 
Umfanges ein, umd erſtreckt fi) dagegen 
auf die geftogene Fläche und den Waſſer— 
ſtrahl zugleih. Das ſtoßende Waſſer 
nimmt die Richtung nach dem uneinge— 
faßten Theil des Umfanges hinein, wird 
alſo auch hier um den Rechtwinkel abgelenkt, weshalb hier auch die oben ge— 
fundene Formel für den iſolirten ung 
GC U ct 1, 
P= el 7 )err. 


Wersbad 9 Lehrbuch der Mechanik. 1. 62 
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ihre Siltigkeit hat. Weicht die Fläche BB, Fig. 847, gegen welche dei 

Waſſerſtrahl normal anſtößt, mit der Gefchwindigfeit » im einer Richtung 

aus, weldye um den Winfel d von der urjprünglichen Richtung des Strahles 

abweicht, fo ift die Gefchwindigfeit der Fläche in der Richtung des Stofes, 
vu =v cos. 6, 

daher die Stoßkraft 


__ (e — v cos.) 


P 172 
und die Leiſtung derjelben pro Secunde: 
: — 0 008. 0) v cos. Ö 
DE (c ! a ) v cos F 


Dieſe Formel findet vorzüglich ihre Auwendung beim Stoße eines unbe— 
grenzten Stromes ſtatt, wo 

CF( — v cos. 6) 
zu fegen ift, fo daß 


— 49 
P= | — Fy ausfällt. 


302 Schiefer Stoss. Bei dent ſchiefen Stoße gegen ebene Flächen müſ— 
fen wir unterscheiden, ob das Waſſer nur nad) einer oder nad) zwei oder 
nach allen Richtungen in der Ebene abfließt. Iſt wie bein Stoße des be: 
qrenzten Waſſers die Fläche AB, Fig. 852, von drei Zeiten eingefaßt. 
jo daß es nur nad) einer Richtung abftrömen kann, jo hat man den hydrauli— 
ſchen Drud des Waflers gegen die Fläche in der Richtung des Strahles: 

P=(1 — ws.«) — QyY. 
& 
Fig. 852. Kig. 853. 





Iſt aber die geſtoßene Ebene BC, Fig. 555, nur auf zwei gegenüber: 
liegenden Seiten cingefaßt, Jo theilt fi) dev Strahl in zwei ungleiche Theile, 
der größere Theil Q, nimmt die Heinere Ablenkung & und der kleinere Iheil 
Q; die größere Ablentung — 180 — «an, es ift daher dev Geſammtſtoß 
in der Richtung des Strahles: 

e— e—v 


P=(1— cos. ) · — CIVMA (I + we): ah... 
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= (: ) [(l — cos. c) Q, + (1 + cos.«) Q;] . 
Nun fordert aber das Gleichgewicht der beiden Strahltheile, daß die Drücke 
—. (1 — cos.) Q, y und e = ?) (1 + cos. c) Q, y 
zwijchen denfelben einander gleid) feien, es ift daher aud): 
(1 — c0s.0) Qı = (1 + cos.«) Q,, 
oder da Qı + da = Q, 
(1 — cos. c) Qı = (I + cos.) (Q — Qı), d. i.: 


Qı = (+) Q und Q, = (- ee) Q 


zur fegen, fo daß — der geſammte Stoß in dev Richtung des Strahles : 


—— 9 .2 (1 — cos.«) N *2 2, 








P= 
— -_— (1 — cos.a?) Qy, d. i.: 
P=°Z sin.a. Qy ausfällt. 
Dividirt man die Stoßleiftung 
L=P_r= ey = 





vsin.a?.QYy 


durd) die Gefchwindigkeit Av, — vı —= vsin.«, mit welcher die Fläche in 
normaler Richtung ausreicht, jo erhält man den Normalftoß: 
(e — v)vsin.a! _ __(c—o) 








N= sin.«.QY, 
gusin.& 
und diefer befteht außer dem bekannten Barallelftoße 
„P=Nsina= (e = ) sin.@?.Qy 


noch aus einem Seitenftoße 


CP), — 
9 





9 Ncos. x« = 


Es wächſt alſo der Normalſtoß wie der Sinus, der Parallelſtoß 
wie das Quadrat des Sinus des Einfallswinkels und der Sei— 
tenſtoß wie der Sinus vom Doppelten dieſes Winkels. 

Hat endlich die ſchiefgeſtoßene Fläche gar keine Einfaſſung, ſo daß ſich 
das Waſſer nach allen Richtungen auf ihr ausbreiten kann, ſo fällt der Stoß 
noch größer aus, weil unter allen Winkeln, um welche die Waſſerfäden ab— 
gelenkt werden, gerade « der kleinſte iſt, und daher jeder Faden, welcher 
ſich nicht in der Normalebene bewegt, einen größeren Drud ausübt, als der 
Baden in der Normalebene. Nehmen wir an, daß ein den Sectoren A OB 

62* 


sin. C0S.d. le 7 .sin.2a.Qy. 
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und DOE, ig. 854, entjprechender Theil Q, um die Wintl COF=u 
und COG — 180 — a, ımd ein anderer, den Sectoren AOE m 


Fig. 854. 





und der geſammte Parallelftoß: 


( — r\20Qysin.a? 
P— — 
9 1 + sin. a? 





BOD entipredjender Theil Q, um 
COK= COH = 90" abgelett 
werde, und daß beide Theile eimen 
gleichen Parallelſtoß ausüben, jo fün- 
nen wir jegen: 


pP — Q, y sin.a® 


+ a z 4 Q; Y 
ferner Qı sin. a: — 0, md 
Qı + dı = 9; es folgt daher: 
Q, (1 + sin.a?) = Q, 





2sina? c—r 
———— — QyY. 
1 + sın.« q 


Miewohl diefe Vorausfegung nur eine annähernd richtige iſt, jo ſtimm 
diefe Formel doc) ziemlich mit den neueften Berjuchen von Bidone überein 


Anmerfung. Herr Prof. Broch findet in jeiner Mecanif, Seite 614, ie 
den fchiefen Waflerftoß gegen eine Kreisfläche 


ru — (7 — «) tang. « & F 9 Qy, und 


N = tang.« Im. cotg. = ( 





9 


c— 
9 





) 07. 


. 503 Stoss des Wassers ins Wasser. Wenn das Wafjerquantum Q 
mit einer gewiſſen Gefchwindigfeit Ac — e in ein mit der Gefchwindigtei 
Ar — r fortbewegtes Gefäß DE, Fig. 855, ftrömt, fo wird von dem 


Fig. 855. 





2 
Arbeitövermögen I, — En y beilelben 


Qc} — 
ein Theil — Er y auf die Bildung 


und Erhaltung des Waflerwirbels AL 
verwendet, welcher aus dem Berlufte der 
Geſchwindigkeit e, hervorgeht. Bezeicdne 
@ den Winkel » Ac, um weldjen bi 
Nichtung des Waſſerſtrahles von der Be 
wegungsrichtung des Gefäßes abweicht 
ſo iſt 


S. 504.] Bon der Kraft und dem Widerftande ıc. 981 


und daher die durch den Waflerwirbel verloren gehende mechanische Arbeit 
Q(c? + — 2cv cos. «) 
A 3 — 
29 
Nun behält aber das Waflerquantum Q nod) das Arbeitsvermögen Z, — * y 


in fi, da es die Gefchwindigfeit v des Gefäßes behält, daher folgt die 
mecanifche Arbeit, welche auf das Gefäß übergeht, und auf die Forts 
— deſſelben verwendet wird: 
=Lu-Luh —-L 
— ce? — (c? + v2? — 2cv cos. c) — v? __ 2ev 008.0 — 2v? 
( 29 ) u = 29 er 
_( cos. — v) v 
9 er 


und die Kraft, mit welcher das Gefäß im feiner Bewegungsrichtung durch 
das einftrömende Waſſer fortgetrieben wird: 

— (men , 

re ) er. 

Noch ift das ftopende Wafferquantum pr. Secunde, Q — Fe, wenn F 
den Querſchnitt des Strahles bei feinem Eintritt bezeichnet, daher hat 
man aud) 

(C cos. « — v)c 


P z F'y, 
und für den Fall, daß das Gefäß rl fteht, alfjo » = 0 ift, 
c?c08.4 _, 
Po er cos. = 2Fhy cos. a, 





wobei A die Gefchroindigfeitshöhe >— bexichnen 
Die mechaniſche Arbeit iſt ein —* für — cos. c, und zwar 
20 2 
I.)=! un gay =", Qhy (cos. a). 


Führt man den Strahl in der Bewegungsrichtung des Gefäßes ein, macht 
man alfo « — 0, fo erhält man: 
L= ni Qy ud 
Eu — Ua Yh Y- 
Es wird daher im diefem Falle nur die Hälfte des ganzen mechanischen 
Arbeitsvermögend Qhy des Waflers gewonnen (vergl. 8. 500). 


Reactionsrad zu Versuchen. Zur Prüfung der vorftehenden Theorie $. 304 


des Stoßes und der Reaction des Waflers bedient man fic am beften eines 
fleinen Reactionsrades AAB, Fig. 856 (a. f. ©.), mit verticaler Um— 
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drehungsare C.D (1. des Berfafiers Erperimental-Hydraulif $.48 u. |. w.). Das 
Waſſer, welches zum Umtriebe diefes Rades dient, wird oben durch zwei Seiten: 
canäle E, FE nahe tangential in den Behälter A A des Rades eingeführt, und 


Fig. 856. 





ſtrömt unten, durd) zwei Seitenmiindungen F, F in den Enden der Schwung- 
röhren R, R aus. Zur Erzielung eines conftanten Waflerzufluffes und einer 
conftanten Umtriebsfraft dient der Hahn I in der Röhre, welche da8 Betrieb 
waſſer zumächft dem Behälter G zuführt, aus dem es wieder durd) eine Köhre 
KL in die Kammer #_E mit den Eintrittscanälen Z, E geleitet wird. Während 
des Ganges der Maſchine ift der Hahn ZZ fo zu ftellen, daß die Oberfläche W des 
Waflers im Kefervoir G immer von der Spite des Zeigerd Z berührt wird. 


$. 505.] Bon der Kraft und dem Miderftande ıc. 983 


Um die Reaction des ausfließenden Waffers zu finden, befeftigt man nod) 
an der Mittelröhre B des Rades eine dünne Schnur S, welche das vom 
Rade zu hebende Gewicht trägt und mittels einer Yeitrolle nad) dem Rade 
geführt wird. Das Aufichlagwaflerguantum wird in dem Reſervoir, aus 
weldhem das Wafler in die Röhre mit dem Hahne fließt, dadurch gemefien, 
dag man den Inhalt A und die Tiefe a der Senkung des Waflerjpiegels 
während der Berfucjszeit ausmittelt. Iſt dann die Ausfluß- oder Beobad)- 
tungszeit — t, jo hat man das Aufjchlagwaflerguantum pr. Secunde, 


Aa 
-- 


und ift das Gefälle, d. i. die fenfrechte Tiefe der Ausmiindungen des Rades 
unter dem Wafjerfpiegel im Reſervoir @, — h, fo läßt fi) das ganze 
Arbeitsvermögen des Auffchlagwaflers pr. Secunde 


2 = £ jegen. 





L = 0Qhr = 


Wird nun in der Zeit £ von der Maſchine das Gewicht @ auf die fent- 
rechte Höhe s gehoben, fo ift dagegen die wirklich verrichtete mechanische Arbeit 
des Neactiondrades: 


ee, 
t 


und es laſſen ſich nun beide Arbeitswerthe, von welchen der Iettere ſtets der 
kleinere ift, mit einander vergleichen. 


Theorie des Reactionsrades. Das ganze Gefälle 4 eines folchen 
Waſſerrades befteht aus der Höhe A, vom Waflerfpiegel bis an die Eintritts- 
ftele E gemefien, und aus der Höhe A,, von dem letzteren Punkte aus bis 
zu den Ausflugöffnungen des Rades gerechnet. Aus A, beftimmt ſich die 
Eintrittsgefchtwindigfeit cı des Waflers durch die Formel cr — V2gh,, 
und aus A, läßt fic) die relative Ausflußgefchwindigfeit de8 Waſſers beim 
Austritt aus dem Nade nad) $. 304 mittel$ der Formel 


— V2on + v2 — v 
berechnen, wenn die Umbdrehungsgefchwindigfeiten v, und v des Rades an der 
Ein- und an der Austrittöftelle befannt find. Da die als Umdrehungstraft 
dienende Reaction des Wafjers der Ausflußgefchwindigfeit entgegengefegt wirkt, 
jo ift die abfolute Gefchwindigfeit des Waflers, beim Austritt aus dem 
Rade: 
v=cCcCc—%d, 
und deren Quadrat: 


0? —c?— 2cv +0? — 29%, —2cr+ 20? —v,, 


un 
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und folglich das mechanijche — des fortfließenden Waſſers: 


wi e— (e — v)e © — 5) 
L = 47 “= 0r(m-! 7 29 

Das mit der relativen Gefchwindigkeit — cı — vı In das Rad einftrömende 
Waſſer verliert außerdem durch den Stoß (nad) $. 436) das Arbeitsvermögen 


uh= „& ul = (vr (m — + a). 
folglich geht von dem ganzen Arbeitsvermögen des Waffers auf das Kat 
Yhy — Q (hy + h:)Y, 
nur die mechanische Arbeit: 


L= Qy(h—hı —h:) = 1 


Um eine möglichft große Arbeit des Rades zu erlangen, er vw — Null, 
alfo » — c, und ebenfo wo, — Null, alfo v, = cı fein, wonad) dan 


6 vi 


ne ve 


22) über. 


F — k, det u = V2yh,, jowie 
* —— 
39 —h,vdrv = V2gh folgt. 


Es ift alfo in diefem Falle kıh = hz = !/yh, und die entjprechende 
Marimalleiftung der Maſchine: 
Cı u 
In = QY° I =, — 2— Qhy, 
d. 1. gleid) dem ganzen ——— des Waſſers. 

Bezeichnet den Abſtand des Eintrittspunktes und » den mittleren Ab- 
ftand der Ausflugöffnungen des Rades von der Are deſſelben, jo hat man 
— = a ; daher ec) = 41 © 
v r r 
und die Kadleiftung iiberhaupt 

r Ü 
L=ar(e— Ü +a)2; 
fo daß nun die Umdrehungskraft, im Abftande 7 gemeilen: 
L r 
P=-—- — = (e— c+ * c) folgt. 


[2 
Wenn die Faft oder das angehangene Gewicht F am Hebelarme a wirft, 

welcher 3. B. im abgebildeten Apparate, ſehr nahe dem Halbmefjer der Mit: 
telröhre B gleich ift, jo hat man Ga — Pr, und daher das anzuhängende 
und während der Umdrehung des Rades emporzuhebende Gewicht: 

r 

(F — — rn le —v)r + cr], 

alſo rc=vmwdu—v,. 
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47 Q7 


Pr = — iv, rı. 
ga 


Bezeichnet F' den Inhalt = Ausflugmündungen, fowie F} den der Ein— 
trittsöffnungen des Rades zufammengenommen, fo ift 
—— 2 cı, und daher 


F= = ‚ lowie 
= 2 gh, 


I. - — „VER. 
c V29hM +u?— uf 29, + v? —v 


Für —«6, ud on = c,wh—=h,—!,h ift, hat man Q= Fr, 
daher: 





P= Yhy — Fh y. 
v 


dagegen fire = 0, 9—= F V2ghs, daher 


Fe 
g r 


Führt man noch das Waſſer fehr langſam ins Rad ein, fo läßt fih cı — 0, 
jowie A, — 0 Segen, und es folgt im legteren Falle die Reactionskraft: 
Fcy 2 Fc?2y 
29 
wie ſchon oben gefunden worden iſt. 





P= — 23fhy=2Fhy, 


Da wir bei den vorftehenden Entwidelungen von den Nebenhindernifien 
abgejehen haben, fo geben die Berfuche an der abgebildeten Mafchine nicht 
genau die gefundenen, fjondern um einige Procent kleinere Kraftwerthe. 
Uebrigens ftehen die Ergebniffe der Verſuche an einem ſolchen Rade bei forg- 
fältiger Ausführung im beiten Einklang mit der im Vorftehenden entwidelten 
Theorie. 

Um diefe Maſchine zur Priifung der Theorie des Wafferftoßes zu 
verwenden, befeftigt man Stoßplatten, O, O, Kleine Gefäße u. f. w. fo an den 
Schwungröhren des Rades, daß diefelben den Stoß des ausfliegenden Waj- 
ſers aufnehmen können. Es iſt danı die Umdrehungskraft gleich der Differenz 
zwifchen der Reaction des Waflers im Rade und der Stoßfraft deſſelben 
außerhalb des NKades. Ganz der Theorie entiprechend bleibt dann das Rad 
ftehen, wenn das ausjtrömende Waller winkelvecht gegen ebene Stoßplatten 
oder in mit Waller angeflillte Gefäße ftrömt; es behält dagegen noch eine 
Umdrehungsbewegung in der Richtung der Keaction, wenn es fchief gegen 
ebene Stoßplatten oder gerade gegen convere Stoßplatten ſtößt, und es dreht 
jich dagegen in der Richtung des ausfließenden Waflers um, wenn dafjelbe 
von concaven Stoßplatten aufgefangen wird, 


986 Siebenter Abfchnitt. Neuntes Gapitel. ſ8. 50%. 


. 506  Wassermesser. In neuerer Zeit bedient man ſich aud zum Meilen des 
fließenden Waflers der Waſſermeſſer (franz. compteurs hydrauliques; engl. 
water-meters), welche durd) die Reactionsfraft des ausfliegenden Waflers in Be— 
wegung geſetzt werden, und im Wefentlichen die Einrichtung eines Keactionsrades 
oder einer Turbine haben. Eine ideelle Darftellung eines foldyen Waſſermeſſers 
führt Fig. 857 im Durchſchnitt vor Augen. Das zu meſſende Waſſer fliekt 

| Fig. 857. durch eine Röhre A im dat 
Innere des Rades BB, 
und gelangt durch 4 Ganäle 
CB, CB... am äufem 
Umfang deilelben zum Aus- 
fluß in das Gehäuſe DE, 
aus welchem es mittels einer 
Nöhre EF weiter geführt 
wird. Die Welle W’ diefes 
Kades trägt einen Zeiger 
Z, oder vielmehr einen 
ganzen Zeigermechanismus, 
welcher die Umdrehungszahl 
des Rades und dadurch auch 
das derfelben proportionale Quantum des durchgeflofienen Waflers zu jeder 
Zeit angiebt. Bezeichnet A den durch die Höhe einer Waſſerſäule gemeflenen 
Drudverluft beim Durchgang durd) das Rad, ferner Q das durchfliegende 
Waflerquantum pr. Secunde, c die Ausfluß- und » die in umgefchrter Rich— 
tung erfolgende Kadgejchwindigfeit am Umfange, fo hat man ? — r?—2ah 
und die Peiftung des Rades: 

(e — v)v 


L— — (. & 505). 


Iſt R der Widerſtand des Rades, in Folge feiner Arenreibung u. ſ. w, 
jo fann man L = Re jegen, und erhält die Formel 








fe —v 
R=(—)@r, 
oder, wen nod) F die Summe der Iuhalte fünmtlicher Ausmündungen be 
zeichnet, fo daß Q — Fe, oder e —= . gefegt werden fann, 
— ) er. 
R= * D — ſo daß 
Q gR., 
v— — — — tolgt. 
Fo folg 


Wäre R Nu, oder wenigftens fehr Hein, fo ließe fi > — x ſetzen. 
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alfo annehmen, daß die Umdrehungsgeſchwindigkeit der Waflermenge Q 
proportional wäre, was allerdings auch zu fordern if. Wenn dagegen 
R — Ur wäre, aljo der Widerftand des Rades mit » gleichmäßig wüchſe, 
jo würde 
Ygv __Q 
® — ———— alſo 


2 annähernd — x (1 — 5) zu ſetzen ſein. 


r(1+ 
Wenn alfo der Widerftand A des Rades nicht fehr Hein ift, jo nimmt 
das Inſtrument eine kleinere Umdrehungsgeſchwindigkeit an als wenn derfelbe 
Null oder wenigftens unbeträchtlic) ift, und e8 giebt auch dann das Inſtru— 
ment ein zu Feines Wafferquantum an. 
Set man » — 0, fo erhält man bei der Ausflugmenge Q, die ent- 
ſprechende Ausflußgefchtwindigkeit 
_ IR 
Qr' 
und es läßt fid) dann wenigftens annähernd 
v— C — Co, ſowie 


Q=Fota)=-"7 + Q=eu+ 9 


v® 





jegen, wenn r den Radhalbmeſſer, « die Umdrehungszahl des Rades und u 
einen durch Verfuche zu beftimmenden Coefficienten bezeichnen. 

Am meiften haben in der neueften Zeit die Waffermeffer diefer Art von 
Siemens Anwendung gefunden, wovon Fig. 858 den Haupttheil im Durch— 


Big. 858. 
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ſchnitt darftellt. Das aus A zufließende Wafler tritt durch die Röhre BB in 
das Rad CU, und wird von da durch die Schwungröhren DD in das Ge 
häufe EHE geführt, aus dem es die Röhre F weiter leitet. Die Welle W 
des Rades ift oben durch eine Stopfbüchſe geführt, und jegt mit ihrem 
ichraubenförmigen Ende den Zählapparat in Bewegung. Die Flügel k, k 
auf dem Rade follen durd den Widerftand, welchen fie im Waſſer erleiden, 
zum Reguliren der Umdrehungsbewegung des Nades beitragen. 

Man kann aud) das Reactionsrad fo einrichten, daß es bei jeder Um: 
drehung eine bejtimmte Waſſermenge durdjführt. In diefer Abfict 
taud)t man das Rad BAB, Fig. 859, nur zum Theil ins Waſſer, jo da 

Fig. 859. jich bei Umdrehung deilelben, die Röhren 
oder Spiralgänge abwechjelnd mit Yuft 
und Wafler füllen. Das Wafler wird 
auch hier durd) eine Röhre ins Innere 
des Rades und von da durd) die Spiral- 
gänge in den übrigen Raum des Ge 
häufes EF geführt, aus dem es im der 
Röhre F abläuft. Das Wafler fteht 
hier im Innern des Rades um eine ge- 
wiſſe Höhe A über dem Wajler im Ges 
fäße, und wenn daher bei der Umdrehung 
des Rades in der angedeuteten Nichtung 
eine Ausmiündung D unter den Wafler: 
jpiegel im Inneren gelangt, jo fängt das 
Waſſer an durch diefelbe auszufliegen, und übt dabei eine gewiſſe Reaction 
kraft 7° aus, wodurd) die Umdrehungsbewegung des Rades unterhalten wird. 
Iſt 9 die Waflermenge, welche ein Spiralgang faßt, und n die Auzahl diefer 
Canäle, fo fließt bei der Umbdrehungszahl u des Rades pr. Minute, die 


* 
ir pr. Secunde durd) das Rad. 








Waflermenge Q — 


Anmerfung. Ueber ven Siemen’fhen Waflermerler ift nachzulefen: Die 
Zeitichrift des Vereines deuticher Ingenieure, Bd. I., 1857, wo aud noch ein nad 
rem Principe des Nichens conftruirter Waflermefler von Jopling befchrieben wirt. 
Siche aud die Schrift: Siemens and Adamsons Patent-Water-Meter. 
Gin ganz eigentbümlich conftruirter Waflermefler in Form eines Meactionsrades ik 
im Genie industrielle Tome XXI, No. 126, 1861, unter dem Namen: Compteur 
hydraulique pour la mesure d’ecoulement des liquides, par Guyet be 
ichrieben. Zwei Waſſermeſſer find auch in der englifchen Schrift Hydraulia, by 
W. Matthews behandelt. Gin Compteur hydraulique, welder auf dem 
Bahnhofe zu Chartres gebraucht wird, it befchrieben im Bulletin de la Societe 
d’encouragement, 51. Jahrgang (1852). Ueber Uhler’s Meßapparat für Flur: 
figfeit handelt Dingler’s Journal, Bd. 161. Die Beichreibung eines Gontrel: 
apparates zum Meſſen des in den Branntweinbrennereien gewonnenen Spiritus 
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von Perels enthalten die Mittheilungen des Gewerbevereines für Hannover, Neue 
Folge 1561. 


Gasmesser. Die jogenannten naſſen Gasmeffer oder Gasuhren $. SU 
(franz. compteurs ä gaz; engl. gas-meters) find ebenfo wie gewiffe Waflermefier, 
kleine Räder mit Spiralgängen, welche zur größeren Häffte ins Waſſer eintauchen, 
und durch die Reaction des durchitrömenden Gafes in Umdrehung gefegt werden, 
wobei jeder Spiralgang eine gewiſſe Gasmenge von innen nad) außen führt. 
Die wejentliche Einrichtung eines folchen Gasmeſſers ift aus den beiden 
Durdjchnitten in Fig. 860 erfichtlih. Das zuftrömende Gas wird durch 

Fig. 860. eine Kropfröhre A in das 
Innere eines Rades BB 
geleitet, wo es den Wafler- 
jpiegel um die Höhe A tiefer 
drückt, welche dem Span: 
nungsverluſt des Gaſes 
beim Durchgang durch das 
Inſtrument entſpricht. Aus 
demſelben tritt es nach und 
nach in die Einmündungen 
der Spiralgänge, fiillt die— 
ſelben faſt ganz aus, und 
ſtrömt zuletzt durch die Mündungen am Radumfang in das Gehäuſe GG, 
aus welchem es durch eine Röhre H nad) dem Punkte des Bedarfes geführt 
wird. Damit durch einen Spiralgang des Nades eine beftimmte Gasmenge 
abgeführt werde, iſt die Anordnung To zu treffen, daß ſich von den beiden 
Miündungen einer Windung immer mindeftens eine unter Wafler befindet, 
weil dann während des Anfiillens eines Ganges fein Abflug ftatthat, und wäh— 
rend des Abfluffes nicht noc) Gas von innen nachſtrömt. Es ift dann bie 
Gasmenge 9, welche ein Spiralgang durchläßt, eine beftimmte, und daher 
das Gasquantum 





zu jegen, wenn das Rad mit m Spiralgängen pr. Minute «« Umdrehungen 
macht. Bezeichnet b den Barometerftand des abftrömenden Gafes, fo ift 
b + h der Barometerftand des zuftrömenden Gafes, daher, nad) dem Ma- 
riotte'ſchen Gefege, das Luftquantum eines Spiralganges, gemeflen unter 
dem Drude außerhalb des Rades: 


nr 


und folglidy die Luftmenge, weldye zunächft beim Austritt einer Außenmlins 
dung aus dem Waller, aus dem Rade in den iibrigen Gefäßraum ftrömt, 
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h 
EEE 
Vj * 


Bei dieſem Ausſtromen wird die mechaniſche Arbeit 


A = Vp Log.nat. (* 2 ") 





frei (ſ. F. 388), welche, da wegen der Kleinheit von — annähernd 


Log. nat. — — Log.nat. (1 + :) — 


und bei der Dichtigleit y der Manometerfüllung, = (b +h)y=br ii, 
auch A — Vhy geſetzt werden Fann. 

Bon diefer Arbeit wird ein Theil auf die Umdrehungsbewegung des Rades 
verwendet, und ein Theil von der Wirbelbildung aufgezehrt. Der erftere 
Theil ift durch den Ausdrud 

A, — — vY 
in weldyem A den mittleren Manometerftand, ec die mittlere Ausfluß 
geſchwindigkeit, v die äußere Kadgefchwindigfeit und 7 die Dichtiglen 
des ausſtrömenden Gaſes bezeichnet, beſtimmt. Iſt A der auf den Rad— 
umfang reducirte Widerftand des Rades, ſowie r der Halbmeſſer defielben, 
fo hat man die von demfelben beanfpruchte Arbeit: 








15) 
A =R ‚ZU und daher zu fegen: 
(e — v)v h ar 60%. 
ee; Vyi = * R, oder da 2zr = — iſt, 
c—vh 60. R 








gb "Tnu 
und es folgt daher die dem Abftande A zwifchen den beiden Waſſerſpiegel 
entfprechende Umdrehungsgefchwindigfeit 


gb 60R 
ee Vyi nu 
fowie die Umdrehungszahl der Gasuhr pro Minute: 
— 30 609bR , 


ar Tr" Yhyı 
Annähernd fällt c -V: g Fr aus, wenn y die Dichtigkeit der Manometer 
1 


fiillung bezeichnet. Das Gasquantum pro Minute ift natürlich 
nu 


=’: 
alfo der Umdrehungszahl «u proportional, 
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Neuere Gasuhren. Anſtatt die Spivalgänge einer Gasuhr in einer Ebene $. 508 
um die Welle zu legen, kann man diefelben aud) ſchraubenförmig um diefelbe herum: 
führen, Die Art und Weife der Wirkung eines foldhen Gasmeffers ift aus den 
Durchſchnitten in I. und II, Fig. 561, zu erfehen, wo DD den Wafferfpiegel 
an der vorderen und EM den Waſſerſpiegel an der hinteren Stirnfläc)e des | 
Fig. 861 | 


[2 
— — HN URL 
nr 1 — 











— — — — — — — 





eine liegende Trommel bildenden Rades vorſtellt. Die Mündung A des 
Spiralganges AOB mündet in der Kammer an der vorderen Fläche aus 
und nimmt das zuftrömende Gas auf, die Mündung B hingegen führt das 
Gas in die Kammer an der hinteren Stivnfläcdhe, von welcher aus es mittels 
einer Röhre weiter geführt wird. In Fig. 861, I. find die verjchiedenen 
Stellungen eines Spiralganges von der vorderen Stirnflähe aus gefehen, 
abgebildet. Fig. 861, IL. dagegen ftellt verfchiedene Stellungen diefes Ganges 
von der hinteren Stirnfläche des Nades aus betrachtet, dar. Bei der durd) 
einen Pfeil angedeuteten Richtung der Umdrehung des Rades um die hori- 
zontale Are C tritt in (J. 1) die Einmündung A eben aus dem vorderen 
Waſſer heraus, während die Ausmündung B in das hintere Waffer zu treten 
beginnt; ferner find in (J. 2) und (J. 3) Gasbögen AO, AO durd) die 
Mindung A eingetreten, und e8 taucht in (I., 4) die Einmiindung A wieder 
in das Bordertvaffer, wobei nad) Aufnahme einer gewiſſen Gasmenge V das 
weitere Einftrömen von Gas durd) A aufhört. Kurz darauf gelangt aber 
die Ausmindung B wie (IL, 1) darftellt, aus dem Hinterwafler, und es 
beginnt das Ausftrömen des vorher eingenommenen Gaſes, welches bei den 
Stellungen (II., 2) und (II, 3) vollfommen im Gange ift. Bei einer neuen 
Umdrehung tritt B wieder in das Hinterwafler, wie (II., 4) darftellt, und es 
beginnt nun eine neue Aufnahme von Gas. Es wird alfo bei der einen 
Hälfte der Umdrehung von dem Spiralgange AOB ein Gasbogen AO 
(I., 4) von der größeren Brefjung d + 7 aufgenommen, und bei der zweiten 
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Hälften von demfelben in den Raum mit der Fleineren Preſſung geführt. 
Bei den Uebergange aus der größeren Prejlung in die Fleinere wird wieder 
das Arbeitsguantum A — Vhy frei, von welden ein Theil die Um: 
drehung des Rades bewirft, wie bereits im vorigen Paragraphen auge 
geben worden ift. Die allgemeine Einridytung und Thätigfeit einer jolden 
Gasuhr ift ans einer ideellen Darftellung in Fig. 862 noch befjer zu erten- 
nen. Das Gas wird zunächſt durch ein Kropfrohr A in eine Kammer BB 
geführt, weldye nur in der Mitte, um die Umdrehungsare C herum, mit dem 
Waller im Gehäufe EFG communicirt, am äußeren Umfange aber, wo die 
Spiralgänge HK und LA einmünden, luftdicht abgeſchloſſen ift. In der 
Abbildung ift dargeftellt, wie der Spiralgang HK aus BB Gas aufnimmt, 
und wie dagegen der Spiralgang LM das furz vorher aufgenommene Gas 
bei M in den oberen Raum des Gehäufes EFG führt, aus dem es durdı 
eine Röhre F' weiter geleitet wird. -Bei diefer Einrichtung der Gasuhr iſt 
das Gas in der Vorkammer durch das Waffer von dem in dem Gehäuſe 
ganz abgejperrt, und daher eine Piderung, welche durd) die Neibung viel Kraft 
verzehrt, nicht nöthig. Das andere Ende D der Are CD des Rades ift mit 
einem Schraubengewinde verjehen, wodurch dev Rädermechanismus des Zähl- 
apparates in Bewegung gefeßt wird. 
Fig. 862. fig. 863. 





Die Crosley'ſchen Gasuhren, welche eine allgemeine Verbreitung erlangt 
haben, find nad) dem im Vorſtehenden erflärten Principe conftruirt; nur find 
hier die Spiralgänge nicht röhrenförmig, jondern wirkliche Kammern mit 
jpiralförmigen Sceidewänden und durd) Ausbiegung der Stirnwände gebil- 
deten triangulären Ein- und Ausmündungscanälen. Yigur 863 tft eine per- 
jpectivifche Anficht eines ſolchen Rades bei abgenonmenem Mantel, welches 
ſich aus 4 Blechſtücken, wie Fig. 864 darftellt, zufammenfegen läßt. Man 
jieht in A,, Aa, As, A, die Ein- und in Bi, B, ... die Ausmündungen, 
jowie in Ch, Cr, C; ... die Scheidewände des um die Are DD umlaufen- 
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den Rades der Gasuhr. Im Fig. 865 ift ein Längendurchfchnitt der Gas- 
uhr mit dem Aeußeren der Trommel abgebildet; mari bemerkt bei K die Kropf- 
röhre, weldje da8 Gas in die Borfammer des Rades oder der Trommel ein- 

Fig. 864. führt, und in Z die Röhre, 
welche da8 Gas aus dem oberen 
Raume AA des Uhrgehäuſes ab- 
leitet. Das Gas ftrömt nicht 
unmittelbar aus der Gaslei— 
tung nad) A, jondern die Röhre 
E führt erft das Gas in eine 
Kammer F, und von da durch 
die Bentilöffnung © in die 
Kammer G@, von wo aus es 
durd) den oberen Theil der ver- 
ticalen Röhre MH in die Kropf: 
röhre Ä gelangt. Der äußere 
Waſſerſpiegel reicht gerade bis 
zur Einmündung der Röhre IT, 
durch welche das überſchüſſige 
Waffer nad) unten in einen 
Behälter L abgeführt wird. 
Damit auf der anderen Seite 
das Waſſer nicht zu tief finfe, 
it ein Schwimmer S ange 
bradjt, welcher das Admiſ— 
jionsventil © trägt, und dafjelbe 
verſchließt, wenn er bis auf eine 
gewifje Tiefe ſinkt. Der Gas- 
zufluß hört dann ganz auf und 
manwird dadurd) benachrichtigt, 
daß eine Nachfüllung von Waf- 
jer durch eine Mündung M in 
einer nur unten mit dem Waſ— 
jferraume in Commmmication ftehenden Sammer N nöthig ift. 

Die Abbildung in Fig. 366 (a.f.©.) führt die Gasuhr in einem vordern Durd)s 
jchnitt vor Augen, woran außer der Kammer N mit der Mündung M, vor: 
züglich das Uhrwerk U des Zählapparates, welches mittels eines Schrauben— 
gewindes an der Are der Trommel, und durch) eine ftehende Welle mit Zahn- 
rad P im Umtrieb gefegt wird, zu jehen ift. 

Ein wejentlicher Widerftand bei dem Gange der Crosley'ſchen Gas- 
uhr geht aus dem Cin- und Austritt des Waflers durch die verengten trian- 
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309 


994 Siebenter Nbjchnitt. Neuntes Gapitel. [s- 509. 


gulären Mündungen hervor. Aus dem Inhalte F einer Ein- oder Ausmün— 
dung umd der durchftrömenden Wafjermenge pr. Secunde, weldye ſich dem 
Gasquantum gleichſetzen läßt, folgt die Ein: und Austrittegejchwindigfeit 


dig. 866. 





des Waflers x, — 4 und daher der entjprechende Arbeitsverlujt pr. Se 


cunde: 
— 2 gr, 


Anmerfung. Näheres über Gasuhren it nachzulefen in Schilling’s Hand— 
buch der Steinfohlengasbeleudbtung, ferner Heeren’s Auffag: „die Einrichtung ver 
Gasuhren“ in den Mittheilungen des Gewerbevereins für das R. Hannover, Jabr: 
gang 1359. Gine neue Gasuhr ven Hanfen tft beichrieben im Journal für Gas: 
beleuchtung, 1861. 


Wirkungen unbegrenzter Flüssigkeiten. Wenn jid) ein Körper 
in einer unbegrenzten Flüſſigkeit progreffiv fortbewegt, oder wenn ein 
Körper in eine bewegte Flüſſigkeit gebradjt wird, jo erleidet derfelbe einen 
Druck, der von der Form und Größe diefes Körpers, jowie von der Dichtig- 
feit der Flüſſigkeit und von der Gefchwindigkeit der einen oder der anderen 
Maſſe abhängt, und in einem Falle Widerftand, im anderen aber Stoß 
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der Flüffigfeit genannt wird. Diefer hydrauliſche Drud entjpringt aber vor- 
züglic aus der Trägheit des Waflers, deſſen Bewegungszuftand durch das 
Zufanmentreffen mit dem feften Körper verändert wird, dann aber aud) nod) 
aus der Kraft des Zufammenhängens der Waſſertheilchen, die hierbei theil- 
weiſe von einander getrennt oder an einander verjchoben werden. Bewegt ſich 
ein Körper AC, Fig. 867, dem ftillftehenden Waſſer entgegen, jo jchiebt 
er eine gewiſſe Waflermafje mit erhöhten Drude vor fid) her. Während 
dieſe Waffermafje beim weiteren Fortrliden des Körpers auf der einen Seite 
immer mehr Zuwachs erhält, findet auf einer anderen Seite, nahe am Kör— 
per ein fteter Abfluß ftatt, indem die der Vorderfläche AB zunädjft liegenden 


Fig. 867. Fig. 868, 


⸗ 





) 
Lion) 
— 





Theilchen eine Bewegung in der Richtung dieſer Fläche annehmen. Trifft 
das bewegte Waſſer einen in Ruhe befindlichen Körper 40, Fig. 868, 
ſo erzeugt ſich vor demſelben ebenfalls ein erhöhter Waſſerdruck und macht, 
daß die Waſſertheilchen vor dem Körper von ihrer urſprünglichen Richtung 
abgelenkt werden und ſich an der Vorderfläche AB hinbewegen. Haben dieſe 
Waſſertheilchen die Grenzen der Vorderfläche erreicht, jo machen diefelben eine 
Wendung, und laufen nachher an den Seitenflächen des Körpers hin, bis fie 
an die Hinterfläche kommen, wo jie fid) nicht ſogleich wieder vereinigen, fon: 
dern zunächſt wirbelnde Bewegungen annehmen. Man fieht, daß die allge 
meinen Bewegungsverhältniffe der den Körper umgebenden Wafferelemente 
beim Stoße des bewegten Waſſers diefelben find, wie beim Widerftande eines 
im Waſſer bewegten Körpere; nur findet bei den Wirbeln eine Berfchiedenheit 
injofern ftatt, al8 bei kurzen Körpern die Wirbel im letteren Falle einen 
fleineren Raum einnehmen als im erjteren. Die Geſchwindigkeit der Wafler- 
elemente nimmt in beiden Fällen von der Mitte der Vorderfläche an nad) 
den Örenzen derfelben immer mehr und mehr zu, erreicht am Anfange der 
Seitenflädhen, wo in der Regel nod) eine Contraction eintritt, ihr Maximum, 
nimmt nun bei dem an den Seitenflächen hingehenden Wafler allmälig ab, 
und erreicht endlic, ihr Minimum bei dem Waſſer, welches die Hinterfläche 
erlangt und in wirbelnde Bewegung übergeht. 


Theorie des Stosses und Widerstandes. Der Normaldrud des $. DIL 
ruhenden oder bewegten Waſſers gegen einen in demfelben bewegten oder in 
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Ruhe befindlichen Körper ift an verjchiedenen Punkten dieſes Körpers ich 
verjchieden. . Er ift in der Mitte der Borderfläche deſſelben am größten, und 
in der Mitte der Hinterfläche und nächſtdem am Anfange der Seitenflähen 
am fleinften, weil dort mehr ein Zu⸗, hier aber mehr ein Entſtrömen des 
Waſſers in Hinficht auf den Körper jtatt hat. Iſt der Körper, wie wir in 
der Folge vorausjegen wollen, in Hinficht auf die Bewegungsrichtung ſym 
metrifch, jo heben ſich die fänmtlichen Preſſungen rechtwinkelig gegen diele 
Richtung auf, und es fommen daher nur die Prefiungen in der Bewegungs 
richtung in Betracht. Nun find aber die Preffungen auf der Hinterfläck 
des Körpers den Prefiungen auf der Vorderfläche entgegengejegt, es läft ſich 
daher der refultivende Stoß oder Widerftand des Waſſers gleid- 
jegen der Differenz zwifchen dem Drude gegen die VBorder- um 
dem gegen die Hinterfläde. 

Wenn wir aud) die Größe diefer Drücke a priori nidyt angeben können, 
jo fönnen wir doc) wegen der großen Achnlichkeit der Verhältniſſe mit dem 
Stoße ifolirter Strahlen annehmen, daß wenigftens das allgemeine Geſch 
für den Stoß des unbegrenzten Waſſers von dem für den Stoß iolirte 
Strahlen nicht abweiche. Dit alfo F der Inhalt einer Fläche, welche vor 
einem unbegrenzten Strome, deſſen Dichtigfeit Y fein möges mit der Ge— 
ſchwindigkeit © getroffen wird, jo läßt ſich der entiprechende Stoß oder budrau 
liſche Drud: 


v” 
ha — & 5 Fy 


jegen, wobei & noch eine von der Form der Fläche abhängige Erfahrungs 
zahl bezeichnet. Diefer Ausdrucd läßt ſich aber nicht nur auf die Wirkung 
gegen die VBorderfläche, ſondern auch auf die gegen die Hinterfläce anwen— 
den, nur bejteht fie hier, wo das Waſſer ein Beftreben hat, jich zu entfernen, 
in einem Zuge oder einem Negativdrude. Iſt num F’hy der hydroſtatiſch 
Drud ($. 690) gegen die Vorder: und gegen die Hinterfläche eines Körpers, 
jo folgt der Geſammtdruck gegen die Vorderfläche: 
v? 
pP =Fhy+/{ rel, 
und der gegen die Hinterfläche: 
v” 
— a il 
und es ergiebt ſich jo der reſultirende Stoß oder — des Waſſers 
P=R-B=ehtb,), Fr=t, F'Yy, 


wenn % + 5 = 8 geſetzt wird. 
Dieſe allgemeine Formel für den Stoß und Widerftand des unbe 
grenzten Waſſers findet auch ihre Anwendung auf den Stoß des Wir 


$. 511.] Bon der Kraft und dem Widerftande ıc. 997 


des umd auf den Widerftand der Yuft. Allerdings findet hier außer der 
Berichiedenheit des asrodynamiſchen Drudes an der VBorder- und Hinterfläche 
auch noch eine Berjchiedenheit des aöroftatischen Drudes ftatt, indem die Yuft 
vor der Vorderfläche bet ihrer größeren Spannung auch eine größere Dich: 


tigfeit (Y) hat, als an der Hinterflähe. Deshalb fallen wenigftens bei großen. 


Geſchwindigleiten, wie fie z. B. bei Gefchligfugeln vorkommen, die Wider: 
ftand&coefficienten der Yuft größer aus, als die des Waſſers. 
Anmerfung. Gine eigenthümliche Erſcheinung beim Stoße und Widerſtande 


unbegrenzter Mittel (Wafler oder Luft) it das Anhängen einer gewiſſen Waffer: 


oder Luftmaſſe an dem Körper, deſſen Ginfluß fich bei der ungleihformigen Be: 
wegung der Körper, wie z.B. bei Bendelfhwingungen, befonders bemerfbar macht. 
Bei einer Kugel hat die dem bewegten Körper anhängende Luft: oder Waſſermaſſe 
ein Volumen von 0,6 des Volumens der Kugel. Bei einem in der Arenrichtung 
bewegten prismatifchen Körper ift das Verhältniß diefer Volumina 
—= 0,13 + 0,705 2 i 
wo 2 die Länge und F' den Duerjchnitt des Körpers bezeichnet. Dieſe ſchon von 
du Buat aufgefundenen Verhältniſſe haben durch die neueren Beobachtungen von 
Beſſel, Sabine und Baily vollflommene Beltätigung gefunden, 





Stoss und Widerstand gegen Flächen. Der Widerſtands— 
‚2 
coefficient & oder die Zahl, womit die Geſchwindigkeitshöh * 


tipliciren iſt, um die Höhe einer den hydrauliſchen Druck meſſenden Waſſer— 
ſäule zu erhalten, iſt bei Körpern von verſchiedenen Formen ſehr verſchieden, 
und nur bei Platten, welche rechtwinkelig gegen die Bewegungsrichtung ſtehen, 
von beinahe beſtimmter Größe. Nach den Verſuchen von du Buat, und 
nach denen von Thibault läßt ſich fir den Luft- und Waſſerſtoß gegen eine 
ruhende ebene Fläche, & — 1,86 jegen, wogegen, jedoch mit weniger Sicher: 
heit, für den Widerftand der Yuft und des Waſſers gegen eine bewegte ebene 
Fläche, & — 1,25 anzunehmen fein möchte. Im beiden Fällen kommen auf 
die Vorderfläche ungefähr zwei, und auf die Hinterfläche ein Drittel der gan- 
zen Wirkung. Der Widerftand, welden die Luft einer im Kreiſe umlau— 
fenden Fläche entgegenfegt, ift von Borda, Hutton und Thibault jehr 
verschieden gefunden worden. Der Yegtere fand mitteld einer votirenden ebenen 
Fläche von 0,1 Quadratmeter Inhalt den Widerftand: 

P = 0,108 Fv?, wonad) 

29 19,62 j 

&E — 0,108: onos * 1,70 iſt. 

Dieſer Widerſtand bleibt, dieſen Verſuchen zufolge, faſt unverändert, ſo 
lange der Winkel c, um welchen die Fläche von der Bewegungsrichtung ab— 
weicht, nicht unter 45 Grad herabgeht. Bon 45 Grad an nimmt ev mit 
dem Stoßwinkel & ab, fo daß bei « = 10 Grad, & nur — 0,53 ausfällt. 


zu mul» 


998 Siebenter Abſchnift. Neuntes Gapitel. [$. 511. 


Nach den Verſuchen von Didion u. f. w. ift für den Widerjtand rotiren 
der ebener Flächen von 0,2.0,2 — 0,04 Quadratmeter Inhalt: 


2 
— (0,1002 + 0,0434v-?) - = — 1,573 + 0,681 0-3, 
wo v in Metern zu geben ift. 


An einer ebenen Fläche von 1 Duatratmeter Inhalt fand dagegen 
Didion u. ſ. w. bei einer ſenkrechten Bewegung derjelben, den Widerjtande: 
coefficienten : 


& — (0,084 + 0,036 v7). . — 1,318 + 0,565 07}, 


wogegen Thibault an foldhen Flächen von 0,1 und 0,2 Duadratmeter 
Inhalt den Coefficienten 


& = (0,1188 + 0,036 27). *— — 1,865 + 0,565 0-2 findet. 


Vorftehende Formeln gelten nur für eine gleichförmige Bewegung der 
Fläche ; erfolgt die Bewegung derfelben ungleihförmig, fo erfordern die- 
jelben noch eine Ergänzung. Aendert ſich die Geſchwindigkeit eines in einem 
widerftehenden Mittel bewegten Körper, fo wird aud) die von dem Körper 
in Bewegung gefegte, oder von demfelben mit fortgenommene Flüſſigkeits— 
maffe eine andere, und deshalb läßt ſich der Widerftand auch noch von der 
Acceleration p des Körpers abhängig darftellen. Nach den Verſuchen von 
Didion u. ſ. w. an ciner Fläche von 1 und an einer foldyen von '/, Qua— 
dratmeter Inhalt, welche in einer verticalen Linie bewegt wurde, ift der 
Widerftand : 

P = (0,0840? + 0,036 + 0,164p)F, und biernad): 
&£ — [0,084 + (0,036 + 0,164 p)v-2]- Fr 
— 1,318 + (0,565 + 2,574 p) v2. 

Uebrigens ift zu beachten, daß bei der ungleihförmigen Bewegung das 
mittlere Quadrat der Geſchwindigkeit von dem Duadrate der mittleren Ge 
ſchwindigkeit verfchieden ift. 

Stoß und Widerftand unbegrenzter Mittel werden auch erhöht, wenn 
man die Flächen aushöhlt oder am Umfange mit vorftehenden Rändern ver- 
fieht ; doch ift man hierüber zur allgemeinen Ergebnifjen noch nicht gelangt. 

An einem Fallſchirm von 1,2 Quadratmeter Duerjchnitt, 1,27 Meter 
mittlerem Durchmeſſer und 0,430 Meter Tiefe fand Didion u. f. w. bei 
einer accelerirten Bewegung, wobei die hohle Seite vorausging: 

P — (0,1630? + 0,070 + 0,142 p) F, 
wonach alfo 
& = 2,559 + (1,099 + 2,229 p) iſt. 
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Stoss und Widerstand gegen Körper. Der Stoß und Wider: 
ſtand des Waſſers gegen prismatifche Körper, deren Are mit der Bes 
wegungsrichtung zufanmenfällt, nimmt ab, wenn die Yänge der Körper eine 
größere wird. Nach den Berfuchen von du Buat und Duchemin iſt der 
Stoß von der Vorderfläche unveränderlich, und nur die Wirkung gegen die 
Hinterfläche veränderlih. Jenem entfpricht der Coefficient & — 1,186, 
fir die aber ift bei den relativen Längen 

9 3. 
Fr —0, 1, 23, 38: 


= 186; 147; 1,85; 1,33. 

Bei noch größerem Berhältuiff e zwifchen der Fänge I und der mittleren 
Breite V F des Körpers nimmt & in Folge der Reibung des Waflers an 
den Seitenflächen des Körpers wieder zu. Bei dem Widerjtande des Waj- 
ſers treten umgefehrte VBerhältniffe ein. Hier ift nad) du Buat fir die 
Wirkung gegen die a unveränderlich & — 1, fir die Geſammt— 


— — —1 2 3: 
VE — 3 

€ — 1,25; 1,28; 131; 1,33, 
fo daß alfo bei einem Brißma, welches dreimal jo lang als did ift, der Stoß 
mit dem Widerftande des Waſſers gleich groß ausfällt. 

Die von Newton, Borda, Hutton, Vince, Defaguilliers u. A. 
angeftellten Berfuche iiber den Widerftand von edigen und runden Körpern 
laſſen noch viel Unficherheit zurüid. Was die Kugeln betrifft, jo jcheint 
bei mäßigen Gefchwindigfeiten der Widerftandecoefficient für die Bewegung 
in Puft oder Wafler 0,5 bis 0,6 geſetzt werden zu können. Bei großer Ge— 
Ichwindigfeit und fir die Bewegung in der Luft ift aber nad) Robins uud 
Hutton zu fegen für die Gefchwindigfeiten 
v—=1l, 5, 25, 100, 200, 300, 400, 500, 600 Meter: 
& — 0,59; 0,63; 0,67; 0,71; 0,77; 0,88; 0,99; 1,04; 1,01. 

Duhemin und Piobert Haben befondere Formeln für das Wachſen 
diefer Widerftandscoefficienten angegeben. Nach Piobert ift der Wider: 
ftand der Geſchützkugeln in der Yuft: 

P = 0,029 (1 + 0,0023 v) Fv? Kilogranını, wonad) 
& — 0,451 (1 + 0,0023) folgt. 
Für den Stoß des Waſſers gegen eine Kugel findet Eytelwein: 
& == 07886, 
wogegen nad) den Verſuchen Piobert's u. ſ. w., angejtellt mit Gefchiig* 
fugeln von 0,10 bi8 0,22 Meter Durchmeſſer, der Widerjtand der Kugeln 
im Waſſer: 


wirkung aber bei —— 


P — 23,8 Fv? Kilogramm; und daher 
& —= 0,467 zu jegen ift. 
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Die Widerftandscoeffictenten fallen aud) bei nur zum Theil einge: 
tauchten Körpern anders aus, als bei ganz vom Waſſer umgebenen Kör 
pern. Für einen ſchwimmenden prismatifhen Körper, welcher 5 
bis 6 mal fo lang als breit ift, und in der Arenrichtung beivegt wird, fol 
& — 1,10 gefegt werden. Iſt der Körper durch; zwei Berticalebenen vorn 
zugejhärft, wie ABC, Fig. 869, jo nimmt & mit dem Zufchärfungs 
wintel ACA — 5 ab, und es ift 


180° 





84° 





für 4 — 156° | 1320 | 1080 
| 























t=| 110 0,81 | 0,59 | 0,48 | 0,45 | 0,4 





1,06 | 0,93 




















It das Hintertheil des Körpers ACB, Fig. 870, zugefchärft, und } 
der Zufchärfungswinfel, jo hat man dagegen 





450° | 


für ‚=| 1800 | 1380 | 96° 
| | | 


_ 1,10 | 1,08 | 0,98 0,95 | 0,9 





Bei zugefpigten Vorder- und Hintertheilen des ſchwimmenden Körpet 
fällt natürlid) & nod) Kleiner aus; für Flußdampfſchiffe iſt & — 0,12 4 
0,20, und für große Seedampfſchiffe & — 0,05 bi8 0,10. 

Anmerkung. Sehr ausführlih über dieſe Verbältniffe handeln Poncelet 
in feiner oben citirten Introduction, und Duch emin fowie Thibault in ihren 
Röcherches experimentales etc. Ueber den Widerſtand gegen ſchwimmendt 
Körper, namentlih gegen Schiffe, fowie au vom Stofe des Windes gegen Räte, 
wird im zweiten und dritten Theile gehandelt. 

Beifpiel. Wenn man nah Borda den Wideritand und Stoß rechtwinlelu 
gegen die Are eines Gylinders Yymal fo groß ſetzt, als den gegen ein Parallel: 
piped, welches mit ihm gleiche Dimenſionen hat, fe erhält man für den Winr 
ſtand den Goefficienten: 

=. 128 — 0,64, 
und für den Stoß, denjelben 
— 1, , 147 = 0,735. 

MWendet man nun diefe Werthe auf den menfchlichen Körper an, deſſen Tuer 
jchnitt etwa 7 Duadratfuß Inhalt hat, fo findet man für den Widerſtand un 
Stoß der Luft gegen venfelben die Werthe: 

P= 0,64 . 0,016 .7.. 0,0860? —= 0,00616 v? 


P = 0,735.0,016 . 7 . 0,086 02 — 0,00708 v2. 


und 
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Bei einer Geichwindigkeit von 5 Fuß it daher der Wideritand der Luft nur 
0,00616 . 25 — 0,154 Pfund; und die entiprechende Leiftung pr. Secunde 
— 5.0,154 = 0,77 Fußpfund; bei einer Gefchwindigfeit von 10 Fuß fällt diefer 
Mideritand fhon Amal und der Arbeitsaufwand Smal fo groß aus, und bei einer 
Geſchwindigkeit von 15 Fuß if der Widerftand das 9: und die Arbeit fogar das 
2T7fache. Bewegt fih ein Menſch mit 5 Ruß Geichwindigfeit dem Winde von 50 
Fuß Geichwindigfeit entgegen, fo hat er einen der relativen Gefchwindigfeit 50 
+5 = 55 Fuß entipredenden Wideritand 0,00708 . 552 — 21,42 Pfund zu 
überwinden, und dabei die übermäßige Arbeit von 21,42. 5 — 107,1 Fußpfund 
zu verrichten, 


Bewegung in widerstehenden Mitteln. Die Gefege der Be- 
wegung eines Körpers in widerftehenden Mitteln find nicht ſehr eins 
fach, weil man es hier mit einer veränderlichen, d. h. mit dem Quadrate der 
Geſchwindigkeit wachjenden Kraft zu thun hat. Aus der Ei P, die einen 


Körper forttreibt, und aus dem Widerftande P—E$- %Fy, welchen das 
Mittel der Bewegung entgegenfegt, folgt die ne FAR 
un 3, ir 





da aber die Maſſe des Körpers, M = - : ergiebt ſich die Beſchleuni— 
gung des Körpers: 


v? 


P—-{$-—Fy 
— Po — > v2 — — 209 
ui Fy) 1 = — — 9% 
F 
oder, wenn wir * durch — — bezeichnen, alſo — w ſetzen: 


—— 


Die größte Geſchwindigkeit, welche de der Körper annehmen kann, iſt 





Iſt die bewegende Kraft P, conſtant, jo nähert ſich die Bewegung nad) 
und nad) der Sleichförmigfeit, denn die Ucceleration p fällt immer Fleiner 
und fleiner aus, je größer v wird. 

Nun nimmt aber bei der Acceleration p die Gejchwindigfeit » in dem 
fleinen Zeittheilhen r um # — pr zu, * läßt ſich ſetzen: 


— = | — er in — gr, und umgefehrt: 


1-@] 


T 


i 
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Um nun die einer gegebenen Gefchwindigfeitsveränderung entſprechende 
Zeit zu finden, theilen wir die Differenz r„ — ©, zwiſchen der End- und 
Anfangsgefchwindigkeit in » Theile, fegen einen ſolchen Theil: 


Un — to 
— 


n 
berechnen hiernach die Geſchwindigkeiten: 
= u, x, . =u + 2x, =u% + 3x u |. w, 
und führen diefe Werthe in die Simpfon’fhe Formel ein. Auf dieſe 
Weiſe erhalten wir die gefuchte Zeit, * =. von = Theilen: 








Ver" (DaF ea (ey a) " 
— 


——y— —— 
10 ı0 } 
Es ift ferner der in einem Zeittheilchen z zurücgelegte Raumtheil ($. 19): 
6 = vr, oder da fih — : ſetzen läßt: 


u% 
u — : 
z alfo hier 


DE @ 
0= —— 


(5) ® 
w 


Durch Anwendung der Simpfon’jchen Regel finvet nıan nun den Kaum, 
welcher zurücgelegt wird, während die mer vo IN © Pe 


" @ un — u vo — 
ee P 129g (1=(=7 (2) ” (2) 


2v; BEE. 1 7 BE 


"ey ı-(Jtı-@) 


Natürlich wird die Genauigkeit größer, wenn man 6, 8 oder noch mehr 
Theile annimmt. Uebrigens geftattet diefe Formel aud) eine Berücfichtigung 
der BVeränderlichkeit des Widerftandscoefficienten, welches bei bedeutenden Ge 
ihwindigfeiten nothwendig if. Beim freien Fall der Körper im der Luft 
oder im Wafler ift P — @ das fcheinbare Gewicht des Körpers, und bei 
der Bewegung auf der Horizontalebene P = 0, oder richtiger, gleich der 
Reibung f@. Da diefe ein Widerftand ift, jo hat man fie negativ in Ned: 
nung zu bringen, weshalb hier 
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P,,=—-(P+P) ud 


2 > 
EIG 
zu jegen if. Da ferner hier nicht von einer Zus, fondern nur von einer 
Abnahme der Geſchwindigkeit die Rede ſein kann, ſo haben wir hier ſtatt 
m — Lo, do — ,. In den obigen Formeln zu ſetzen. 

In dem Falle, wenn der Körper durch eine Kraft, z. B. durch fein Ge- 
wicht getrieben wird, nähert fich die Bewegung immer mehr und mehr einer 
gleichförmigen, fo daß fie ſchon nad) einer gewiflen Zeit al8 eine ſolche an— 
gejehen werden kann, wiewohl fie es in Wahrheit nie wird. Es fällt die 


AHcceleration p = Null aus, wenn & - Fy — P,, wenn alfo 


29P 
Ya a ifl. 


Diefen Ziele nähert ſich alfo hie Geſchwindigleit eines fallenden Körpers 
immer mehr und mehr, ohne es je vollfommen zu erreichen. 

Beifpiel. Piobert, Morin und Didion fanden für einen Aallichirm, 
deſſen Tiefe 0,31 des Deffnungsdurchmeilers betrug, den Wideritandscoefficienten 
IC — 19 .1,37 = 2,66. Bon welder Höhe wird -fih hiernach ein 150 Pfd. 
fehwerer Menfh mit einem ähnlichen Ralljhirme von 10 Pfund Gewicht und 60 
Duadratfug Duerfchnitt herablafien fonnen, ohne eine größere Geichwindigfeit an- 
zunehmen, als diejenige, welche er erlangt, wenn er ohne Fallſchirm 10 Fuß hoch 
herabipringt? Die legte Geſchwindigkeit iſt — 7,906 Vı0 = 25 Ruf, ferner 
die Kraft P= G = 150 + 10 = 160 Pfr., die Klähe F’ — 60 Quadratfuß, 
die Dichtigfeit y — 0,0859 und der MWiverftandscoefficient & = 2,66, daher: 

a 60 . 0,0859 


= 5. 190 > 90515 und 


Ü- 3 — 2,66 . 0,000515 . 252 = 0,85626. 
Nehmen wir nun 6 Theile an, fo erhalten wir für biefe: 
2 
—DE 5 — 0,97621; 0,9486; 0,78593; 0,61944; 0,40537; 0,14375, 





und für 
v 
1—Ii— 7 
daher nach der Simpſon'ſchen Regel den mittleren Werth hiervon 
— (1.044. 42684 2. 9,2104 4.15,905 + 2.26,910+ 4.51 393 4 1.173,913): (3. 6) 
532,42 


— 0; 4,268; 9,210; 15,905; 26,910; 51,393 und 173,913, 


— 29,58; und hieraus den gefuchten Fallraum: 





=”. 8 
Un — Up ’ ® __ 25 — 0 = 
— — 0 a —⏑⏑ ——— — — — * 9 — 2 . 
8 7 mal Mittel von Pr 3135 29,58 3,6 Ruß 
1 — C- 7 
Die entſprechende Fallzeit iſt, da der mittlere Werth von — — 
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— (1.0 +4.1,024 + 2.1,105 + 4.1,272 + 2.1,614 + 4. 2,467 + 1.6,957):13 
— 1,747 beträgt: 


25 * 
Br 5 1,747 — 1,4 Secunden. 
Anmerfung. Für einen conitanten Widerftandscoefficienten ergiebt ſich ja 
den freien Kall durch den höheren Calcül: 


eV 








und 
— — ar (ein ı)\ _6 
De re — 1e*“ 2) 4 
m w? 
— In. ar — ) . 2g' 
wobeı 


/ F 
— V 29.7, 
e die Grundzahl des natürlichen Logarithmenfyitemes und Lu. den natürlichen 
Logarithmen bezeichnen. 


Geworfene Körper. Wir haben jchon früher die Wurfbewegung 
im Iuftleeren Raume fennen gelernt und $. 39 gefunden, daß derfelben 
Fig. 871. eine Parabel entipridyt. Yet Fönnen wir uns 
auch über diefe Bewegung in einem wider: 
ftehenden Mittel, 3. B. über die eines ab: 
geſchoſſenen Körpers in der Luft nähere Kennt: 
niß verjchaffen. 
Jedenfalls ift die Bahn eines die } Luft durch⸗ 
ſchneidenden Körpers keine Parabel wie im 
luftlerren Raume, ſondern eine unſymme— 
— u — X triſche Curve, mit einem ſchwächer auf: und 
ſtärker niederſteigenden Schenkel, wie aus Fol— 
gendem hervorgeht. Während der Heinen Zeit 7 durdjläuft der mit der 
Sefchwindigkeit » in der Richtung AT, Fig. 871, auffteigende Körper 
in Folge feiner Trägheit einen Weg 





40— =vr, 
ſowie i in Folge feiner Schwere den ſenkrechten Weg: 
ur 


vorr=h=77: 


und e8 wird der erftere Weg durd) den Widerftand & = Fy der Luft nodh 
um eine Größe vermindert, welche ſich durd) den Ausdrud 
4,2 
£— Fy 
__39 
0=—Z 











tr? 3. 
9 — 


— =637 beſtimmen laßt. 
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Sest man & ai — u, jo hat man einfad): 
09 =u — . 

Der vierte Eckpunkt R des aus OP und OR conftruirten Parallelo- 
grammes O PRQ giebt den Ort an, wo ſich der Körper am Ende der Zeit 
rt befindet, während P der Ort ift, welchen der Körper in diefem Augen— 
blide einnähme, wenn der Widerftand der Luft Null wäre. Es zieht fid) 
folglic) die Bahn A R des geworfenen Körpers unter der Parabel A P hin, 
welche der Körper im Iuftleeren Raume durchlaufen würde. 

Ebenfo find fir einen in der Richtung A 7, Fig. 872, mit der Anfangs- 
geichwindigfeit © niederfteigenden Körper die in der Zeit 7 gleichzeitig 
zurüdgelegten Wege 


AaQmur 
0P = ab 
— 9 2 un 
| r?rt? 
ee 


und es ergiebt ſich aus denfelben wieder der Ort R, welchen der Körper am 
Ende diejer Zeit einnimmt, jowie der Ort P, welchen er einnehmen witrde, 
wenn die Bewegung im fuftleeren Raume erfolgte. Es Täuft alfo auch in 
diefem Falle die Bahn AR des Körpers unter der parabolifchen Bahn AP 
hin, welche der Körper verfolgen wiirde, wenn die Puft fein widerftehendes 
Mittel wäre. 

Iſt der Neigungswinfel, unter welchem der Körper von A aus mit der 

Fia. 873. 


Sig. 872. 





Anfangsgejchwindigfeit » emporfteigt, TAX — «, fig. 873, find folglich 
die anfänglichen Coordinaten- oder Axengeſchwindigkeiten: 
t — vCOS.0& 


und 
w — vsin.d, 
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jo hat man nad) Verlauf der Heinen Zeit r für den Ort R des bemegten 
Körpers die Abſeiſſe: 


‚27? 
AM=x=Alcoa.a = (er EN ih ) c0S. & 


3 
— (1 — ker) v"TCos., 

und die Ordinate: 

MR—=y= A0sin.a — QR= (1 — er) vrsin.a — I—; 


2 








ferner die Abſeiſſengeſchwindigkeit: 
Ru = u = vcos.a — uv?tcos.a — (l — ürr) vcos.a, 
und die Ordinatengefchwindigfeit: 
Rw, = w, —=vsin.a— uv?rsin.a—gr—(l —urt)rsin.a —oar. 
Aus beiden Geichwindigkeiten folgt nun für den Neigungswinfel 7, RX, 
— a; der Bahn in R: 





tang. a, = * — fang. * 
er (1 — uvr) vcos.«' 


und die Curvengeſchwindigkeit: 


Rv=v —Vu?+tu? +o?—=V (1— uvr)?v? — 2(1 —urr)egrsin.a + gr. 

Durch wiederholte Anwendung diefer Formeln läßt ji der ganze Lauf 
der Wurflinie finden. Setzt man 3. B. in die obigen Formeln für x und y 
ftatt «und © die durch die legten Ausdrüde beftimmten Werthe für «, um 
v, ein, jo erhält man durd) diefelben die Coordinaten x, und y, eines neuen 
Punktes in Beziehung auf R u. ſ. w. 


Beifpiel. Eine maſſive gußeiſerne Kugel von 2r — 4 Zell Durcdhmefer 
werde unter dem Glevationswinfel « — 25 Grad mit der Geſchwindigleit 
v — 1000 Fuß abgejhoflen, man foll den Ort verfelben nad Berlauf ven \/,, 
0, Yıo Secunde u. ſ. w. angeben. 

Da die Dichtigfeit der Luft y = 0,0859, und die des Gußeifens y, — 4 
Pfund ift, fo hat man: 








Fy „ _ary „_ _ ‚ae 
u=54 = FETT A = = 9.6 & = 0,00041122 7, 
und daher für vo — 1000 Auf, wo ge = 09 if (ſ. 2 N 
a = 0,0003701. 


Nimmt man nun — 0,1 Secunden an, fo erhält man: 
x = (1 —.0,0003701 .1000.0,05) 100 cos. 25° = 0,9815. W,63 — 33,9% Auf, 
0,01 


y = 0,9815. 100 sin. 250 — 31,25  — — 0,9815 .42,26 — 0,156 = 41,32 Ruf 
31,25.0,1 3,125 
— 250 ’ ’ — 58 — 
tang. a, = tang.25° — T_9,03701).9008 — ol — 


— 0,46631 — 0,00358 — 0,46273, 
hiernach ift der Steigwinfel felbit: 
a, = 24050, 
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und die Gurvengeichwindigfeit: 
— V (0,9630 . 1000)? — 2.0,9630.. 1000. 31,25. 0,04226 + (3,125)? 
— V927369 — 2543 + 10 — V924836 — 961,68 Fuß. 
Nimmt man von Neuem r — 0,1 Secunde an, fo erhält man, da für v = 962 
Ruß, TC = 0,88 und folglib u —= 0,88.0,00041122 — 0,0003619 zu jegen if: 
2, = (1 — 0,0003619. 961,7 . 0,05). 96,17 . cos. 240 50’ 
— 0,9825 . 96,17 ..0,9075 — 85,75 Fuß, 
Y, —= 0,9825 ..%,17 . sin. 24050’ — 0,156 — 39,53, 





ferner: 
3,125 
— 0 Ma en a a 
bang. nz = bang. 450 — 5u555.96,17.c08.2°00 
— 0,46277 — 0,00371 — 0,15906, 
hiernad: 


a, — 24939 und 
v, — V(0,9652 .961,7)? - 2.0,9652 . 961,7 .31,25 . 0,04200 + (3,125)? 
— Vs615% — 2347 + 10 — V 859163 — 926,92 Fuf. 
Nochmals r — 0,1 Secunde angenommen und v — 927 Fuß entſprechend, 
I = 0,37 gelegt, folgt: 
u — 0,87 .0,00041122 — 0,0003578, 





und daber: 
2, = (1 — 0,0003578 .926,9. 0,05). 92,69. cos. 24° 39' —= 0,9834 . 92,69..0,9089 
— 82,85 Fuß, fowie 
Y, — 0,9834 . 92,69 sin. 24039’ — 0,156 —= 37,86 Fuß. 
Es iſt hiernach der Ort des abgeichoflenen Körpers nah 0,3 Secunden in Hin: 
fiht auf den Anfangspunft durd die Goordinaten 
z +2 + 2 = 895 + 85,75 + 82,85 = 257,55 Fuß und 
y-+ Yyı + 4% = 4132 + 39,53 + 37,86 = 118,71 Fuß beitimmt. 
Ohne Luftwiderftand und ohne Schwere wäre 
z+ 2, + 2, =ctcos. «= 1000.0,3. cos. 250 — 300 . 0,9063 — 271,89 Fuß, 
fowie: 
y+Yy + % = etsin.a = 300.sin.250 — 300. 0,4226 — 126,78 Fuß, 
und bloß ohne Rüdfiht auf den Widerfland der Luft: 
+ x, + x, = 271,89 Buß, fowie 
vtyty 1878 — * — 126,78 — 31,25. — 1%6,78 — 141 


— 125,37 Fuß. 





Anbang. 


Die Theorie der Schwingungen. 


Schwingungstheorie. Ein Körper hat eine ſchwingende Bewe— 
gung (franz. mouvement oscillatoire; engl. oscillatory motion) oder ift 
in Schwingung (franz. und engl. oscillation), wenn er wiederholt in glei- 
chen Zeiten denfelben Weg hin- und zurüdlänft. Die Natur bietet ums 
außer der Bewegung eines Pendels noch viele andere Schwingungsbewegungen 
dar. Die vorzüglichſte Urſache einer joldhen Bewegung ift eine Kraft, welche den 
ſchwingenden Körper nad) einem und demfelben Punkte hinzieht oder hin- 
treibt. So ift e8 3. B. die Schwerkraft, welche ein Pendel im ſchwingende 
Bewegung jegt. Wenn ein vorher in Ruhe befindlicher Körper ungeftört 
der Kraft folgen kann, welche denjelben nad) einem gewifien Punkte hintreibt, 
jo erfolgt die Schwingung deſſelben in einer geraden Yinie; außerdem aber 
nimmt ev Schwingungen in einer Curve an, wie 3. B. ein Pendel, wo die 
Wirkung der Schwerkraft durd) die Verbindung des Körpers mit einem feften 
Punkte fortwährend geftört wird. Ebenſo erfolgen oft Schwingungen in 
frummen Yinien, wenn die Anfangsgejchwindigfeit de8 bewegten Körpers eine 
andere Richtung Hat als die Kraft. 

Der einfachjte und am häufigsten vorkommende Fall ift der, wenn die Kraft 
der Entfernung von einem gewiffen Bunfte C proportional ift. 


Fig. 874. Es ſei A, Fig. 874, der Anfangspunft 

der Bewegung, C der Sig der Kraft, 

_ — d. i. der Ort des Körpers, wo die Kraft 

* | RK Null ift, und M der veränderliche Ort 

N | des Körpers. Bezeichnen wir nun den 

/ \ \ \ Abftand CM durch = und bedeutet u 
ANGE AB eine conftante Erfahrungszahl, jo können 


wir die Acceleration des Körpers in M, 
p=uz 
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jegen, und erhalten ſonach für die Gefchwindigfeit & des Körpers (ſ. $. 20, III.), 
da x um MN — Or abnimmt, wenn der Weg AM um ebenfoviel wächſt, 


2 
„= — [po = — u 202 = — = + Om. 


Nun ift aber in A, » — 0 und x eine beftimmte Größe CA — a, 
daher hat man: 


2 
0 — — = + Con., und 


v? = u (a? — x) 
alfo die Geſchwindigkeit jelbft, 
v = Vu (a? — 22). 


Kommt der Körper in C an, ift alfo x == 0, fo wird v ein Marimum, 


und zwar: 
vc(= Vua? = a Vu. 

Jenſeits von C nimmt © wieder -allmälig ab, und ift die Entfernung x 
von C, OB — — a, fo fällt wieder — O aus, und es kehrt nachher 
der Körper mit wachjender Gefchwindigfeit nach C zurüd. Diefe rückgängige 
Bewegung erfolgt genau nad) demjelben Geſetze, wie die hingehende; es ift in 
C, »— — c und in A, »— 0. Auf diefe Weije wiederholt fich die 
Bewegung ohne Ende in dem Raume AB — 2a, die man deshalb die 
doppelte Schwingungsmweite (franz. amplitude des oscillations; engl. 
amplitude of oscillations) nennt. 


Die Zeit, während weldjyer der jchwingende Körper einen gewiffen Weg ($. 2) 
AM = x, fig. 875, zurücklegt, läßt fich, wie folgt, beftimmen. Wird in 


dem Zeitelemente Ot das Wegelement MN —= dx, — — dx zurüdgelegt, 
jo hat man nad) ($. 20, I.): 
02 — vdt,d.i. 0er — — Vu (ar — m?) dt; 
und daher umgekehrt: 
ot = — ——— 
Vuc(a — *) 


Beichreiben wir iiber AB mit dem Halbmefir CA —= CB a einen 


Kreis ADB, fo erjcheint in demſelben Va? — x? als Ordinate MO — y, 
und es iſt daher: 
0x 
dot — — 
Va.y 
Segen wir ferner den der Abfciffe CM — x entſprechenden Bogen 
DO— s, und das Element O0 Q deflelben — — Os, fo giebt uns die 
Aehnlichfeit gewifier Dreiede OQR und OCM, in welhen OR— — Or, 
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09= —-6, MO — Jund 0C= a if, die Proportion: 
Riga. 875. Ö 
Fig * 0% = y — 
— — c 8 
—V J 
| N 0x — 2. und es folgt ſonach 





/ x 9 fe „ 

f N PS * 

| | J ot= — —, ſowie 
en Va.a 


8 
4 — — — Con. 
— — 


Nun iſt aber für den Anfangspunkt A, — 0 und s der Quadram 
DA — aa, daher hat man: 


(= — 





1/, PART, 


— + (Con. 
Vu „a 


und die Schwingungsdauer oder die Zeit, innerhalb welder A nad A 
fommt: 





ERW... vB 2 
re a Vua Vu E-2) 
Fir die halbe Schwingungsdauer, d. i. fir die Zeit, innerhalb wel- 
cher der Körper nad) dem Ruhe- oder Mittelpunft C Fonımt, ift s= 0, daher. 


—— 
2 Vu 
ferner die Zeit einer ganzen Schwingung oder zum Durdjlaufen det 
Weges AB — 2a, 





— 
Vu 

endlich die Zeit, innerhalb weldyer der Körper nad) A zurückkehrt, iſt: 
2 7 


t — — * 
u 
Eben fo groß ift aud) die Schwingungsdauer, oder die Zeit zum Durd> 
laufen eines Weges 2 AB — 4a, wenn diefelbe an einem anderen Orte 
M zu zählen angefangen wird; denn die Zeit für den Weg MB hin um 
zurück iſt 
Bogen OB 
— Vu.a ' 


und die fiir den Weg M A hin * zurück: 


2 * 


folglich die Zeit fiir den Weg 2MB + 2 MA, 
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aVu a aVu Va 
Es hängt aljo die Schwingungsdauer gar nicht von der Amplitude ab. 
Gehen wir von dem Ruhepunkte C aus, jo fünnen wir einfacher die Zeit, 
welche der Elongation CE M — x entſpricht, feßen 


— 8 
Va.a 


j 2\: 
oder, da Ss — aarec. (sin — 2) iſt: 
a 





1 
t = —= are. (sin — 7), und um efehrt: 


z = asin.(t Vu), 
fowie: i 
== VuVa® — a? [sin. (t Vu): = Va. a Vı — [sin. (t Vu)]’ 
— Vu.acos.(tVu). 
Anmerfung. Die voritehende Schwingungstheorie läßt ſich fogar auf das 


Kreispendel CM, Kia. 876, anwenden, wenn man Fleine Schwingungsbögen vor: 
ausfegt. Es ift die Befchleunigung des im Bogen 


Kig. 876. AM B ſchwingenden Punktes an der Stelle A: 
C aaa ın _ D4 
N pP=9sn.ACD= Ta» 


werden fann: 
4 ER ‚_ MA 
i \ PDA 


Al — —>B Bezeichnet man nun (A mi r und MA mit «, 
jo erhält man: 


ge 
pP = — 
und daher durch Vergleichung mit der Formel p = ur des vorigen Paragraphen: 


— 
Fe 


i | \ oder da bei Fleinen Glongationen DA = MA gelegt 
| 


Folglich ift die Schwingungszeit: 


71 r 
— — zn — (veral. $. 321). 
V [7 9 


Längenschwingungen. “Die vorzüglichſte Urſache ſchwingender Bewe- ($. 3 


gungen iſt die Elaſtieität der Körper. Den einfachſten Fall bietet ein 

Faden oder eine Stange (Draht) O C, Fig. 877 (a. f. S.), dar, wenn derſelbe durch 

ein Gewicht G geipannt wird. Führt man diefes Gewicht von dem Ruhe: 

punfte C in der Arenrichtung des Fadens um einen Weg CA — a fort, 

und itberläßt man es nun fic) jelbft, fo wird e8 in folge der Eflafticität des 
64” 
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Fadens wieder bi8 C gehoben, kommt dafelbft mit einer gewifien Gejcdwin 
digfeit c an, umd fteigt durch feine lebendige Kraft bis zu einem Puntte B, 
Fig. 877. von wo aus es wieder zurüdfällt u. ſ. w. In dem Kube 


— 
punfte wird das Gewicht G von der Elaſticität 7 FE 


(1. 8. 204) der Stange aufgehoben, es iſt folglich hier die 
bewegende Kraft: 


P=7FE—-G=0,ı05 FE= 6. 


Iſt aber das Gewicht in einem tieferen Punfte N, 
welcher um.C N —= x von C abfteht, jo fällt die beme 








gende Kraft 

p—!t2 75 -6=&FrE+% FE—-6 
j _FE_ 

— 





3 aus, und befindet e8 fid) in einem höheren Punkte Q, io 
Aa) ift dieſe Kraft: 

1 — __ FE 
ee. 

Vernachläſſigen wir die Mafje der — ſo iſt — die Acceleration, 


mit welcher ſich das Gewicht GE nad) C zurücbewegt : 





P FE 
P=79= GT 9%, und daher: 
FEg 
=‘ 


wenn p — ux gejegt wird, F den Duerfchnitt, 7 die Yänge und E den 
Elafticitätsmodul der Stange bezeichnen. Da diefes Gefeg mit dem im den 
vorigen Paragraphen behandelten Fall übereinftimmt, jo haben wir auch 
hier die Schwingungszeit: 


— var BEA RL 

= Va "VFEg VsYFE 
Setzt man jtatt F das Gewicht G, — Fly der Stange und jtatt E 
den Clafticitätsmodul Z — = nad) Yänge (ſ. $. 204, Anmerf. 1) ein, io 


erhält man auch: 
al — 
Vs 


Wenn man umgelehrt, die BL lee t beobadıtet, jo kann man die 
Elaſticitätsmodeln berechnen, indem man feßt: 
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x? Gl a’ G 
— 7 oder L= gt? a 

Diefe Formeln gelten aud) dann, wenn die Schwingung der Stange nur 
durch bloßes Anhängen des Gewichtes (in B) hervorgebracht wird; es ift hier 
die Amplitude zur beiden Seiten von C: 

G 
aim FE J 
wogegen wir oben a < A angenommen haben. 

Beifpiel. Wenn cin Gifendraht von 20 Fuß Länge und 0,1 Zoll Dice 
burch ein Gewiht G — 100 Pfund in Längenfhwingungen verfegt wird, deren 
Zeitdauer 1, Secunde if, fo hat man = Y,." und den GClaſticitätsmodul 
defielben: 

100. 20. 4 


E — 0,082 .n2.18?. — — — 0,032 .8000 . 182 
(0,12. 
— 25600 .324 rm — 26’000000 Pfund. 


Die vorftehenden Formeln laſſen ſich auch anwenden, wenn das Gewicht ($. 4) 
G zufammendrüdend auf eine fteife prismatifche Stange wirft. Ebenſo 
finden diefelben nod) ihre Anwendung, wenn das an das untere Stangenende 
angehängte Gewicht gleich anfangs mit einer gegebenen Gefchwindigfeit 
v niedergeht. Nach dem Principe der mechanischen Arbeiten ift in diefem 
alle fir die Fallhöhe Ak von G: 





„2 | 
Gh-+ G —— — h?, daher: 
) + 2Gı “@ 
En 7 VE FE 29° 


Nach Durchlaufung diefes Weges 2) dag — @ feine Geſchwindigkeit 
verloren und fteigt num in Folge der Elafticität bis A zurück, wo es wieder mit 
der Geſchwindigkeit v ankommt. Endlich aber erhebt es fid) in Folge feiner 


febendigen Kraft G —, indem es die Stange comprimirt, noch um eine 
29 


Höhe h,, ehe es wieder zurlickkehrt und eine neue Schwingung beginnt. Für 
dieſe zweite Höhe hr 


G ——=Gh +7 — und daher: 


n AV Ferm — — 
Er FE 29 


Durd) Addition von - ee h, erhält man nun die ganze Schwingungs- 
amplitude: 


— »\/ (ay,2cı® Eid 
BET nT (75 FE 29' 
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und daher die einfache — 


V ey 2 ze I" 
mn FE 239 


Da auch hier p — FR 9x2 — ur it, fo hat man wie oben, die Zeit 


einer Schwingung: 
a 
—— 

Nenn die Anfangsgeſchwindigkeit v des — @, durch ein nieder— 
fallendes Gewicht G erzeugt wird, jo hat man es mit dem in 8. 348 
abgehandelten Falle (Fig. 878) zu thun. Yaflen wir das Gewicht G mit der 
Geſchwindigkeit ce aufichlagen, und jegen wir einen unelaftifchen 
Stoß voraus, jo haben wir die Anfangegefhwindigfeit von 
G G: 


Fig. 878. 





— 
6+G' 
daher die größte Schwingungselongation : 
\/ (| + G)11? 21 c? 
a— \/ — 4 — 755 oO; 
FE / ((r 4 (r,) FE 29 


und die m 
ER yc3 + G)1 
— 


Die Elemente der Stange — an den Schwingungen 
von Gr oder (7 + (7 ebenfalls Antheil, nur iſt die Amplitude um 
fo Heiner, je näher das Clement dem Aufhängepunfte liegt. Fir ein Element C,. 
Fig. 877, im Abftande O C, — x vom Aufhängepunfte ift die Amplitude: 





wogegen die Schwingungszeit, da diefe gar nicht von y oder a abhängt, 
diefelbe ift wie fir @. Es ſchwingen alſo alle Elemente der Stange in von 
U nad) O ftetig abnehmenden Amplituden ifochron. 


8.5  Querschwingungen. Auch die Biegungs- ſowie die Torfions: 
elajticität bietet Gelegenheiten zu ſolchen Schwingungen dar, wie wir im 
Borhergehenden kennen gelernt haben. Fiir eine an einem Ende O feſt— 
gehaltene und am anderen Ende C durch ein Gewicht GE gefpannte Stange 
oder Feder O C (Fig. 879) haben wir nad) $. 217 die Einbiegung : 

P3 


EEE Al 
7 WE 
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gefunden; es folgt daher umgekehrt, die Kraft P, mit welcher die Stange 
gebogen iſt, 
Fig. 879. 3WEa 
Fa — — 
Wird nun dieſe Kraft durch ein 
angehängtes Gewicht G erſetzt, und 
aım CA=CB=x ve 
4 größert oder verkleinert, fo hat 
34 man die Kraft, mit welcher das 
Stangenende nad) der Ruhelage durch die Glafticität der Stange zurüd- 
getrieben wird: 
3WE(a+ 2) 





3WE(a+2) 3WE 3WE 





P= 7 — (= aaa Dee: a — E x; 
daher die Acceleration, wenn wir bloß die Maſſe von G in Betracht ziehen: 
* ’E 
= = 9 — A 9x, und, da hiernad) p — ur zu feßen ift: 
(r Ge 
.3WE 
erg 


Die Proportionalität zwifchen p und x geftattet die Anwendung der For— 
mel in 8. 2 (Anhang), weshalb nun die Schwingungszeit 


a ER V G12 
— Vu Vo 3WE 
folgt. 


Fir eine an beiden Enden frei aufliegende und in der Mitte C mit einem 
Gewichte @ belaftete Stange H O, Fig. 880, ift nad) $. 217: 





ig. 880. — Pl 
"48 WE 
Schwingungsdauer: 
a — x \/ @% 
A A — 
V» Y #8WE 


Bei Berückſichtigung des Stangengewichtes G, hat man im erjten Falle, 
Fig. 879, ftatt @, @ Gi, und im zweiten Falle, Fig. 880, ftatt, 
G,@ + 1/2 6 einzufegen. 

Aus der beobachteten Schwingungszeit t, läßt fi) nun der Elafticitäte- 
modul berecjnen, und zwar fiir den erften Fall, mittel der Formel 


E — (= ) en L 1); a) 13, 
34 W 


oder, wenn n — * die Anzahl der Doppelſchwingungen pro Secunde 


bezeichnet, 
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s/@ + !Yı ) 
— 3 
E= (an) 34 W 13, 


Beifpiel. Gin Fichtenhelzftab von 1 Gentimeter Breite und Höhe wurde in 
zwei von einander 100 Gentimeter abitebenden Punften unterftügt, und in ver 
Mitte von dem Gewichte G — 1,37 Kilogramm, um a — 3,2 Gentimeter niewer: 
gezogen. Deshalb ift hiernach der Glafticitätsmodul des Fichtenhelzes: 

P33 1,57 . 1000000 ; 
E= Bw er — 35, = 107031 Kilogramm, 
während in der Tabelle auf Seite 370, E — 110000 Kilogramm angegeben mırt. 

Kerner wurde biefer Stab an einem Ende eingeflemmt, am anderen Ente mit 
dem Gewichte G6 — 0,51 belaftet und in Schwingungen verfegt, wobei die Anzahl 
der Schwingungen in 35 Secunden, — 100 ausfiel. Das Gewicht des Stabes 
war G, — 0,044 Kilogramm, folglich it @ + Y,G, = 0,321 Kilogramm, unt 


— (= ) (Fr) = (2) 321000 





39 W 0,35 /  91.%3 
— 80,57 - an — 105260 Kilogramm, 


alfo nahe gleich dem durch die Biegungsverfuche gefundenen Werthe von E. 


8.6 Torsionsschwingungen. Die formel t — Vz findet endlich auch 


bei dem Torjionspendel (franz. balance de torsion; engl. torsion-rod), 
d. i. bei einem Faden oder einer Stange DO, ig. 881, ftatt, welche ver- 
möge ihrer Torfion um ihre eigene Are ſchwingt. In der Regel verfieht man 
fig. 881. diefes Pendel mit einem belafteten Quet— 
| arme CC}, mittel8 deſſen die anfänglıde 
Drehung des Fadens hervorgebracht wird, 
indem man diefen Arm aus der Ruhelage 
CC, in die Tage AA, bringt. Die Tor- 
fion dreht dann den Arm nad) CC, zw 
vüd, und vermöge der Trägheit geht der: 
jelbe aud) nod) weiter bi8 B.B,, von wo 
aus ev nah CC, und AA, u..w. zur 
rückkehrt. Wir haben oben ($. 262) das 
Torfionsmoment eines prismatiſchen 
Körpers 
Pi= a —* 
gefunden; und willen hiernach, daß daſſelbe umgekehrt wie die Lange 
OD=! v8 Stabes und direct wie der Torſionswinkel MDC — « 


wächſt; iſt nun @%2 das Trägheitgmoment des Armes CDC,, folglich 
k?G,. e 
— die auf die Armenden C und C, veducirte träge Maſſe A deſſelben, 


ſo folgt die Acceleration dieſer Punkte: 
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PT 7 la 49—62 
Bezeichnen wir noch den Bogen CM «wa, welcher der Armlänge 


DA — DC= a und dem veränderlichen Elongationswinkel CDM = « 
entjpricht, durch x, jo erhalten wir den Ausdruck: 


WUg — 
5 und können wieder p — ux ſetzen, alſo: 
WCog 
P= Tal annehmen. 


Es iſt folglich audy die Schwingungsdauer, der Schwingungsbogen 
ACB= A, C, B, mag groß oder Hein fein: 
7 x \/erı 
Vu Vs? wc 








Umgefehrt folgt 
2 
We= I ar, 
gt: 
und daher das Torſionsmoment 


2 
Pa=-_-.a@k:. 
ge 
Anmerkung. Vorftehende Formeln für die Schwingungen, welche durch die 
Glaftieität fefter Körper hervorgebracht werden, gelten natürlich nur fo lange, als 
mit den Schwingungselongationen die Glaftieitätsgrenge nicht erreicht wird. Bei 
allen Majchinentheilen find die Schwingungen möglichit zu vermeiden, weil das 
Arbeitsquantum, welches auf diefelben verwendet wird, für die Mafchinen verloren 
geht; deshalb find diefe Theile höchſt forgfältig mit einander zu verbinden, und es 
ift zumal ein fogenannter tauber Gang zu vermeiden, der zu Stößen und Schwin- 
gungen Beranlaffung giebt. 


Fig. 882. Dichtigkeit der Erde. Die Theorie des S. 


Torfionspendels findet ihre unmittelbare Ans 
wendung bei der Beftimmung der mittleren 
Dichtigkeit oder des fpecififchen Gewichtes € 
unferer Erde. Nähert man dem einen Gewichte 
(+ am Armende ADA,, Fig. 832, eines Tor: 
ſionspendels eine fchwere Kugel K, fo rüdt 
dafjelbe in Folge der Anziehung um einen Weg 
AM — x näher; e8 fett ſich in diefem neuen 
Orte M von @ die Anziehungskraft R von X 
mit der Torfionsfraft P ins Gleichgewicht, und 
es läßt fid) daher aud) die eine durch die andere 
beftimmen. Laffen wir nun nad) Entfernung 
der Kugel K das Torfionspendel ſchwingen, fo 





- 
d 
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können wir die Schwingungsdauer deſſelben ermitteln und hieraus die Torſions— 
fraft berechnen. Nach dem vorigen Paragraphen ift die Schwingungsdauer 
ER ER 2 Torfionstraft — 
Vu x — — Maffe des Pendel Gr? 
wenn 64? das TrägheitSmoment und a die Armlänge des Pendels bezeichnen; 
daher hat man umgekehrt, die Torſions- oder Anziehungskraft: 
GkEp _uGkn a: Gkr am? Gk?a 











a = er r —) oe ) 
ga? ga? gr a? gt? a 
und das dem Prehungswinfel c entiprechende Torſiousmoment: 
2 
Pıo=- —ack?, 
gt? 


Wenn num die Anziehungsfräfte der Körper wie die Maſſen berjelben 
und umgefehrt wie die Quadrate der Entfernungen wachien (ſ. 8. 302, 
Beiſpiel 3), fo fünnen wir die von K hervorgebradhte Anziehungstraft 
mit dem der Anziehungskraft der Erde entſprechenden Gewichte Q des Heinen 
Körpers an der Torfionswage wie folgt vergleichen : 

2. ei 

0 E:r 
wober s die Entfernung M K der ie r beider Maflen @ und K 
von einander, r den Halbmeſſer der Erde und EZ das Gewicht derjelben 
bezeichnen. Wir erhalten uun das’ legtere: 








__ KQr? 
Ps’ 
und wenn wir ftatt A t/, m rd.&y fegen, die mittlere Dichtigkeit der Erde: 
3 E 3Kor 3KQ 3KQ gta 
== = =. — — 
nr? AnPrs 4a Prs? 4nrs? a? Gktı 


oder, wenn wir ftatt * die Länge 7 des Secundenpendels (ſ. $. 323) ein 


führen: 
— 3Klt! Qua? 
— 4nrası GR 
und daher das mittlere ſpecifiſche Gewicht der Erde: 
_ 3KlER Qa? 
 4nras? GRey 
Setzt man annähernd Fk? — Qa}?, fo erhält man einfacher: 
Kt 
zrıs?y 
Mittelö des einfachen Torfionspendel® oder der fogenannten Coulomb'- 
hen Drehwage fand zuerft Gavendifh: & — 5,48; 
oder nah Hutt on's Reviſion: & — 5,32; 





rı — — 


rn Bf 
€ =’ 
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ſpäter bei Zuhiilfenahme des Gauß-Poggendorff'ſchen Spiegelapparates, 
Reid: & = 5,43, 
dagegen Baily, durch Verjuche in größerem Maßjtabe: & — 5,675. 

Dei Wiederholung der Verfuche wurde von Reich: & — 5,583 
gefunden. (S. „Neue Verfuche mit der Drehwage, Yeipzig 1852.“) Es ift 
hiernach die mittlere Dichtigkeit der Erde ungefähr gleich der Dichtigfeit des 
Eifenglanzed. — 

Anmerkung. Ueber die Ausführung der Verfuche zur Beitimmung der Dich- 
tigfeit der Erde it nachzuſehen: Gehler's phyfifal. Wörterbuch, Bd. III.; ferner 
die Abhandlung von Reich „Verſuche über vie mittlere Dichtigfeit der Erde, 


Kreiberg 1838,” und die von Baily, Experiments with the torsion rod for 
determining the mean density of the Earth, London 1843. 


Magnetnadel. Die Torjionswage wird aud) angewandt, um bie 8. 


Directionstraft oder das Drehungsmoment eined Magneten oder einer 
Magnetnadel (franz. aiguille aimantee; engl. magnetic-needle) zu fin— 
den. Erfegen wir den Querarm einer ſolchen Wage durch eine Magnet- 
nadel oder einen Magnetitab MDM,, Fig. 883, To ftellt fich derjelbe fo, 
Fig. 883. daß jeine Directionsfraft von der Torſionskraft aufgeho- 

ben wird. Weicht der unmagnetifche Arın in der Ruhe— 
lage A A, um den Winfel ADN — « vom magneti- 
chen Meridiane NS ab, und ftellt ſich der Magnetſtab 
AM, fo, daß feine Are um den Winfel MDN — 6 
von dem Meridiane N S abjteht, jo haben wir denjenigen 
Componenten R, der parallel NS wirkenden Directions- 
fraft ZR, welcher die Umdrehung der Nadel bewirft und 
von der Torjionsfraft aufgehoben wird: AR, — Rsin.d. 

Die Torſionskraft P ift hingegen dem Torſionswinkel 
MDA —= « — ô proportional, läßt ſich daher 

P=P, (e — 9) 
fegen ; man hat daher: Rsin.d — P, (@ — Ö), ımd folglich): 
_ fe — - (2) p 
R = ( —— 06 Fi 

wenn die Declination oder der Ablenfungswintel 5 Hein ift. 

Nun läßt fic nach) dem vorigen Paragraphen die Torjionsfraft P mittels 
der Formel 
n? Gk?x an? Gka(e —d) a’ Gki(a — b) 


— 
— — — — — — 











Tee a gr a? gt? a 
ausdrüden, daher kann man aus der Schwingungsdauer t u. f. w. des 
unmagnetischen Torfionspendel® auch die Directionsfraft des Magnetjtabes 
durch die Formel 


DM 


AR 
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— 60 — 
R— ( *) — pP @a—ö na’ Gk 


a 9 ge MA 





berechnen. 

Das Moment diefer Kraft ift bei der Declination MDN — Ö ba 
Nadel, wenn wir annehmen, daß diefelbe ihren Sig in dem Abftande 
DM = a von der Drehungsare habe: 

R,a = Rasin. d annähernd, bei fleiner Declinatton 


j a? A 
—Radö=(e — en 


Dieſes Moment (Ra sin. d) ift für sin.d — 1, d. h. wenn die Magnet: 
nadel rechtwinfelig gegen die Magnetrichtung fteht, am größten, und zwar 
— Ra, und dagegen für d — 0, d. h. wenn die Are der Magnetnadel in 
den magnetifchen Meridian fällt, am Hleinften, nämlich — Null. 


Magnetismus. Da die Directionsfraft R der Magnetnadel feinen 
Drud auf die Drehare verurfacht, alfo die Nadel Fein Beitreben zum Fort: 
ſchreiten, ſondern nur ein Beftreben zur Drehung hat, wenn fie außerhalb 
des magnetischen Mertdians jteht, fo folgt, daß die ganze Wirfung des Erb 


R R _. 
magnetismus auf einen Magnet aus einem Kräftepaare 775 mt dem 


größten Momente Ra beftehen müſſe. Da ſich ferner jedes Kräftepaar 
=, — 3 durch unendlich viele andere Paare . — =), — =) 
u. f. w erjegen läßt, deren Momente Ra, Rıa,, R,az u. f. w. alle ein 
ander gleid) find, fo folgt, daß weder AR nod) a, alfo weder die Direction® 
fraft noch ihr Angriffspunft, fondern nur ihr Moment Ra beftimmt ift. 
Diefes Drehungsmonent Ra ift itberdies noch von zwei Factoren u 
und S, wovon u, dem Erd» und S dem Stab» oder Nadelmagnetismus 
entfpricht, abhängig, weshalb wir 
R = u, Sund Ra = u, Sa 

fegen fünnen. Was endlich noch; das Maß u, des Erdmagnetismus an- 
langt, fo ift diefes bei einer horizontalfchwingenden Nadel, wie wir feither 
angenommen haben, nur der horizontale Component der Intenfität u des 
ganzen Erdmagnetismus, denn der verticale Component us wird durch die 
Unterftügung oder Aufhängung der Nadel aufgehoben. It ı die Incli— 
nation oder die Abweichung der magnetischen Erdare von dem Horizonte, jo 
haben wir den horizontalen Componenten: 

u == Wcos. 1, 
dagegen ben verticalen: 

Hy = usin.t, 
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und endlid, da8 Drehungsmoment einer Magnetnadel: 
Rasin.d — ucos.ı.Sasin.d, 

alfo den größten Werth deſſelben: 
Ra = uSacos.ı. 


Schwingungen einer Magnetnadel. Man kann aud das Dre- $. 10 
hungsmoment einer Magnetnadel aus der Schhwingungszeit derjelben felbft 
berechnen. Bringt man die aufgehängte Magnetnadel MD Mı, ig. 884, aus 
ihrer durd) das Gleichgewicht zwiichen der Torſions- und der Magnetkraft 

Fig. 884. bedingten Ruhelage, jo daß fie von diefer um den 

Heinen Wintel MDC — @ abweicht, jo nimmt ent- 
weder die magnetijche Directionsfraft AR um Rp zu 
und die Torjionskfraft um P, ab, oder es tritt das 
Umgefehrte ein, in jedem Falle erwächſt alfo aus bei» 
den eine Kraft: 

(R-+ Pı)», 
oder ein Moment: 

(R+P)gya=(R+P)z=, 
welches den Magneten nad) der Ruhelage zurlidtreibt. 
It nun G k? das Trägheismoment der Nadel, fo haben 
wir folglich die Beſchleunigung, welche diefer Kraft entipricht: 

R P,)ax 

und jegen wir diefelbe — u x, jo erhalten wir: 


_ — 
86 GR )°9% 


ſowie die Schwingungsdauer: 


A 


cy 


iz 





— — GR? 
Vu (R + P,) ag 


— ——— 
J Vo (R + Pı) «@ 


ö 
oder, wenn v das DVerhältnig = = der Torjionsfraft zur magne= 
tifchen Kraft bezeichnet: 


BT 


n 
es Va + v)Ra 


Hat man £ durd) Beobachtungen gefunden, jo kann man hiernad) ums» 
gekehrt, da8 magnetische Umdrehungsmoment finden, e8 ift nämlid)- 
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den magnetischen Meridian, jo kann man » vernachläjfigen umd 
z \/a@x 


— — 
Vo Ra 


‚ Jowie 


a? z 
Ra = ZB G k? jegen. 


Noch können wir ftatt Aa den oben angegebenen Werth einführen un 
daher das Drehungsmoment durch die Formel 


2 
uSacos.ı — * -Gk? ausdrucken. 


Für eine im magnetiſchen Meridiane ſchwingende Inclinationsnadel 
iſt dagegen: 
gr? 
— ?.4— 
uSa = 7 Gk 
und für eine Nadel, deren Umdrehungsare in dem magnetischen Meridian 
liegt, die jid) daher ſelbſt vertical zu ftellen ſucht: 


7 
uSasin.ı — —- 
gt? 


a? . 
Die Formel u Sacos.ı — — G k? giebt uns in u Sa cos. ı ein fir 
4 


duet von vier Yactoren; da fich aber die Inclination ı durdy Beobachtungen 
an einer Magnetnadel beftimmen und fid) Sa auf eine beftimmte ek 
nicht in feine Yactoren zerlegen läßt, fo bleibt nur eine Zerlegung de 
befannten Productes u Sa in die Factoren u und Sa zu vollziehen übrig 
Wie ſich diefe Zerlegung mittels Declinationsbeobachtungen ermöglichen lät, 
wird aus Folgendem hervorgehen. 


Magnetische Anziehungsgesetze. Die Kräfte, mit weldjen fid dw 
ungleichnamigen Pole zweier Magnete anziehen und die gleichnamigen Pol 
derjelben abjtoßen, ftehen im umgefehrten Verhältniſſe der Quadratı 
der Entfernungen zu einander. Man überzeugt fic) hiervon am ein 
fachften durch die Beobachtungen an einer kleinen Magnetnadel, weldye man 
in der Nähe eines größeren Magnetftabes ſchwingen läßt. Zu diefem Zwei: 
legt man den Magnetjtab horizontal und parallel dem magnetischen Meridian, 
jo daß fein Nordpol gegen Nord, aljo fein Siidpol gegen Süd gefehrt ift, um 
bringt eine Heine Declinationsmadel in die Verlängerung der Are des Magnet 
jtabes. Iſt der Abftand s des Stiftes diefer Nadel von dem einen Pole di 
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Mangnetjtabes viel Feiner als der Abjtand von dem anderen, jo kann man 
die Wirkung des legteren auf die Nadel Null fegen, und annehmen, daß durd) 
die Wirfung des näheren Poles der Goefficient u, der erdmagnetiichen Kraft 
noch um einen gewiſſen Werth #, oder %, vergrößert werde. Iſt mun die 
Schwingungszeit der Nadel, — t, wenn der Magnetjtab ſich gar nicht in der 
Nähe derjelben befindet, dagegen — f,, weırn der nähere Bol diejes Stabes um 
$) von dem Stifte der Nadel abfteht, und — t,, wenn diefer Pol um s, von 
dem Per abfteht, jo haben wir: 
72 
u, Sa= — Gk?, (u, +%,) Sa= rund +) wer G k? 
2 
daher folgt durch Divifion: 
t? Ko 
M + % — — ım + % 


— 


ui ty Ki 
ee rt — 12 
— F ) u, und % — (=) Un endlid): 


e— 20 — ti 
— 
oder, wenn ftatt Z, t, und die Schwingungszahlen 
60” 60” 60” 
"= —, m = — ınd m —= 
! h, 2 


ee 0m 
— — , folglid): 
t, 





% 


%,:%y —— 





eingeführt werden, 
4: mn? — nn! —n”. 
Wenn nun die Wirkung des Magnetjtabes auf die Nadel dem umgekehr— 
ten Quadrate der Entfernung proportional ift, jo muß auch 
%:% — 87:87, und folglich aud) 
von 8 
jein, welches durch die Beobachtungen bejtätigt wird. 


Die Wirkungen eines Magnetſtabes N S auf eine Magnetnadel n s fallen $. 12 
am einfachſten aus, wenn der Magnetjtab vechtwinkelig gegen den magne- 
tifchen Meridian gelegt wird, und zwar entweder fo, daß ſich der Stift d der 
Nadel ns, Fig. 385 (a. f. ©.), in der Verlängerung von N S, oder fo, daß 
er ſich in dem durch die Mitte C gehenden Perpendifel von N S, Fig. 886 
(a. f. S.), befindet. Setzen wir vor der Hand die Kraft, welche ein ‘Bol von 
NS auf einen ‘Pol von » s in der Entfernung Eins ausübt, — K, jo haben 
wir fiir den erjten Fall, Fig. 885, wenn a die Yänge NS und e die Ent- 
fernung Cd der Mittelpunfte C und d der Körper NS und ns von cin- 
ander bezeichnen, die Kraft, mrit welcher der Nordpol n von S angezogen wird, 
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K DT : 
p= — annähernd — —— 
und die Kraft, mit welcher n von N abgeftoßen wird, 
Fig. 885. Fig. 886. 





FA F ERREPRRERG: ua se rcuıs | 17 2) 





— K 
(ee + "ra)? 
daher die Mittelfraft aus P und P;: 
1 1 
En Ze 5 en een) 
2 Me a)” — (e — !/s a)? 
— (e+!/sa)? (e— !/za)? 
N =: DaeK 
 (e+ ra)? (e — !; a)? 
oder, wenn 0 gegen e Hein tft, 
DaeK DaK 
Q == et — e3 " 


Ebenfo ift die Mittelfraft aus der Anziehungs- und Abftogungstraft dv: 
Südpoles s: 


P, — 
Ss? 











2aK 
Q — — ur” iz, 
und daher das Moment des von diefen Mittelfräften gebildeten Kräftepaates 
wenn I die Entfernung der Pole der Nadel von einander bezeichnet, 
2alK 
==. 
Für den zweiten Fall (Fig. 886) find Hingegen die Anziehungs um 
Abftogungsfräfte in s: 





P= — = — und die in n: 
Ns? s? 

P, — mem 
Sn? Nn? 


folglich die refultirenden Mittelkräfte: 
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CN ap aK aK 

= 2- Ns pP —— 7 und Qı ur 
Wenn nun Ya und 1/,2 anfchnlid) Heiner find al als e, ſo lönnen wir 
ftatt Ns — Ss und Nn — Sn den Mittelwerth Nd — $d und dafür 


ben Näherungswerth Cd — e einführen, erhalten demnad): 





aK 
= — Qı = 7 
und daher das Moment des von Q und Q, gebildeten Kräftepaares: 
— al F 


d. i. halb ſo groß als im vorigen Sale, was auch durd) die Beobachtungen 


vollkommen bejtätigt wird. 


Uebrigens ift aber die Kraft X felbft nod) ein Product von der Intenfität x 


des Magnetismus in ns und von der Intenfität S in NS, alfo K = #8 
zu fegen, weshalb nun für den erjten Fall 
0= — 





‚ und für den zweiten: Q — 





Bestimmung des Erdmagnetismus. leberlaffen wir in beiden der 
vorher betrachteten Fälle die Magnetnadel n s der Einwirkung des größeren 
Magneten, fo nimmt diefelbe eine neue Stellung n s, Fig. 887, ein, wobei 

Fig. 887. fic) die Kraft Q, mit weldyer der Mag- 
netftab auf die Nadel einwirkft, mit der 
Kraft AR, die der Erdmagnetismus auf 
fie ausübt, ing Gleichgewicht fest. Iſt 

x nun d derAblentungswinfel Ndn — Sds 
R der Nadel von dem magnetiſchen Meridian, 
N. fo haben wir die fid) da8 Gleichgewicht 
4 haltenden Seitenkräfte von Q und R: 
ı 9 Qı = Qeos. Ö 
und R, = RBsin.b, 
folglid) ift Qcos.ö — Rsin.d, und fonad) 









tang.d — 8 
ang R ’ 
oder, wenn wir nad) dem vorigen Paragraphen entweder 
— nn — 8. 


und nad) $. 9 Anhang, R = u, x ſetzen, 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. 1. 65 


8. 13 
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2xSa _ 28a — s— Se. 
mr me 9.0 me⸗; 

Hiernach läßt ſich nun umgekehrt, das Verhältniß des magnetiſchen Mo⸗ 
mentes des Stabes zu der Intenſität des Erdmagnetismus finden, 
denn es iſt in dem einen Falle 


* — 1/, es tanq. oò und im anderen Falle m — e’tang.d. 
1 1 





entweder tang. d — 


Die Beobachtung der Schwingungsdaner des Magnetftabes giebt uns aber 
(nad) $. 10) das Product: 


nt? 
— — .2. 
mBa= er; 


daher folgt durch Kombination beider Gleichungen mit einander das magne- 
tifhe Moment des Stabes 


7 
entweder Sa — VI @R? edtang. 6 
tV 9 — * 
7 
oder Sa= — VGF etang. ô, 
tVg . 


und das Maf der horizontalen Componenten des Erdmagnetismus: 








E14 2 GR? cotang. Ö ;? 0. 
ee ET ya GR? cotang.ö 
tVg e tVg es 


je nachdem man Ö auf die eine oder die andere Weiſe beobachtet hat. 
Durch Divifion mit dem Coſinus der Inclination (1) bekommt man 
die ganze Stärke des Erdmagnetismus: 


u 


os 

Um ſich einen Haren Begriff von dem Goefficienten oder dem Mae u 
des Erdmagnetismus zu verfchaffen, muß man in der Formel 

”Sla 


e3 





Ra = uSaımd Ql = a=l=e=l, 


fowie auch x — S—1 fegen; dann erhält man Ra=u und Ql=]; 

es ift hiernad): 

1) das Maß w der Intenfität des Erdmagnetismus dasjenige Mo 
ment, mit welchem durch den Erdimagnetismus eine Magnetnadel umge 
dreht wird, deren magnetifches Moment — Eins iſt; und es tft 

2) das magnetifche Moment einer Magnetnadel — Eins, wenn dieſe 
Nadel einer anderen ihr gleichen und mit ihr gleich ftarfen Magnetnadel 
bei der zweiten, in Fig. 886 abgebildeten Stellung, in der Entfernung 
Eins ein Moment Eins (1 Millimetermilligramm) ertheilt. 
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Nach Weber’s Angaben tft, wenn die Acceleration der Schwere 1 Millis 
meter wäre: 
in Ööttingen u — 1,774 Millimetermilligramm, 
in Minden u — 1,905 ü 5 
in Mailand u — 2,018 . z 
für die Ucceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mittleren Europa 
find aber diefe Werthe V 9810 — 99mal fo Hein. 


Anmerkung. Zum tieferen Studium des Magnetismus find außer Müller: 
Pouillet’s Lehrbud ver Phyſik, vorzüglich noh Lamont’s Handbuch des Erdmagne— 
tismus (Berlin 1849) und Gauf und Weber’s Nefultate aus den Beobadhtungen 
des magnetifhen Vereins, Göttingen und Leipzig 1337 bis 1843, zu empfehlen. 
Ferner: die Grperimentalphyfif von Quintus Jcilius, fowie die Phyſik auf 
Grundlage der Erfahrung, von Moufjon u. f. w. 


Wellen. Wir haben bei den Längen- und Querfhwingungen pris- 
matischer Körper im Obigen ($. 3, 4 und 5) gar nicht auf die Maffe diefer 
Körper Nüdficht genommen, jondern nur die Maffe des den Körper jpannen- 
den Gewichtes in Betracht gezogen. Im Folgenden wollen wir hingegen von 
einem jpannenden Gewichte ganz abjehen, und vorausfegen, daß der Körper 
durch einen momentanen Impuls, oder durd) eine nur eine furze Zeit lang 
wirfende Kraft im eine ſchwingende Bewegung gejetst worden fei, und daher 
den ſchwingenden Körper allein al8 träge Maffe behandeln. Den einfachften 
Hall bieten aud) hier die Längenfchwingungen dar; betrachten wir daher 
auch diefe zunächit. 

Wir wiſſen aus dem Obigen, daß ſämmtliche Theile einer prismatiſchen 
Stange B 31, Fig. 888, in Schwingungen verfegt werden, wenn man diefe 


Kia. 888, 


M Mı Ma Mn Mg M4 
—— — — 5 — — — * m. — J er 7 ” = — > 





Stange durch eine in ihrer Arenrichtung wirkende Kraft P ausgedehnt oder 
comprimirt hat. Nicht allein das Endelement M, jondern aud) jedes andere 
65* 


8 


8 


14 
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Element Mı, M5... der Stange ſchwingt dann innerhalb eines gewiſſen 
Kaunes BD, B,D,, B,D,... hin und her, den man die Schwins 
gungsamplitude nennt; auch läßt fi), wenn die Stange ſehr lang ift, 
annehmen, daß diefer Raum bei allen Elementen einer und derjelbe fe. 
Wenn nun aud) die Zeit, innerhalb welcher ein Stangenelement eine Schwin- 
gung vollendet, an allen Stellen der Stange eine und diejelbe it, jo können 
wir doc; nicht vorausfegen, daß fid) alle diefe Elemente M, M,, M; u. |. m. 
gleichzeitig in derfelben Bewegungsphafe, 3. B. gleichzeitig in der 
Mitte ihrer Schwingung befinden, fondern wir müſſen vielmehr annehmen, 
daß die Mittheilung der von M ausgehenden Bewegung Zeit erfordere umd 
derjelbe Bewegungszuftand eines Elementes um fo ſpäter eintvete, je entfernter 
diefes Element von der Bewegungsquelle P entfernt it. Es iſt hiernach 
möglich), daß in dem Augenblide, wen M einen Schwung BD bin und 
zurlic gemacht hat, das Element M, nod) auf dem Rückwege begriffen, 3.2. 
erft in CO, fei, daß ferner das Element 27, erſt einen einfachen Schwung ge 
macht habe, alfo den Ort D, einnehme, daß das Element MM; erſt die Hälfte 
des Hinweges zurücdgelegt habe, daher in C, ftehe, daß endlidy ein Element 
M, erſt eine Schwingung beginne, alfo mit 7 gleichzeitig fchwinge. Die 
Geſchwindigkeit, mit weldjer eine und diefelbe Bewegungsphaje von M aus 
nach und nad) in dem Körper fortichreitet, heißt die Yortpflanzung® 
gefchwindigfeit (franz. vitesse de propagation; engl. velocity of pro 
pagation) der Schwingungen des Körpers. Terner bezeichnet man den Ju— 
begriff aller derjenigen Elemente von MM bis M, des Körpers, welche ſich in 
den jämmtlichen Bewegungsphafen einer Schwingung befinden, alfo zwiſchen 
zwei Glementen M und M, von gleichem Bewegungszuftande enthalten find, 
mit dem Namen einer Welle (franz. ondulation; engl. undulation, waving) 
des fchwingenden Körpers, und nennt den Abftand MM, felbft die Länge 
der Welle. Eine Welle befteht aus einem Hintertheile BD,, innerhalb 
deſſen ſich die rückfehrenden Elemente, wie MAy, M, .. . befinden, und aus 
einem Bordertheile D, B,, weldyer die nod) vorwärtsgehenden Elemente 
M;, M;, .... einjchließt; man nennt aud) wohl BD, den verdünnten und 
D; B, den verdidyteten Theil der Welle, weil alle rüdfchrenden Elemente 
innerhalb BD, in Ausdehnung, und alle Hingehenden Elemente D, ZB, noch 
im Zufanmendrüden begriffen find. 


$.15 Die Bewegungs: und Gefhwindigfeitsphafen innerhalb einer 
Welle laſſen fid) recht gut durd) die Drdinaten von Schlangenlinten (I. und 
II.) wie FC,G; C,H, und BM,D,N,B; darftellen. In dem Augenblide, 
wenn MM in B eine neue Schwingung beginnt, und die größte Clongation 
und Null Geſchwindigkeit hat, befindet fich 4, in der Nuhelage, hat aljo 
die Elongation Null und die größte Gefchwindigfeit; beides wird auch durch 
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die genannten Curven angezeigt, denn die erjte oder Elongationscurve (I.) geht 
in B um die Amplitude BF = CB über die Axe BD, hin und durch— 
fchneidet in C, diefe Are, wogegen die zweite oder Geſchwindigkeitscurve (II.) 
in B durd) die Are hindurchgeht und in C, um die Marimalgeichwindigfeit 
C, M, über der Are hinläuft. In demfelben Augenblide befindet jich ferner 
das Element M, auf der anderen Seite im größten Abftande von feiner 
Ruhelage C, und es iſt feine Gefchwindigfeit wie bei IZ gleich) Null; auch 
dies ift aus beiden Curven zu erjehen, denn die eine läuft in D, um bie 
Amplitude D, G, unterhalb der Are hin, und die andere fchneidet die Are 
dafelbit, hat alfo die der Geſchwindigkeit entſprechende Ordinate Null. Ebenfo 
werden durch diefe Gurven die Bewegungs: und Geſchwindigkeitsphaſen der 
Elemente M;, M, u. f. w. angegeben. Da 3. D. die erfte Curve die Are 
in CO, fchneidet und die zweite dafelbft um den Marimalwertd C, N; unter 
der Are hinläuft, fo wird dadurd) angezeigt, daß in diefem Augenblide das 
Element M, durch feine Ruhelage mit der Maximalgeſchwindigkeit in pofitiver 
Richtung Hindurc gehe. Will man die Pewegungsphafe irgend eines anderen 
Elementes M, zwifchen 7, MM;, M, u. |. w. im Augenblicke fennen lernen, 
mo das erjte Element IZ eine neue Schwingung beginnt, fo darf man nur 
von demfelben ein Perpendikel auf die beiprochenen Curven herablaflen. Das 
Stück RS diefes Perpendifels zwischen der erſten Curve und ihrer Are ent- 
ſpricht der Elongation diefes Clementes, und das Stid TU zwifchen der 
zweiten Curve und ihrer Are giebt die Geſchwindigkeit deflelben an. Da beide 
Drdinaten abwärts gerichtet find, fo deuten fie auch an, daß ſowohl die Elon- 
gation als auch die Geſchwindigkeit pofitiv fer, d. i. die Richtung der Fort- 
pflanzungsgefchwindigfeit Habe. 

Defände fid) das Element M in D, träte e8 alfo eine riidgängige Be- 
wegung an, jo würden ſich die verfchiedenen Clongationen der übrigen 
Elemente einer Welle durch die Drdinaten der punktirten Curve JC, K, C, L,, 


Fig 889. 





16) 
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und die Gejchwindigfeiten derjelben durch die Ordinaten der punktirten Curve 
D O, B} Q; D, vepräfentiren laſſen. Die doppelte Schwingungsdauer eines 
Elementes, d. i. die Zeit t, innerhalb welcher daffelbe den Weg BD+ DB 
zurüclegt, iſt auc) gleich der Zeit, innerhalb welcher die Schwingungsbewe⸗ 
gung um die ganze Yänge MM, — 1 einer Welle fortgepflanzt wird; if 
daher c die Yortpflanzungsgeichwindigkeit, jo hat man die ganze Yänge der 
Welle: 
BB, =l=e2t=2et. 
Die Yänge des Hintertheils der Welle ift aber 
BD) =h=BB, +BD =ct +4, 
und die des Vordertheiles : 
D, B. — . — D, D. — BD, =c-—\ 
wo A die ganze Schwingungsamplitude eines Elementes bezeichnet. 
Anmerkung. Mit Hülfe der Ehwingungscurven laſſen fih auch die Erſchei⸗ 
nungen vor Augen führen, welche mit der Interferenz der Wellen begleitet fin. 


Ziehen wir nurFzwei gleiche und entgegengefegt laufende Wellenzüge in Betradt, 
und hiervon wieder in ABCDE un FGHIK, Fig. 890, nur diejenigen 





Gurven, deren Orvinaten die Echwingungselongationen abfchneiven. Aus ven 
Schwingungselongationen eines zwei Wellen angehörenden Glementes entjpringt 
eine mittlere Glongation, welche genau fo gefunden wird, wie jede mittlere Bewe 
gung aus zwei Seitenbewegungen (f. $. 28), und zwar hier durch die algebraiſche 
Addition der einfachen Glongationen. Hiernad werden in den Punkten M un? 
N, wo ſich beide Wellencurven begegnen, die Ordinaten verdoppelt, und Dagegen 
in den Punften O und Q, wo beide Gurven auf entgegengejegten Seiten von der 
Are AE gleichviel abftehen, die Ordinaten vernullt, und es refultirt aus beiden 
Wellencurven eine dritte FRBOHSDOK, deren Drdinaten die Glongationen 
aller Slemente in der Are AE angeben. Während die Wellenzüge ABC und 
FG H einander entgegenrüden, ändert fih natürlich auch die rejultirende Wellen: 
curwe FRBO u. f. w.; es ift indeflen leicht zu ermeflen, daß bierbei die Ruhe 
punfte O und Q ihren Ort nicht ändern, da hier die Ordinaten der einfachen 
Wellenzüge auch während der fortgefegten Bewegung derfelben gleih groß und ent- 
gegengefegt bleiben. Diefe Punkte find die fogenannten Schwingungsfnoten. 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Die Fortpflanzungsgejchwin- 
digfeit der Wellen Läßt fich auf folgende Weife ausmitteln. Denken wir ums 
den ſchwingenden Körper BO, Fig. 891, aus unendlichen Elementen, jedes 
vom Querſchnitte A und von der Länge BC —= CD— dx beſtehend, 
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und nehmen wir an, daß der Bewegungszuftand des einen Clementes 
BC= Adx in einem Zeitelemente 9 vollfommen auf das folgende 

Fig. 891. Element CD AO x übergehe, daß 
aljo die Bewegungsphajen in der 
c_D M er oO Axenrichtung des Körpers mit der 


= — — — Geſchwindigkeit ce — 7 fortſchrei⸗ 


ten. Segen wir voraus, daß die Elemente BC und CD in der Zeit t 
von C nad) N ſchwingen und dadurch in die Lagen MN —= ©x, und 
NO = dx, kommen, und bezeichnen wir die entjprecjende Elongation CN 
durch y. War nun die Trennungsflähe zwiſchen beiden Elementen vor Of 
Secunden in N, und gelangt diefe 0t Secunden fpäter nad) N, fo haben 
wir die entjprechenden Wege der Elemente: 


NN, = oyı und NN = Ö Yo, 
ferner die Geſchwindigkeiten: 






— oyı Öyı 
et — 2: und vv = 77 
und daher die Retardation: 
EUR... bu, —— 
— TE 77 


Da 9 Secunden vor dem Zeitpunfte, wo die Elemente BC und CD 
die Stellen MN und NO einnahmen, N, genau in derfelben Phafe war 
wie jegt O, jo hat man aud) CN, — DO; und da 9t Secunden nad) 
dieſem Zeitpunfte N, mit M in einerlei Phaſe ift, fo folgt aud) CN; —= BM. 
Aus beiden Gleichungen ergiebt fih nun: 
N0=DO—-DN=DO0-— (CN — CD)=CDmb: 
MN, = CM — CU=(CN — (BM — BC) = BC, und daher: 
NN =ty =MO—- NO0=(0D— NO=dx — 9x, jowie: 
NN =, =MN —-MN=BC-MN=dxz — On. 


Es ift alfo das Wegelement 051 zugleich die Zufammendrüdung 
0x — 0x, des Elemente N O, und das Wegelement 9 y, die Zufammen- 
drüdung x — x, des Elementes BIN. Bezeichnet nun noch E den 
Elaſticitätsmodul des ſchwingenden Stabes, jo hat man die aus diefen Zuſam— 
mendrüdungen hervorgehenden Spannungen der Elemente MN und N O: 


(= — 02 
02 


0x — 0m, — 
= (2) sp Man 





)AR= An m 
oz 
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Durch Subtraction diefer beiden Spannungen von einander erhält man 
nun die verzögernde Kraft: 
_ a _a—_ ln — 9% 
P=s— = (AZ, #)AE 
und ift nun noch Y die Dichtigfeit der Stangenelemente BC, CD, alſo 
AOx.Yy das Gewicht um 2 die Maſſe M eines Stangenelementes, 


fo hat man die Beſchleunigung deffelben in N, aud) 

— (Er) u: IE ZUM 
Pe i— — x Adıy 9% dz3 
Durch Gleichjegen beider Werthe für p erhält man nun die Gleichung 

oyı ON _ gE oyı — Oyı 








et? Y ox? j 
woraus 
0x? gE gE 
— — — 22 — 
=, ,‚ oder c? — — 


alſo die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit der Wellen Echallgeſchwin— 


digkeit), 
— ve —— 


wo Z den Elaſticitätsmodul nad) Länge bezeichnet, folgt. 


Beifpiel. Nimmt man den Glafticitätsmodul des Tannenholzes Z = 1’80000 
Pfund und das Gewicht eines Eubiffußes veilelben, — 30 Pfund an, jo erhält 
man die Kortpflanzungsgeichwindigfeit deſſelben 


ce Vs — V144.60000.9 —= 16432 Zuf, 


d. i. ungefähr 15 mal fo groß als die der Luft. 

Anmerfung. Diefe Formel für die Fortoflanzungsgefhwindigfeit gilt aus 
für eine gefpannte Saite, und fogar für das Waffer und für die Luft. Iſt p ter 
Drud der Luft auf die Flächeneinheit, fo hat man die den Berdichtungsverhältnifien 
= und ya entfprechenden Spannungen nah dem Mariotte’fchen Gefege: 

_pdx _ Pd _Pdxz _ px 
2 Tod Im — dyı —— 8% —5 
und daher die bewegende Kraft auf ein Glement vom Querſchnitte A: 
— ——— 
a No ad ie dx — 391) Br — dya)' 
oder, ba — nur ein Feiner Bruch ift, alfo Bau — dy,) dx — 3y,) = dr? 
geſetzt werben Fann, 
P= (dyYı Er d%5) Ap. 
dx 
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Diefer Ausdruck ſtimmt mit dem obigen, wenn man ftatt p, Z einfegt, voll 
fommen überein, es ift folglih die Schallgefhwindigfeit in der Luft: 


0.2. 

Bei der Lehre von der Wärme wird im zweiten Bande gezeigt, daß wegen ber 
MWärmeveränderung, welche mit der Dichtigfeitsveränderumg der Luft nothwendig 
verbunden ijt, an diefer Formel noch ein Coefficient anzubringen ift. Da die Dich— 
tigfeit 9 der Luft ihrer Spannung p propertional ift, fo fällt auch p aus der 
Bormel heraus, und es bleibt nur noch die Temperatur = in derſelben zurüd. 
Gewöhnlich nimmt ı man für Luft 

c = 333 Vi -+ 0,00367. Meter — 1061 Vı + 0,00367. Fuß an. 


Beifpiel. Wenn nah der Anmerfung. des $. 351, eine Waflerfäule durch 
14 Pfund Kraft um 0,000050 ihres Volumens zufammengebrüdt wird, und hier: 
nad der Glaftieitätsmodul diefer Flüffigfeit 

14 
E= 0.000085 7 280000 Pfund 
zu fegen ift, fo hat man hiernach die Schallgeſchwindigkeit im Waſſer: 


DS 
————— — u 10% =) 31,25: — — 4369 Fuß, 


alſo — 4,3mal fo Be als die — in der Luft ſetzen. 





Schwingungszeit. Wir können nun auch die Zeit einer Schwin— 
gung finden, indem wir zunächit die Gleichung fuchen, welche die Abhängig- 
feit der Schwingungselongation von der Zeit und von der die Ruhelage des 
ſchwingenden Elementes beſtimmenden Abſeiſſe x ausdrückt. Sicherlich ift Y 
ſowohl eine Function von £ als auch eine ſolche von x, es läßt ſich folglich 
y = 9 (f) und aud) y = % (x) feßen. 

Aus der erften diefer beiden Functionen folgt durch Differenziiven die 
variable Schwingungsgefchwindigfeit: 

0 
nm — 91 0) 
und ebenſo die entſprechende Acceleration: 
A 
pP = ° t = 9 0) 


wo Y, (f) und p, (f) andere Functionen von £ ausdrücken (vergl. $. 19). 
Die zweite Junction giebt da8 Spannungsverhältnig 


I = yı(@), alfo bie Spannung 
S— _ AR: I — — AE.Y, (x), 


daher die bewegende Kraft des Mafjenelementes 0 M — AO de 


@. 17 
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ds — AE.- © [vd (z)] — AED) 
x 0x 
und die entjprechende Acceleration: 
— 5 EN 
p= er 
wobei natürlid) Y, (x) und Y%, (x) andere Functionen von 2 anzeigen. 
Segen wir die beiden Ausdrüde fir p einander gleid), jo erhalten wir 
folgende Endgleichung: 





9 = Eule), ode, da 2 = ct if, 
93 (t) c2. Vꝛ (x). 
Diefer Differenzialgleihung wird durd) folgende Integralgleidhung: 
y=-gl)=r@)=Flt+n)+f(t—n, 
wo F umd f unbeftimmte Functionen von den in den Parentheſen enthal- 
tenen Größen bezeichnen, entjprochen, denn es ift 


= FM -encet+d+chet 2, 


EN ame +d+enlet— a 
= 2[R(lt+D)+r(t— HD), 


ferner: 


u) — Fı (ct +2) — M (et— x) um 


= N neatda+net-a 


alfo wirklich: 

92 (t) =, %s (x). 

Obgleich die Function 

y=F(lt+mD)+f(t-— a) 

eine unbeftimmte ift, fo läßt fie fi) doc), wenn man noch nähere Beſtim— 
mungen des fchwingenden Körpers giebt, dazu benugen, um die Schtwin 
gungszeit des ſchwingenden Körpers zu finden. Wie dies in einigen Fällen 
möglich) ift, wird aus Yolgendem erhellen. 

Anmerfung Wenn man aus den Kormeln dy — vdt und dr — edt, 


dt eliminirt, fo erhält man den Ausdruck * = — oder, da wi die Verdichtung 


o des Shwingenden Glementes ausprüdt, a —-; es iſt alſo die MWerbichtung ar 
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jeder Stelle des fehwingenden Stabes in einem und demfelben Augenblide ver 
Schwingungsgefhwindigfeit diefer Stelle proportional. 


Bestimmung der Elasticitätsmodul. Nehmen wir zunächſt an ($. 18 
der ſchwingende Körper habe die Länge 7 und fei an beiden Enden feitge- 
flemmt. Im diefem Falle ift fowohl für z — 0, als aud) für = = |, 
y 0, folglid): 

F(t) +/leC)—=-0wdFlt+D)+ flet—d=0. 

Aus der erften Gleichung folgt & — — F, und bringen wir diefe Be 
ziehung in der zweiten Gleihung an, fo erhält man: 

Set +DdD — flet -D—=09,di.flet +d)=f(et —)), 
oder, wenn man ct — 1 — ct; Sekt, 

Sch 2) =Ff (ch). 

Es nimmt alſo die Function f ftetS denfelben Werth wieder an, wenn 


ct, um 27, aljo die Zeit ft, — — größer wird, und es ift folglid) aud) 


21 y 
h = — 23 —— 
. c gE 


die Zeit eines Doppelſchwunges. 

Seen wir zweitens voraus, daß der ſchwingende Körper an beiden 
Enden frei fer, fo haben wir fir = 0 ud x — I, S, und aljo aud) 
Vi (x), = 0, daher: 

Fl) —-AlkV)=0OwR(lt+DdD- Altt—)=0. 

Hiernad) ift: 
f=Fwf(t+D)=/f(et —D, ober fi (ct 2 Gti) 
und folglic) wieder die Schwingungsdauer: 

EL 
C 

Iſt ferner der Körper an einem Ende frei und an dem anderen 
feft, jo hat man für x = 0, y — 0, md für x — 1, S = 0, daher: 

F(t)) +/l V)=-0!wF(t+DdD — fr (let —D=0, 
es folgt nun f= — F, fowie aud) — — Fı}, und daher: 

(lt +D+f (et — V 0, oder fı (ct) +21 = — fi (ch). 


I 
Hiernad) nimmt aljo der Körper nad) der Zeit t, — u jtetS den umge— 
fehrten Bewegungszuftand an, und es ift folglich erft in der doppelten Zeit 
— * eine Schwingung vollendet. Man hat alſo hier die Schwin— 


gungsdauer: 
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41 y 
„= — —4l — 
t, ; Az 


alfo doppelt fo groß als in den beiden erjten Fällen. 

Mittels der gefundenen Formeln kann man aus der beobachteten Schwin— 
gungszeit f, oder vielmehr aus der Anzahl » der Längenſchwingungen, welche 
ein prismatijcher Körper in einer gewilfen Zeit macht, den Elafticitäte: 

21 


2 
modul E = 7) . re und die Fortpflanzungs- oder Schallgefchwindig- 


9 
feit in bemfelben, ce — > berechnen. 


Beifpiel. Gin ganz an beiden Enden eingeflemmter Eifendraht von 60 Zell 
Länge wurde durch Neibung nad feiner Arenrichtung in Longitudinalichwingungen 
verfegt, deren 1589 auf eine Secunde gingen. Wie groß it hiernach der Glaftic- 
tätsmodul und die Fortpflanzungsgefchwindigfeit des Drahteifens? Nach einer ver 
obigen Formeln hat man den Glafticitätsmodul nah Länge oder Höhe 


ı (an ı (1559 . 120)2 a 
u ET u ar a SE BEZ En at - 
L— - (7)= = andy = rg = 96950000 Zell, 


und wenn nun ein Gubifzoll diefes Gifens 0,2733 Pfund wiegt, der Glafticitäts 
modul nad Gewicht: 
E = %’950000 . 0,2733 — 26’500000 Pfund (vergl. Tabelle $. 212). 
Die Fortpflanzungs: oder Schallgefchwindigfeit iſt: 
ce = VgL = V31,25 . 96956000 . Ys —=V31,25 . 8'030000 — 15890 Aus, 
oder, die Schallgefhwindigfeit c, — 1060 Fuß der Luft als Einheit angenommen: 
0 158% _ ., 
1060 7° 
Anmerkung. Sind die ſchwingenden Säulen fehr lang, fo hängt die Schwin- 
gungszeit von der Wellenlänge oder, nad Befinden, von dem Abitand Z zwifchen 





zwei Schwingungsfnoten ab; es ift dann aber ftets t, — 2 - Diefe Zeit beitimmt 
auch die Höhe des mit den Schwingungen verbundenen Tones; je größer oder flei- 
ner £, ift, deito tiefer oder höher füllt auch der Ton aus. Die Stärke des Schallee 
hingegen wählt und nimmt ab mit den Schwingungselongationen. Bei den ſphä— 
riſchen Wellen, in welchen fih der Schall in der Luft und im Waſſer ausbreitet, 
bleibt ce und t unverändert, und es nimmt nur die Schwingungselongation, alic 
die Stärfe des Schalles allmälig ab. 


I9) Querschwingungen einer Saite. Die Querfhwingungen ber 
Saiten und elaftiichen Stäbe laſſen ſich auf ähnliche Weife ausmitteln, 
wie die Longitudinaljchwingungen. Die gefpannten Saiten (franz. cordes; 
engl. strings) bieten den einfacheren Fall dar, daher fei aud) von diefen 
zunächjt die Nede Es fei ADB, Fig. 892, irgend eine Pofition der 
ihwingenden Saite, A der eine, B der andere Feitpunft, = AB ihre 
Länge, @ ihr Gewicht und S ihre als conftant anzufehende Spannung. 
Faſſen wir einen den Coordinaten AN — x und NO — y entiprechenden 
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Punft O der Saite ins Auge, zerlegen wir deſſen Spannkraft S parallel zu 
A B und rehtwinfelig gegen AB in die Seitenfräfte X und P, ſo können 


Fig. 892. 





wir die leßtere als die bewegende Kraft an einem Ende O des Elementes 
OQ anjehen. Läßt man den Bogen 40 — s um das Element O0Q—=ds, 
und eben dadurch auch die Ordinate y um ein Element Q 7 = Oy wadjfen, 
jo erhalten wir in P, S, öy und Os die gleichliegenden Ceitenpaare von 
zwei ähnlichen rechtwinfeligen Dreieden OPS und QOTO, und es ift: 


P_OT_% wp—_®W. 
a 7 Sr aljo ?’=z S. 
Auf dafjelbe Element OQ wirkt aber auch nod) eine aus der Zerlegung 
der Gegenfpannung hervorgehende Kraft PR — OR — 8 in ent⸗ 


gegengeſetzter Richtung, daher bleibt die bewegende, das Element OQ nad) 
ber Are AB zurückführende Kraft: 


» 
PR = (FR )s 


übrig. 

Die Maſſe M des Elementes ift zwar der Länge OQ — Os deſſelben 
proportional, jegen wir indeſſen nur Kleine Schwingungselongationen y_vor= 
aus, jo können wir aud) diefelbe dem Elemente OT —= QU = 0x ber 


Abjciffe proportional wadjjend annehmen, alſo M = . jegen. Dies 


vorausgefegt, erhalten wir num die Acceleration, mit welcher das Element 
OQ fid) der Ruhelage in AB nähert: 
_P—P _9y— dy gSi 
MM 9. @’ 
oder Os — dx geſetzt, 
92 Oyı gSl 
——7 
Nun ift y irgend eine Function von x, z. B. ı (x), daher auch = eine 
i oy — 2ı 08; 6) x 
andere Function %, (x) und — — — — mel 
Function %, (2) von diefer Größe, ſowie 





eine dritte 
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en. 
p= Yr(R)- I 


Da aber aud) y eine Function der — t, alſo etwa y — 9 () iſt, ſo 
hat man ebenſo die Geſchwindigkeit, mit welcher OQ zur Ruhelage zurückkehrt: 





— — 9ı (f), und die entſprechende Acceleration 
op, (t 
*— 560 — 9 (60. 


Wenn man nun beide Ausdrücke für p einander gleich fett, jo erhält man 
ganz wie im Anhang $. 17, die Differenzialgleihung: 
Ssı 
9 (t) = %; — = c?Yr(r), 
und es läßt ſich daher auch wie dort 
yv=9yQ=Y@$)=F(t +2) Et — 2) ſowie 
v — c ILR(ct +2 + /fı(et — M ſetzen. 
Da auch hier für x — 0 und x — 1, y und v — 0 find, fo haben wir 


wider ı =— F und fı (et +MD=—=fl(et—T), oder (ct, +2 N = /f(et,). 
es ijt daher bie en einer ganzen Schwingung: 


= Z — Va mi "" oder, wenn man @ — Aly jest, 


9 7 

Es wächſt alſo die Schwingungsdauer einer Saite direct wie die Länge 
l, wie die Quadratwurzel aus dem Gewichte Ay der Längeneinheit umd 
umgefehrt wie die Quadratwurzel aus der Spannung S der Saite. 

Beispiel. Da de@ halben Schwingungszeit der nächſte Octaventon entiprict, 
fo wird nad diefer Regel eine Saite die Octave zu dem anfänglichen Grundten 
geben, wenn man fie bis zur Hälfte abfürzt, oder in ihrer Mitte unterftügt, eder 
wenn man fie viermal fo ftarf ſpannt, oder wenn man fie bei gleicher Spannung 
durch eine Saite erſetzt, von der die laufende Lüngeneinheit viermal fo leicht if 
als bei der eriten Saite. 


Querschwingungen eines Stabes. Die Beftimmung der Schwin- 

Fig. 893. gungsdauer eines elaftifchen 
Stabes AB (franz. lame; engl 
spring), Fig. 893, welcher an einem 
Ende B feitgehalten wird, läßt ſich 
auf folgendem, allerdings etivas um— 
ftändlichem Wege finden. Nach $. 216 
ift, wenn r den Krümmungshalbmeſſer 
des Stabes an einer durch die Coordi: 
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natn CN =x und NO = y, beftimmten Stelle O bezeichnet, das 
Diegungsmoment de8 Bogens AO — Sı: 
M— — 

Seßen wir num die Kraft, mit welcher fid) ein den Coordinaten OR—=x 
und RQ = y ntiprechendes Element Q der Are oder Ruhelage CB nähert, 
— Poda, alfo deſſen Moment: 

= NR.Pdx = (x — x) Pdx, fo haben wir: 


—— Ten — x) Por. 





Nun ift aber 


x (& — x) Pdx = ie Px,0x - /” Pxdx 
=n/" Pox -/* Pxox, 


oder wenn man I Pdx = P, und hiernad) 


u Pxdx = PoOx.2 = Pızı -/” Pr Oæ jet, 


/ (x — x) Pöx = P,0x, daher hat man aud) 
0 0 





Rn ” P,0x. 
ds j 
Ferner iſt — — 3270 (tang.a) (. Art. 33 der analytifchen Hülfs— 
lehren), oder, da bei einer Heinen Biegung Os — 9x geſetzt werden kann, 

0x 

.— — llang.a)' daher folgt: 

BE hl AR 7 "po, 
0x 2 


und durch Differenzüren: 
= we. (ee) — 


Set man nun y — % (x), ferner 


tang.a— 0 2 — — e) _ Ya) md? — ne, 
fo erhält man ci einfache Gleichung: 
Pı — — WE. U; (x), 
woraus durch nochmaliges Differenziiren 
oPı=— WEOY, (x), d. i. Pöox = — WEOY, (x) oder 
P= —_ wEir® = — — VPV. folgt. 


8. 21) 
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Damit der Stab ſymmetriſch ſchwinge, können wir num noch annehmen, 
daß P proportional mit y wachſe, aljo P= — Ky fei; und hiernad) er- 
halten wir: 


K 
WEy,(x) = Ky, oder Yu (z) = ww 97 kiy, 


wenn wir U, mit At bezeichnen. 
Diefer Differenzialgleihung V. (x) — kty entſpricht die Gleichung: 
y=%Y(a) —= Acos.(kx) + Bsin.(kx) + Cd’ + De", 
denn wenn man diefe fucceffiv differenzüirt, jo erhält man: 
Vi (5) = k [— Asin.(kx) + Bcos.(kz) + Ce? — De“), 
d2 (X) = k?[— Acos.(kz) — Bsin.(kz) + Ce + De#], 
%; (2) — k’[Asin.(kx) — Bcos.(kx) + Ce! — De-'*] und 
Y4(z) = kt [Acos.(kz) + Bsin.(kx) + Ce + Det], 
alfo wirklich) : 
Yu (2) = kiy. 


Die Schwingungszeit £ des elaftifchen Stabes finden wir wie 


der wie oben, wenn wir — @z (ft) = En ſetzen. Nun ift aber die 


Kraft eines Elementes: 
— Pdxz = — Kyöz = — WEKkyöOsz, 
und bei dem Querfchnitt 7 md der Dichtigfeit 7 die Maſſe defielben: 


—= Fdr1 daher folgt die Gleichung: 





g , 
WEK* 
P(t) = — a, = — uiy, 
wenn wir den Ausdrud 
4 
9 v- durch) u? bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleihung entfpricht ſchon die einfache Formel 
y= pP) — sin.(ut + 7) 
wo z eine belichige Anfangszeit ausdrüdt, denn es ift 


— 2 — gı(t) = u.cos.(ut + r) und 
o»— 2 — 9 () = — u?sin.(ut + 7) d. i. 
9() = — u?Y. 


Nehmen wir nun in der Gleihung y — sin. (ut + 7, T= 0, jo be 
kommen wir y — sin.(wt), daher für ut = 0, , 2zuf.wy=(; 
und e8 ift folglich 
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n 
t; — — die halbe, und 
— h 





_ 2a _ 2m |, _Fr_ 
Tu RR VgWE 
Um hiernad) die Zeit einer Schwingung berechnen zu können, muß nicht 


2 2 24 
ne die ganze Schwingungsdauer. 


allein die Größe A, fondern auch das Verhältniß m befannt jein. 


Iſt der Stab cylindrifc) und der Halbmeſſer deflelben, — r, fo hat man: 
F_ ar 
War 

und iſt er parallelepipediich, jeine Breite b und Höhe A, jo fällt 
F bh 12 — 
ir = 75 — aus (ſ. S. 226). 
Hiernad folgt für die erſte Stabform : 
ee 
rk? yE' 
und für den Stab von der zweiten Form: 
_ dr 37 
hk? gE 
Die Größe k wird aus der Gleichung: 
y= 4A c0os.(kxz) + B sin.(kz) + Ce” + Derk 
auf folgende Weile gefunden. 
Segen wir im diefe Formel die zufammengehörigen Werthe x — 1 und 
y = 0, jo erhalten wir: 
) 0—=4Aecos.(kl) + B sin.(kl) + Cekl 4 Deu, 

Thun wir ferner dajjelbe aud) in der Gleichung 


4 m 
— r? (i. NR 231), 


t 





0: 
lang. & — e — %, (2), jo erhalten wir: 
2) 0 = —Asin.(kl) + B cos. (kl) + le — De“. 


Da ferner dad PBiegungsmoment am Ende A des Stabes — Null, und 
folglich der Kriimmungshalbmefler r — x, alfo W,(r) = 0 umd ebenjo 
Y3 (2) — 0 ift, fo folgt: 


0 — — Acos.0 — Bsin.O + Ce" + De", dt. — A+C+D=0, 
und 

0 — Asin.0 — Bros.O Ceo — De" d. i. — BE C— D=0, 
daher 3) 4 — 0 —D und 


4) B—0—PD. 
Eliminirt man nun aus dieſen vier Gleichungen, A und B, ſo erhält man: 
(C + D) cos.(kl) + (C — D) sin.(kD) + Cell + Det — 0, 
und 
Weisbah's Lehrduh der Mechanik. I. 66 
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— (C + D) sin.(k) + (C — D) cos.(k) + Ce! — Det — 0; 
hieraus folgt durch Addition : 
C cos.(kT) — D sin.(kN) + Ce! 0, 


und durch Subtraction: 
D cos.(kl) + Csin.(kl) + De-*! — 0, oder: 


C [cos.(kT) + e&!] — D sin.(kT) und 





D [eos.(kl) + ee] = — C sin. (kl); 
daher durch Divifion: 
cos. C) HA — sin.(kl) 
sin. (kl) —e08.(kT) + et endlich 
2 + cos. () (e 4 ee) = 0, oder 
2 
cos. (KT) — No 


Bon den verfchiedenen Werthen, entiprechend den verichiedenen Tönen, welche 
der Stab je nad) der Anzahl feiner Schwingungsfnoten geben kann, tft der 
fleinfte #7 — 1,87501, wogegen die größeren nahe 

n 3a In In 

= —— 7° nv u. J w. 
ausfallen. Kommt es darauf an, aus der beobachteten Schwingungsdauer 
t den Elaſticitätsmodul M zu finden, jo hat man in der Regel nur dem 
Meinften Werth in Betracht zu ziehen, e8 ift daher 

1,5751 3,516 

BE ) nnd 2? — — 

folglich für einen cylindriſchen Stab: 


BR: & yf(_A4rl )= ? 14 
— —— ne E (er ler r2 1? 


und flir einen parallekpipetifiie: 


‚ /4n 4 rl? 14 
E= + m) = L. m) — 42579 .L 
39 \hk:t 39 \3,51l6%l g hat 
Anmerfung 1. Vergleicht man die Formeln BE 
4a ıl/Y IE 
t— — = — 
4) 77 und #, 21 | * 
für die Quer- und Längenſchwingungen eines und deſſelben Stabes mit einander, 
jo erhält man die Proportion: 
— 3,516 
Wertbeim bat fär Sußftahı und Weffing biefes Berbättnig durch Verſuche 
beſtaͤtigt gefunden. 
J Anmerkung 2. Ueber die Querſchwingungen elaſtiſcher Stäbe handel: aus 
rührlic Seeb eck in einer Abhandlung der Leipziger Geſellſchaft der Wiſſenſchaften, 
Leipzig 1849, ſowie in dem Programme der techniſchen Bildungsanitalt in Dresden 
vom Jahre 1346. Wertheim’s Unterjuhungen über die Glaftieität ver Metalle 
und des Holzes mittels Längen: und Querfchwingungen werden in Boggenpdorff’s 
Annalen, Grgänzungsband II. 1845, ziemlich ausführlich abgehandelt. 
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Anmerfung 3. Die Schwingungsdauer, oder vielmehr die Anzahl der Schwin- 
gungen eines Stabes in einer gewiflen Zeit läßt fich wegen ihrer Kürze in der 
Megel nicht unmittelbar beobachten, jondern man muß ich hierbei befonderer 
Hülfsmittel bedienen. Man benugt hierzu, entweder nah Chladni, Savart 
u. f. w., die Höhe des von den Schwingungen erzeugten Tones, oder man wendet 
das zuerft von Duhamel angegebene Berfahren an, welches darin befteht, daß 
man von dem fchwingenden Stab mittels eines feinen Häfchens auf eine ganz 
gleihförmig umlaufende und mit Kienruß überzogene Glastafel eine Wellenlinie 
aufreigen läßt. Zur Grzielung einer möglichit gleihformigen Umdrehungsbewegung 
fann man’ fih eines bronometrifhen Apparates bedienen, welcher mit einem 
Windfange, ähnlich wie ein Bratenwender oder das Schlagwerf einer Thurmuhr, 
ausgerüftet ift, und von Morin in der Abhandlung „Description des appareils 
dynamometriques etc., Paris 1838 fowie in deſſen Notions fondamentales 
de mecanique bejchrieben wird. Wertheim fand die Anzahl der Schwingungen 
in einer gewiflen Zeit dadurch, daß er mit dem zu unterfuchenden Stabe nod einen 
anderen Körber, 3. B. eine Stimmgabel, jchwingen ließ, deſſen Schwingungszahl 
befannt war. Wenn man nun von beiden Körpern Wellencurven in die Mußfchicht 
der rotirenden Glastafel einfragen läßt und die Wellen derfelben zählt, welche 
einem und demfelben Gentriwinfel entiprehen, jo erhält man in dem Verhbältnifie 
diefer Zahlen auch das Verhältnig der Schwingungszablen. Was die Longitudinal— 
ihwingungen anlangt, fo find diefe in der Regel auch mit Fleinen Querſchwingun— 
gen verbunden, weshalb hier die Stäbe zweifache Wellenlinien bejchreiben, und die 
Anzahl der Yängenfchwingungen mit der der Duerfchwingungen leicht verglichen 
werden kann, wenn man die kleinen Wellen innerhalb einer Welle ver großen 
Wellencurve auszählt. 


Schwingungshindernisse. Zu den Kräften, welche die Schwingun- 
gen eines Körpers erzeugen, gejellen ſich noch gewilie Bewegungshin- 
dernifje, deren Einfluß wir num noch fennen lernen müſſen. Iſt ein ſol— 
ches Hindernig conftant, wie 3. B. die Reibung an der Drehare eines 
Bendels oder an dem Stifte einer Magnetnadel, jo hat dafjelbe auf die 
Schwingungsdauer gar feinen Einfluß, fondern e8 wird nur durch dafjelbe 
die Schwingungsweite bei jedem Ausjchlag um eine gewiſſe Größe kleiner. 
Wir haben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wenn die bewegende Kraft 
der Entfernung = vom Ruhe- oder Mittelpunfte € der Bewegung AB, 
sig. 894, proportional ift, 

p=ur= ula — a), 

Fig. 894. wo x; den durchlaufenen Weg 
AM bezeichnet, gejegt. Bei Be- 
rücjichtigung der Verminderung A 
k des Weges durch die Reibung ha— 
ben wir dagegen für das Durch— 
| laufen der erjten Weghälfte A C: 

ATYUNPTC B p=pla—k— a), 
und für das der zweiten Weg— 

hälfte CB: 


D 


66* 


un 
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p= —ulnm —(a+k)] 

zu Schreiben; es befteht alfo der Einfluß der Reibung % nur darin, dag dureh 
fie bei der einen Weghälfte, a in a — k und bei der andern, aina + LK, 
alfo der ganze Schwingungsweg 2a, in 2a — 2% umgeändert, d. 1. die 
Schwingungsweite bei jedem Ausichlage um eine conftante Größe 2% abge 
fürzt wird. Da endlich in der formel 

7 

Vu 
die Schwingungsweite gar nicht vorkommt, jo kann folglich auch A feinen 
Einfluß auf diejelbe ausüben. 

Anders ift es dagegen mit dem Widerjtande der Yuft. Diejer wächſt 
bei Fleinen Geſchwindigkeiten, wie fie bei Pendelbewegungen vorfommen, mehr 
nach der einfachen GSejchwindigfeit als nad; dem Quadrate derjelben, wie 
bejonders aus Beſſel's Unterſuchungen (über die Yänge des einfachen Ben- 
del, Abhandl. der Akademie der Wiſſenſch. zu Berlin, 18326) hervorgeht, 
und ſich auch dadurch erflären läßt, daß diefes Hinderniß vorziiglich aus der 
mit der Geſchwindigkeit v des Ichwingenden Körpers wachſenden Verdichtung 
und Verdünnung der Luft vor und hinter demſelben (ſ. $. 510, ſowie den 
Anhang 8. 17, Anmerkung) erwächſt. Dies vorausgefegt, fünnen wir die 
Acceleration des jchwingenden Körpers, wenn wir denfelben im Auswärt— 
Ihwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Ruhepunfte aus meiten, 

p= — (ux + vo) oder p + vr + ur = 0 annehmen. 

Segen wir num 

= ee Frl 
jo können wir aud) (t) + vA (ld) + uf (t) = 0 ſchreiben, und dieiem 
Ausdruck durch die Integralgleichung 


I — — 
<= [b cos. (Vt Vu) + b, sin. (wtV u)] BI 
wo b und 3, noch zu bejtinnmende Gonftanten jind und d— Vi 4 * 


iſt, entſprechen. Nun iſt aber fir — 0, auch x — 0, daher b — 
und einfacher 


vi 


x = b, sin. (vt Vu)e ?, 
Da diejer Werth fir »t Vu — 7 wieder Null wird, jo ift folglich die 
Zeit einer einfahen Schwingung 


* —— en "VE 


mal jo groß, als wenn der Widerftand der Luft nicht vorhanden — 
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Anmerfung. Ge ift leicht zu erflären, weshalb die in Schwingungen vers 
ſetzten Körper nah und nad immer Fleinere und Fleinere Schwingungen machen 
und zulegt in Muhe übergehen. Die Urfache dieſer Erſcheinung ift zwar zunächſt 
der Widerſtand der Luft, dann aber auch noch die Unvollfommenheit der Glafticität 
der jchwingenden Körper, vermöge welcher fich die Körper, namentlich innerhalb 
furzer Zeiten den auf fie wirfenden Kräften nicht vollfommen proportional aus: 
dehnen und zufammendrüden. 


Schwingungen des Wassers. Den einfachſten Fall der Wellen» 
bewegung des Waſſers bieten die Schwingungen deffelben in 
zwei communicirenden Röhren ABCD, Fig. 895, dar. Nehmen 
wir zunächſt an, daß diefelben von gleichem Querſchnitte A feien, und den- 

Fig. 895. fen wir uns das Waſſer in dem einen Schen- 
fel um HA — x über dem der Ruhelage 
entjprechenden Niveau FR gehoben, und 
im anderen um RD x gefunfen. Wir 
haben dann die bewegende Kraft 

ra A,22% 
ferner, wenn 7 die ganze Yänge ABCD 
— HBCR de Waſſermaſſe bezeichnet, 


! 
die bewegte Mafle 17 — T und daher 





die Beſchleunigung, mit welcher der eine Waflerfpiegel finft und der andere 
fteigt: 





A A VE a 
Da diefe Formel ganz dem im Anhange $. 1 und 2 abgehandelten 
Schwingungsgefege p — ur entipricht, jo haben wir aud) hier die Zeit 
einer Schwingung : 


— va 
Tr PR 


I 
Da ferner beim einfachen Kreispendel von der Yänge 7 ebenfalls 


l 

29 

ift, jo ſchwingt alfo das Waffer in den communicirenden Röhren von glei» 
cher Weite mit diefem Pendel tfochron. 

Sind die beiden Schenkel der Röhre ABCD, Fig. 396 (a. f. ©.), 
gegen den Horizont geneigt, bildet z. B. die Are des einen den Wins 
fel «&, und die des anderen den Winkel 8 mit dem Horizonte, jo entjpridht 
dem Wege AH — DR=x, welhen der Wafferfpiegel in dem einen 
Schenkel auf- und in dem anderen abwärts gemacht hat, der Niveauabjtand: 


EEE 


g. 23 
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z—=xsin.a + zsin.ß = x(sin.a + sin.ß). 
Fig. 806. daher iſt die Kraft: 
P= Ayz(sin.a + sin. 3), 
ferner die Acceleration: 
g(sin.a + sin.ß).x 
vr — DOT EEE . 


und die Schwingungsdauer: 





/ l 

Bee \ 9 (sin.a + sin.B) 

Sind endlicd) die Röhren von ungleiher Weite, jo fällt die Bejtim- 
mung der Schwingungsdaner bedeutend complicirter aus. Es fei A der 
Duerfchnitt und Z die Yänge der Mittelröhre, ferner &,, A, und !, Neigunge: 
winfel, Querfchnitt und Länge der einen, jowie «9, A, und l. Neigungs- 
winfel, Querſchnitt und Yänge der anderen Seitenröhre; denfen wir uns 
endlich das Waſſer in der Are des einen Schenfel® um x, geftiegen und im 
anderen um x, geſunken. Wir haben zunächft 


A 
Aızı —= Ast, daher x; — z 2 
2 


und die bewegende Kraft, auf A, reducirt: 
A 
P= A, (asin.a, + z,sina)y = (a, sin. + A,sin.e,) 2. 
2 
” Al; 

Die Waffermaffe in der Zwifchenröhre tft conjtant, und zwar — —— 
und da ihre Geſchwindigkeit in dem Verhältniſſe n zu der der Kraft fteht, 
diefelbe auf den Kraftpunkt reducitt: 


as 
— — ).Aly. 
()4 


Die Waſſermaſſe im erſten Schenkel iſt: 
— 
I 9 
__ As (la — 23) 
— — 


und die tm zweiten 


oder auf den Kraftpunkt reducirt: 
— (2) (ya — 2) Y . 
zu A, 9 
Eudlich folgt die von 7’ zu bewegende Maſſe: 
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ER  W @ I Iı — I, — ”) . 
— Ar u A 

— 2, 4 (+ — ar) 

— 4; Tr + -+7 = 

— 47 ſ — a] 

— A ar) A 


und die Acceleration: 


sin.d, sin. &, 
pP (7 er )on 








Wären die beiden Seitenröhren von gleichen Querſchnitte, jo hätte man 
A, = 4,, daher: 


__ (sin.a, + sin.ag)gaı __ (sin.e, + sin.a,)g&ı 
I ı + 5) — Ai!l 

I ls 

(7 + A, 4, A + 1 + 2 


und die Schwingungszeit: EIER 


Bo 
= gA(sin.cı + sin.) 


Anmerkung. Durch die Neibung und durd den Krümmungswiverftand erleis 


den natürlich diefe Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang, $. 22). 


Elliptische Schwingungen. Wenn ber Körper M, welder durd) 
eine Kraft P nad) einem feften Punkte C, Fig. 897, mit einer Ucceleration 
Fig. 897. p = ur — u. CM hingetrieben wird, 

eine Anfangsgefchwindigkeit c hat, deren 
Richtung von der Kraftrichtung abweicht, 
jo erfolgen feine Schwingungen nicht 
mehr in der geraden Linie, fondern in 
einer Ellipfe, wie aus Folgendem herz 
vorgehen wird. Es jei im dem Anfangs: 
punfte A der Bewegung die Bewegungs: 
richtung rechtwinkelig auf dem Abftande 
CA = a und die entiprechende Gefchwindigkeit —c. Yegen wir die Coor- 
dinatenaren durch C, und zwar die eine auf die andere rechtwinfelig gegen 
CA. Bezeichnen wir nun die Coordinaten CK und KM durd) x und y, 
fo haben wir die mit den Aren parallel gehenden Componenten 4 und r von 


p da = m iſ— 





y=yı und r= up. 


8. 24 


1048 [s. 24. 


Sind nun u und v die ebenfall® den Aren parallel gerichteten Compe- 
nenten der Geichwindigfeit ww des Körper M, jo haben wir nad) S. I 


Anhang: . 
u — V u (a? — 2°); 


Anbang. 


zugleich 


R—ı?—=2 [| rcy — 2u [ vay=un. und daher — V — ur”. 


Wenn fir y = b, r — 0 ift, fo folgt: — 
0 — 0? — ub2, daher — bV u und r —V ud? — 1). 


Nun ift aber u — Z we 42 daher folgt auch: 
A 6t 
u _ 9% —— — ex oy F 
— —— 
af? nf Y 
ur «) | (3) 


— 





—* 


26, V. der analytischen Hülfslehren): 


und daher (nach Art. 


arc. (sin. 


oder, da für = = u, 


a WE 0 Y ' 
) == arc. (sin. ) 4Con. 
y=oil, 


a 


a 


0 
arc. (sin. == are. ( Bin. == +) + Üon., oder 


— 
arc. (sin. = 1) = are. (sin. = 0) + Con. d. i. 5 = Con., ınt 
| —* 
arc. (sin. — .)- == are, (sin. — 9) 4 5 oder 
a ( } — — 
rc. \9ın. = arc. (sin — 5 == F 
a 
Wenn aber die — zweier 3 = — 5 beträgt, 


jo ift der Sinus 
des einen gleich) dem Cofinus des anderen, d. i. | 


_— — — — 


eh. (3) 


Da dies die Gleihung einer Ellipfe ift, To folgt auch, daß der 
Punkt, weldyer mit der Acceleration uz nad) C getrieben oder gezogen wird, 
in einer Ellipfe von den Halbaxen CA=aımd UR — b um ( läuft. 

Auch m: num: 

Gı 


e 


— daher die Zeit: 


Va G m) 
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/1 y 
= \ — (sin = 9 ferner umgefehrt: 


y=b sin. (Vu), jowie 2 — a cos. (t Va), 
ınd die Zeit zum Durchlaufen eines elliptifchen Quadranten, wenn man 
‚= b jegt: 


J b VE n 
= — arc. \sın. — — ) — — arc.(sın. = 1) = —, 
v; ( 5) u | 2Vu 
alſo die Zeit zum Durdjlaufen der halben Ellipſe: 


— 
Vr' 


und die Zeit einer ganzen Umdrehung oder Schwingung : 


2t, = 


aljo genau jo groß, als wenn die Bewegung eine geradlinig wieberfehrende 
wäre. Noch folgt: 


u —V wa? — 22)=V u (a? — a? [eos. (tV u)]?) = ua sın. (Vu) 
und 
v —V u(b?— y2) — ub cos.(t Vu), 
und daher die Umdrehungsgeſchwindigkeit: 
o— Vur + 2 — uV (a sin. tV a)? +(beos.tV a)*. 
Endlich fann man nod) 


wett (VD) +® 


=, 


2 
— 








cos. (Vu) und 








b — — . 7 
y-- I sin. (tVa) —- 3 sin. (tV u) 


jegen, und da nun die erften Glieder 


I cos. (tV u) und I > ® sin. (tVu) 





b 


.ı. 


— Fe — a 
einer gleihförmigen Bewegung in einem Kreiſe vom Halbmefler - - 


wi+ 


und die beiden anderen Glieder einer entgegengejegten gleichförmigen in einem 
—b 


2 





Kreiſe vom Halbmeſſer entſprechen, ſo kann man auch anneh— 


men, daß die elliptiſche Bewegung des Punktes aus zwei kreisförmigen 
Bewegungen zuſanmengeſetzt ſei, daß nämlich der Punkt gleichförmig in 
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it — 


einen Kreife von Halbmeſſer umlaufe, während fich das Centrum 





2 


a 





I 2 * + b. 

diefes Kreifes gleichförmig in einem Kreife vom Halbmeſſer — — fortbewegt. 
Zt db — 0, jo erfolgt zwar die Schwingung in einer geraden Yinie, 

allein man kann ſich auch denfen, daß diefe Schwingung aus zwei gleichen 

und entgegengefegten Kreisbewegungen zufanntengejegt jet. 


Wasserwellen. Die elliptijhen Scwingungsbeweguugen 
finden fi) den genauen Beobachtungen der Gebrüder Weber zufolge bei 
den Bewegungen der Waſſerwellen (franz. ondes; engl. waves) vor. Nicht 
allein jedes Waffertheildyen in der Oberfläche, fondern aud) jedes Waſſertheil⸗ 
chen unter derſelben beſchreibt während der Wellenbewegung des Waſſers eint 
Ellipſe. Wegen des Widerſtandes am Boden find jedoch die Ellipſen umter 
dem Waffer Heiner als die an der Oberfläche, und nehmen überhaupt mit 
dem Abftande von der Oberfläche ab. Die verfchiedenen Elemente im Waſ— 
ferfpiegel, jowie in jeder anderen Fläche parallel zu demfelben, befinden fid 
in demfelben Augenblide in den verfchiedenften Bewegungsphafen ; während 
ein Element 4, Fig. 898, jeine Bahn in (0) beginnt, ijt ein Element B 


Kia. 898. 





ichon in (1), ein anderes C in (2), ein drittes D in (3), ein viertes Z ın 
(4) u. ſ. w.; es bildet aljo im diefem Augenblide der verticale Durchſchnitt 
der Oberfläche des Waflers eine cykloiden- oder trocoidenförmige Curve 
ABCDEFGHJ. Bor dem Cintritte der Wellenbewequng waren die 
Elemente in den Mittelpunften X, L... N ihrer Bahnen und bildeten den 
horizontalen Wafferfpiegel XN, während der Wellenbewegung hingegen be: 
finden fie ſich zum Theil über, zum Theil unter dieſer Ebene, und haben 
natürlich ſtets ein Beſtreben, nad) ihren Ruhepunkten X, Z... N zurüd» 
sufehren. Die elliptifchen Schwingungen finden jedod wur jo lange ftatt, 
als die Wellen unverändert bleiben; nimmt aber die Größe derfelben allmälig 
ab, fo wird auch die Bahn eines Elementes nad) und nach eine engere umd 
engere, und bildet daher Feine Ellipfe mehr, fondern eine Spirallinte. Umge— 
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fehrt bildet jich ficherlich bei der Entjtehung und dem Wachſen der Wellen 
die elliptifche Bahn erſt allmälig aus einer Spivallinie heraus. 


Nach einem Zeittheilchen ift A in feiner Bahn nad) (1), B nad) (2), C 
nad) (3) u. f. w. gerückt, und dadurd) die Welle um den Horizontalabftand 
KL zwiſchen je zwei Elementen fortgejchoben worden; nad) Verlauf eines 
zweiten Zeittheilchens befindet jid) ferner A in (2), Bin (3), Cin (4), 
und es ift die Welle wieder um den Abjtand XL = LM fortgerüdt; 
und fo bewegt fich bei dem ferneren Umlaufe der Wafferelemente die Welle 
immer weiter und weiter fort, bis jie am Ende einer vollftändigen Umdrehung 
eines Elementes in feiner Bahn ihre eigene Yänge KN durdjlaufen hat. 
ad) einer halben Umdrehung eines Waflerelementes ift wie Fig. 899 zeigt, 


Fig. 899. 





an die Stelle eines Wellenberges ein Wellenthal und an die des leg: 
teren ein Wellenberg gekommen. Diejes Fortichreiten der Welle befteht natlir- 
(ich in feiner befonderen Bewegung des Waſſers, fondern nur in einem ort: 
rüden einer und bderjelben Bewegungsphafe, 3. B. in dem Fortrücken des 
Wellengipfel® J (Fig. 898) nad) O, Pu. f. w. Kennt man die Umlaufs- 
zeit £ eines Waflerelementes und die Yänge AJ — s einer Welle, jo kann 
man die Fortpflanzungsgeihwindigfeit derfelben durch die For— 


mel e — 7 berechnen. 


Die Höhe einer Welle, oder die Summe von der Höhe eines Wellenberges 
und der Tiefe eines Wellenthales ift der verticalen Are 2b der Ellipfe gleich), 
in welcher die Waſſerelemente an der Oberfläche umlaufen; die Länge 06 
des Wellenthales übertrifft die halbe Wellenlänge um die horizontale Are 
2. jener Ellipfe, und die des Wellenberges ift natitrlic um fo viel kürzer 
als die halbe Yänge der ganzen Welle. Hiernach wäre der Querſchnitt 
eine® Wellenthales größer als der eines Wellenberges; da dies aber wegen 
der Unveränderlichkeit des Waſſervolumens nicht möglich ift, fo müſſen die 
Mittelpunfte der elliptifchen Bahnen noch etwas über dem Niveau des ruhi— 
gen Waſſerſpiegels ſtehen. 
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Weber's Versuche. Nach Weber's Verfuchen ift die Bahn, tm welcher 
fich jedes Waflerelement an der Oberfläche einer Welle bewegt, eine wenig ge 
drüdte Ellipfe, nad) Emy follen hingegen bei den Meereswellen die Wafler- 
elemente aufrechtitehende Ellipfen durchlaufen. Mit der Tiefe der Elemente umter 
der Oberfläche nehmen beide Aren ihrer elliptifchen Bahnen ab, jedoch, beionder: 
nad; Weber, die verticalen Aren mehr al$ die horizontalen Aren. Nach der 
Tiefe zu jcheint ein Fortſchreiten der Wellen nicht ftatt zu finden: ſenkrech 
unter einander befindliche Wafjerelemente befinden fi), den Beobachtungen 
der Gebrüder Weber zufolge, gleichzeitig in einer und derjelben Bewe 
gungsphafe, wogegen die in einer horizontalen Linie liegenden Elemente eme 
ftetige Folge der Bewegungsphafen bilden. Aus den erwähnten Beob- 
adhtungen geht ferner noch hervor, daß die Umlaufszeit eines Elementes, 
oder die Zeit, innerhalb welcher eine Welle um ihre eigene Yänge fortichreitet, 
vorzüglich von dem Berhältnifie der beiden Bahnaren abhängt; je größer 
das Verhältniß der horizontalen Are 2a zur verticalen Are 2b der Bahn 
tft, defto größer iſt auch die Umlaufszeit. Die tiefer liegenden Waſſertheile 
durchlaufen ferner ihre Bahnen in kürzerer Zeit, als die in der Oberfläche 
woraus twieder gefolgert werden muß, daß auch die Wellenlängen nach dem 
Boden zu abnehmen. 


Die Fortpflanzungsgeichwindigfeit c — = einer Welle hängt, da die Um— 


laufzeit ? mit dem Berhältnifie z wächft, nicht allein von der Yänge s, 


jondern auch von der Höhe b ab. Wenn eine Welle zwijchen parallelen 
Wänden, z. B. in einem Ganale fortjchreitet, fo bleibt ihre Breite umver- 
ändert; es nimmt aber ihre Höhe d allmälig ab und ihre Yänge allmälig ie 
zu, daß in der ortpflanzungsgefchwindigkeit nur diejenige Veränderung ein- 
tritt, welche aus der Keibung des Waſſers an den Wänden refultirt. Wenn 
hingegen eine Welle auf Feiner Seite in ihrem Fortichreiten gehindert wird, 
und diefelbe einen im fich jelbft zuriidlaufenden Wall bildet, jo vergrößert ſich 
ihre Yänge und Breite zugleich, und zwar auf Unfoften ihrer Höhe, und 
fie wird allmälig jo flad), daß fie in Furzer Zeit von dem Auge nicht mehr 
wahrgenommen werden kann. Iſt eine folche Welle anfangs nicht kreisförmig, 
jo nähert fie ſich wenigftens der Kreisgeftalt immer mehr und mehr, je 
weiter fie fortjchreitet. Na) den Weber'ſchen Verſuchen ſoll die Höhe in 
arithmetifcher Progreffion abnehmen, wenn die Welle in geometrifcher Bro- 
greſſion fortichreite. Die Gefchwindigkeit des Fortſchreitens einer jolchen 
Welle nimmt allmälig ab, je weiter diefelbe fortfchreitet. Wenn unıgefehr: 
eine Welle von außen nad) innen fortichreitet, und fich dabei immer mehr und 
mehr zufammenzieht, fo nimmt diefelbe an Höhe und Yänge, ſowie auch an 
Geſchwindigkeit, allmälig zu. 
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E83 findet hiernad ein großer Unterfchied zwifchen den Waflerwellen und 
en Scallwellen ftatt. Während bei diefen Wellen die Yortpflanzunge- 
eſchwindigkeit nur von der Elafticität und Dichtigfeit des Mediums abhängt, 
jt diefelbe bei jenen Wellen nur eine Function der Wellenhöhe und Wellen- 
änge. Wenn die Wellenbewegung des Waſſers durch eine faft momentan 
oirfende Kraft, z. B. durd) Eintauchen und jchnelles Herausziehen eines feiten 
?örpers aus dem Wafler, veranlagt wird, fo beichreiben die Waflerelemente 
mmter Feiner und Fleiner werdende elliptifche Bahnen, oder vielmehr im Gan- 
en jic immer mehr und mehr zufammenziehende Spirallinien, und e8 fallen 
yierbei auch die Umdrehungszeiten immer Heiner und Heiner aus. Dieſem 
Bewegungsverhältnifie ift dic Entftehung einer ganzen Reihe immer Fleiner 
nd Feiner ausfallender Wellen beizumefien. Bei dem weiteren Fortjchreiten 
verden die folgenden Wellen von dem vorhergehenden immer mehr und mehr 
verftärkt, während die vorderfte Welle fich in kurzer Zeit fo ſehr verflacht, daß 
ie von dem Auge nicht mehr wahrgenommen wird. Diefes Zujammenfliegen 
yer Wellen verurjacht die Entjtehung Heiner Wellenſyſteme, welche bejonders 
auf den Vorderflächen der Hauptwellen zahnförmig auftreten. Dieſe Hleineren 
Wellen oder Zähne fchreiten, nadı Poiſſon und Cauchy, gleichförmig be— 
chleunigt fort. 


Hagen’s Versuche. ad) den neueften Forſchungen des Herrn Geh. Ober: $. 27 
bauraths Hagen (f. den Seeufer- und Hafenbau von ©. Hagen, 1. Band, 
Berlin 1863, welcher den 3. Theil des Handbuches der Wafjerbaufunft von dem- 
jelben Berfaffer bildet, forwie auch deffen Abhandlungen iiber Wellen auf Ge- 
wäſſern von gleichmäßiger Tiefe, Berlin 1862) befchreiben die Waflertheile bei 
Wellen iiber einem fehr tiefen Grunde, mit conftanter Winkelgeſchwin— 
digkeit, reife, deren Durchmefjer nad) unten zu allmälig abnehmen, fo 
daß fie am Boden unendlich Klein ausfallen. Ein Waflerfaden, welcher in 
der Ruhelage fenfrecht ſteht, wird folglic, hiernac) bei der Wellenbewegung, 
ähnlich wie ein Getreideftengel beim Winde, um diefe Verticale jo Hin- und 
herſchwingen, daß dabei der Fußpunft unverändert bleibt. Die Wellenlinie, 
oder die Curve, welche die in gleicher Umdrehungsphafe befindlichen, in der 
Ruhelage eine horizontale Linie bildenden Punkte verbindet, ift deshalb eine 
geftredte Eycloide, deren Stredung mit der Tiefe jo abnimmt, daß fie nahe 
über dem feſten Boden eine gerade Linie bildet, während fie an der Oberfläche einer 
gemeinen Cycloide am nächjten kommt. Aus dem Halbmefler r der gemeinen 
Cyeloide, deſſen Größe ſich bei hohen Meereswellen auf 50 Fuß fteigert, 
folgt die Wellenlänge —=2rr, die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit derjelben: 

e= V2g9r = —— 


die Periode einer Welle: 
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] V% EL 
— — ; — — —, 
4 9 9 


und die Winkelgeſchwindigkeit, mit der ſich die Waſſertheile in ihren von oben 
nad) unten allmälig abnehmenden Kreisbahnen bewegen, co — = . 


Der Mittelpunkt des Kreifes, in welchem ein tieferes Waſſertheilchen um- 
läuft, beftimmt ſich aus dem Halbmeſſer 2 dieſes Kreiſes durch den Abitand 
y dejjelben von dem Mittelpunkt des erjten Kreiſes vom Halbmeſſer r. mittels 


der Formel 
y=rI. (=) . 
£ 


Umgefehrt it 2 — re r, wo e — 2,71828 ..., die Grundzabl des 


natitrlichen Potenzenfyftemes bezeichnet. Man kann hiernady leicht ermefien, 
daß die Schwingungsfreife mit der Tiefe außerordentlich ſchnell abnehmen, 
z. B. fürr = 10 Buß, ift in der Tiefe y — 50 Fuß, z — 10.0 
— 3,50 Fuß und in der Tiefe y — 200 Fuß, fällt 2==10.e 98 — 0,15 
Fuß ans. 

Bei Wellen von geringer conftanter Tiefe find dagegen, wie auch jchen 
Scott Rufjell angegeben hat, die horizontalen Bewegungen der über 
einander befindlichen Waſſertheile glei, groß; es behält daher der anfangs 
verticale Waflerfaden bei der Wellenbewegung feine verticale Stellung , ver- 
ändert dagegen hierbei jeine Länge und Dicke. Die einzelnen Waſſertheilchen 
befchreiben Hier geſchloſſene Curven von gleichem horizontalen, und von 
einem veränderlichen mit der Tiefe allmälig abnehmenden verticalen Durch 
mefier; diejelben jind jedod) nur unter der Borausjegung, daß die Welln- 
höhe gegen die Waſſertiefe unendlich Hein ift, Ellipfen. 

Bei endlicher Tiefe des Waſſers und großer Wellenhöhe find die Geſetze 
der Wellenbewegung jehr complicirt. 


Interferenz der Wasserwellen. Wenn fi zwei Waſſerwellen 
durchkreuzen, fo treten im Allgemeinen diejelben Erfcheinungen ein, wie bei den 
Luft- und anderen Wellen; e8 jest auch hier jede Welle nad) dem Zuſammen— 
treffen ihre Bewegung fort, ald wenn e8 gar nicht jtattgefunden hätte; nur findet, 
nad) Weber’8 Beobachtungen, ein Heiner Zeitverluft ftatt, jo daß eine Welle 
ein wenig mehr Zeit braucht, einen gewiſſen Weg zu durdjlaufen, wenn fie durch 
eine andere Welle hindurchgeht, als wenn fie frei fortichreitet. Kommen zwei 
Wellenbergezufammen, fo entjteht ein faft doppelt jo hoher Berg, und ebenſo 
geben zwei Wellenthäler bei ihrem Zuſammentreffen ein faſt doppelt jo 
tiefes Thal, als bei einer einfachen Welle. Die Weber'ſchen Verſuche führen 
auf das Verhältniß 1:1,79 zwiſchen den Berghöhen der einfachen umd der 
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pelwelle. Bei der Interferenz oder dem Zuſammenkommen eines 
enberges mit einem Wellenthale heben jich beide gegenjeitig auf und es 
t die betreffende Stelle im Niveau des ruhigen Waflerfpiegeld. Was 
Bahnen der einzelnen Wailerelemente anlangt, jo gehen diefe bei dem 
ımmentreffen von zwei gleichen Wellen in gerade Yinien über, die im 
jgipfel ſenkrecht, entfernt von demjelben, aber chief, jedoch jo jtehen, daß 
ich oben gegen den Gipfel neigen. 

Benn ferner eine Wafferwelle gegen eine feite Wand anjtößt, jo wird 
on derjelben jo zuridgeworfen, als wenn fie von einem Orte herkäme, 
eben jo weit hinter der Wand abfteht, al8 der Ausgangspunft der Welle 
derjelben, und e8 geht die zuritdgeworfene Welle ebenjo durch die ankom— 
de hindurch wie zwei ſich kreuzende Wellen überhaupt. 

in Fig. 900, T., IT. bis V. find die Erſcheinungen, welche ſich beim 


Fig. 900. 





rlidwerfen einer Welle ABCDE durd) eine feite Wand MN darbie- 
i, vor Augen geführt. In I. kommt eben der Wellenberg U DE an der 
and MN an, und es beginnt das Reflectiren in Form einer umgekehrt 
ufenden Welle C) Di An; in II. ift der Gipfel D des Wellenberges an der 
sand angefommen, und es hat ſich mit demjelben die Hälfte D, Fr des zu- 
idgeworfenen Wellenberges vereinigt, Folglid) entjteht ein halber Wellenberg 
'6r von faſt doppelter Höhe. In III. erreicht eben erſt das Wellenthal 
. BC die fefte Wand, während der zurücdgeworfene Wellenberg C, D, Eı 
ber demjelben Hinweggeht; es tritt daher eine Interferenz ein, wobei die 
delle einen Augenblid lang ganz verichwindet. In IV. trifft die Thaljohle 
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B der anfommenden Welle mit der Thaljohle B, der zurüdgeworfene 
Welle an der Wand zuſammen, es bildet jich folglicd) ein halbes Thal AS 
von der doppelten Tiefe. In V. ift endlich die anfonımende Welle ABCDE 
volljtändig durch die Wand M N zuriidgeworfen, und dadurch im die umge 
fehrt laufende Welle A, Bi Ch D, Eı verwandelt worden. 

Fig. 901. 





Die Bahnen der Waflerelemente erleiden durd) den Anſtoß an die feite 
Wand diefelben Veränderungen, wie bei dem Durdjfreuzen zweier Wellen; 
es wird auch hier in der Nähe der Wand der horizontale Theil dieler Be 
wegung immer mehr umd mehr aufgehoben, und dagegen der verticale 
Somponent mehr und mehr verjtärkt, jo dag nahe an der Wand dieſe Ban 
in eine verticale, und entfernter davon in eine fchiefe Pinie übergeht. Stöft 
die Welle chief gegen eine feite Wand, jo wird jie, wie jeder elaſtiſche Kör— 
per, unter demjelben Winkel zuritdgeworfen, unter welchen, jie auftrüfft. 
Trifft die Welle nur theilweife gegen ein Hinderniß, jo treten die Erfcheinun: 
gen der fogenannten Inflerion ein, wobei fid) neue Wellen um die äußerſten 
Enden diefer Hinderniffe herum bilden. 

Endlich entftehen die ftehenden Wellen des Waſſers wie die einer 
Saite oder eines anderen feiten Körpers, wenn jich zwei gleich lange Wellen 
kreuzen, deren Ausgangspunfte um das 1, 3,5,7 ... fache des Viertels 
einer Wellenlänge von einander abftehen. Es ji ABUDEFGH, fig. 902 
I. und II., die eine, und A, B, Cı D, Eı Fı Gi H, die andere Welle. In 
den Punkten X, L, M, N, wo beide Wellenzüge von der Mittellinie glei 
weit abftehen, ſich aljo die Bewegungen anfheben, bilden ſich fefte Inter- 
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ferenzpunfte, dagegen liber und unter den Punkten O, P, Q, R, wo jid) 
beide Wellenlinien jchneiden und daher die Wege verdoppeln, entjtehen abwed)- 
jelnd Berggipfel und Thaljohlen. 


Sig. 902. 
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Anmerkung. Den vollſtändigſten Unterricht über die Wellenbewegung ertheilt 
folgendes Werk: Wellenlehre auf Erperimente gegründet, u. ſ. w, von den Brüdern 
E. H. Weber und W. Weber, Leipzig 1825. Einen guten Auszug hiervon 
findet man in dem Lehrbuche der mechaniſchen Naturlehre von Auguſt. Auch iſt 
hierüber nachzuleſen: Müller's Lehrbuch der Phyſik und Meteorologie, Bd. J. 
Die Abhandlungen über die Wellen von Laplace, Lagrange, Flaugergues, 
Gerjiner und Poiſſon findet man in dem Weber’fhen Werfe ſehr vollftindig 
mitgetheilt und fritifirt. Weber Cauchy's „Wellen: Theorie” und Bidone's 
„Berfuche” findet man Ausführlicheres in Gehler’s phyſikaliſchem Wörterbuche, 
Art. Wellen. Emy's „Wellentheorie” ift unter dem Titel „Ueber die Bewegung 
ver Wellen und über ven Bau am Meere und im Meere“ von Wieſenfeld 
überjegt, und 1839 in Wien erfchienen. Die Schriften von Hagen find oben 
$. 27 citirt worden. Auch handelt Airy von der Theorie der Waflerwellen im 
Artifel „Tides and Waves“ ver Encyclopädia metropolitana Vol. V. 
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Alphabetifhes Sachregiſter. 


Die angegebenen Ziffern geben die Seitenzahl an. 


A. 


Abbrechen, 418. 

Abdrücken, Abfcheeren (Wiverftand dei: 
jelben), 339. 372. 

Aberration des Sternenlichtes, 120. 

Abhängigvariable, 1. 

Abhang, 921. 

Abicifien, 2. 

Abſeiſſenacceleration, 114. 

Abfeifiengeichwindigfeit, 113. 

Acceleration, 76. 81. 92. 

Adhäfionsfraft, 131. 728. 

Anhäftonsplatten, 729, 

Aörodynamif, Aeroftatif, 133. 

Aichen, Aichmaß, 942, 

Aggregatzuftände, 130. 

Anfangsgeihwindigfeit, 76. 608. 1047. 

Angriffspunft, 131. 159, 

Anfaggerinne, kurze (Ausfluß durch) 814. 
816. 

Anfagröhren, coniſch convergente, 827. 

Anfagröhren, conifch divergente, 828. 

Anfagröhren, furze (Ausflug durch) 818. 
820. 

Anfagröhren, furze conifche, 827. 857, 

Anjagröhren, kurze cylindrifche, 819, 854. 

Anfagröhren, kurze innere, 821. 

Anfagröhren, Furze fchiefe, 823. 

Anfagröhren, lange, 829. 

Anjchwellungen der Flüfle, 939. 

Antifricetiongzapfen, 316. 





Anziehungsgelege, magnetijche, 1022: 

Aräometer, Senfwagen, 724. 

Arbeit ver Gentrifugalfraft, 546. 

Arbeit ver comprimirten Luft, 749. 02 

Arbeit der Neibung, 280. 302. 

Arbeit ver Trägheit, 139. 543. 

Arbeit ver Wärme, 902. 

Arbeit einer Kraft, mechanijche Arbeit, 
136. 154. 176, 

Arbeitseinheit, 137. 

Arbeitsmodul der Glafticität und Ar 
itigfeit, 349. 419. 

Arbeitöverluft beim Stoß, 640. 349. 

Archimedes’ Princip, 723. 

Afymptote, 17. 19, 20. 

Atmofphäre, Atmojphärendrud, 743. 

Atwood’fhe Fallmaſchine, 566. 

Aufhängepunft, 216, 630. 

Auftrieb, 708, 763. 

Ausdehnung der Luft, 747. 

Ausdehnung durh Wärme, 759. 

Ausdehnung, elaftiihe und permanente, 
341. 360. 

Ausdehnungscoefficient, 759, 

Ausdehnungsfräfte, 340. 

Ausdehnungsverfuche, 359. 

Ausfluß aus bewegten Gefäßen, 753. 

Ausflußcoefficient des Waflers, 790. 

Ausflußcvefficienten der Luft, 910. 

Ausflug der Luft aus Gefühen, SM. 
900. 905. 907. 

Ausfluß des bewegten Waflers, 308. 

Ausfluß des Waſſers aus Gefäßen, 768. 


Alphabetifches Sachregiſter. 


sflußgeichwindigfeit, 766. 
sflußmenge, Ausflußquantum , 766, 
399. 
sflußmündung, Ausfuföffnung, 766. 
sfluß unter veränderlihem Drude, 
376. 918. 

ſsfluß unter Wafler, 772. 

‚sfluß verfchiedener Alüffigfeiten, 771. 
896. 

isfluß, voller, 819. 

isſchlag, Ausichlagswinfel, 615. 

ce eines Kräftepaares, 172. 

ce, freie, 590. 

ve, Umoprehungsare, 172. 214. 539. 
rendrud, 217. 

renfchicht, neutrale, 376. 


B 


zalken, 384. 388. 393. 396. 
Jalfen, geipannte, 525. 
Jalfen, hohle, 403. 443. 
Jaltitif, 103. 1004. 
Balliftifches Penvel, 659. 
Barometer, 742. 
Barometrifches Höhenmeflen, 754. 
Barpeentrifche Methode, 208. 
Becher, hyprometrifcher, 952. 
Beharrungsvermögen, Trägheit, 125. 
Beharrungszuftand des fließenden 
Waflers, 923. 
Belaſtung, ercentrifche, 446. 
Berührungslinie, 7. 
Beihleunigung, 76, 
Beichleunigung der Schwere, 81. 127. 
Bette, Flußbette, 921. 
Bewegung, abfelut, relativ, 73. 117, 
Bewegung, beichleunigt, verzögert, 74. 
Bewegung der Luft in Röhren, I16, 
Bewegung des Waſſers in Rlußbetten 
u. f. w., 921, 935. 
Bewegung des Waflers in Röhren, 835. 
Bewegung, einfache und zuſammen— 
geiegte, 94. 
Bewegung, geradlinige und krumm— 
linige, 73. 
Bewegung, gleichförmige und ungleich: 
förmige, 74. 
Bewegung in wiberjtehenden Mitteln, 
1001, 


1059 


Bewegungsarten, 539. 

Bewegungshindernifle, 1043. 

Bewegungsmoment, 636, 

Bewegungsphafen, 1028, 

Biegung, 375. 

Bieqgungsfeftigfeit, 339. 416. 

Biegungsmoment, 378. 380. 398. 402, 

Binomialfuncion, 25. 

Binomifche Neihe, 25. 

Bodendrud, 697. 

Bölhung, 235. 698. 927. 

Bogenlänge, 53. 

Brachyſtochronismus, 625. 

Brechungsebene, Brechungoquerſchnitt, 
461, 

Bricolwinfel, 861. 

Brunnenzoll, 949. 


C. 


Calotte, 559. 

Gapillarität, 728. 

Gataracte, 842. 

GSentralftoß, 633. 635. 

Gentrifugalfraft, 574. 

Gentrifugalfraft des Waflers, 685. 696. 

Gentripetalfraft, 574. 

Ginematif, 122, 

Gohäfton, 337, 728. 

Gohäfionsfraft, 131. 

Gommunicirende Nöhren, 689. 727. 

Gomponenten, 97. 142. 1045. 

Goncavität, 7. 23. 

Gonifche Röhren, 838. 

Gonitante Factoren, 9. 29. 

Gonftante Glieder, 9. 20. 

Gonitante Größen, L 9. 

Conſtante Kraft, 134, 

Gontraction , Gontractiongevefficient, 
788. 910. 

Gontraction, vollfommene und unvoll 
fommene, 806. 824. 853. 

Gontraction, vollftändige und unvoll- 
ftändige (partielle), 803. 

Gontractiongfcala, 802. 

Gontrahirte Waflerftrahlen, 787. 789. 

Gonverität, 7. 23, 

Goordinaten, 2. 

Gofinus: und Gotangensiunstion, 39. 
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Burven, convere, concave, 7. 12. 22. 
Cycloide, Gneloidenpenvel, 621. 622. 
Cylinder, hohler, 409, 


D. 


Dampf, Dichtigfeit veflelben, 761. 

Dampf, Erpanſivkraft deflelben, 3. 

Daniel Bernoulli, 770. 

Dichtigfeit der Körper, 128, 

Dichtigfeit (mittlere) der Erde, 1017. 

Dichtigfeit der Luft, 761. 

Dichtigfeit des MWaflerdampfes, 761. 

Dichtigfeit des Waflers, 128, 

Differenzial, 6. 

Differenzialverhältniß, 
tient, 7. 

Directionsfraft der Magnetnadel, 1019, 

Drehflappe, 367. 869, 

Drehpunft, 222, 

Drehung, 177. 178. 538. 

Drehungselaftieität, 339. 459. 

Drehungsfeitigfeit, Torfiongfeftigfeit, 494. 

Drehungshalbmefler, 547. 575. 

Drehungsmoment, 490. 543. 1020. 

Drehwage, 1016. 

Droffelventil, 867. 

Druck der Luft, 742, 753, 

Drudfeitigfeit, 338. 339. 

Drudhöhe, 688. 767, 775. 

Druck, hydrauliſcher, hydrodynamiſcher, 
774. 

Drud, bydroitatifcher, 679, 689, 690, 

Drud im Waffer, 681. 

Drud und Zug, 124. 338, 

Drud:, Verlical-, Horizontal:, 698, 

Durdbiegung, Ginbiegung, 384. 435, 

Dynamif, 123. 133, 


Differenzialque: 





©. 


Ebene, jchiefe oder geneigte, 239. 241. 
605. 


Gigenthümliches Gewicht, 129. 
Ginfallsloth, Ginfallswinfel, 650. 
Einheit der mechanischen Arbeit, 137. 
Ginrammen, 664. 

Glafticität, 131. 337. 742, 1011, 
Glafticitätsgrenze, 337. 342, 


Alpbabetifhes Sachregiſter. 


Glafticitätsmopdul, 344. 373. 1015. 
Glaitiiche Linien, 380, 488. 
Elaſtiſch-flüſſige Körper, 678. 
Elemente, 6. 

Glevationswinfel, 104. 

Gllipfe, 18. 251. 

Ellipſoid, 560. 

Glliptifche Bewegung, 1047. 
Glengatien, 615. 

Gmporiteigen, ſenkrechtes, 84- 
Gndgeichwind:gfeit, 76. 
Gromagnetismus, 1020. 1025. 
Gvolute, 56. 

Ereentrifcher Drud und Zug, 517. 
Greentriicher Stoß, 633. 661. 
Grpanfivfraft der Luft, 742. 759, 
Grpanfivfraft des Waſſerdampfes, 3. 
Grponentialfunction, 31. 


F. 


Fall oder Fallen der Körper, 
605 625. 

Rallmafchine von Atwood, 566. 

Kallwinfel, Neigungswinfel, 281. 605. 

Federn, Kederdynamometer, 472, 

ederfraft, 131. 

Seftigfeit, 338, 

Seftigfeitsmodul, 347, 418. 

Fläche, frumme, 8. 

Rliehfraft, 574, 

Fließende Wafler, 921. 

Slügelrad, hydrometriſcher Alugel , 958, 

Zlüfftgfeiten, flüffige Körper, 130. 67%. 

Alusbetten, 921. 

Kortpflanzungsgefchwindigfeit , 
1051. 


3. 81. 


1028, 


Ägrtrollen, 571. 

Kortfchreitende Bewegung, 539. 
Friction, 276. 

Frictionsräder, 303. 565. 

Füllen und Leeren der Scleufen, 89, 
Functionen, 


G. 


Gay⸗Luſſac'ſches Gefek, 759. 
Safe, Luftarten, 742, 
Sasmefler, Gasuhr, 989. 
Gefälle, 921, 


Alphabetiſches Sachregiſter. 


zefäßbarometer, 712, 

efäßmanometer, 745. 

seoftatif, Geodynamik, Geomechanik, 133. 

Heſchmeidig, 338. 

zeſchwindigkeit, 74, 

Hefchwindigfeit des fließenden Waſſers, 
922. 

Sefchwindigfeit des Schalles, 1032. 

Sefchwindigfeit, mittlere, 89, 92. 922, 

Seihwindigfeit, virtuelle, 155. 

Sefhwindigfeitscoefficient, 786. 910. 

Beichwindigfeitshöhe, 83. 775. 

Sefchwindigfeitsveränderung , vlößliche, 
851. 

Sefeg von Mariotte, 746. 

Sefeg von Gay-Luſſac, 759 

Sewicht, abjolutes, 124, 127. 129, 

Gewicht, fpecififches oder eigenthümliches, 
129. 721. 

Sewichtseinheit, 125, 

Sleihförmige Bewegung, 74, 
Stleihformig beichleunigte, gleichförmig 
verzögerte Bewegung, 75. 77. 80, 
Sleichförmig veränderte Bewegung, 75, 

Gleichgewicht, 123. 124. 
Sleichgewichtsarten, 216. 217. 231. 
Steichheit der Kräfte, 124. 
Gramm, Kilogramm, 125, 

leiten, 277. 605, 

Graphiſche Daritellung, 2. 90. 
Größen, conitante und variable, L, 
Srundbette, 921. 

Guldiniſche Regel, 208. 


H. 
Haarröhrchen, 738, 
Haͤhne, 866. 869, 
Härte, 338, 643. 
Halszapfen, 314. 
Hauptaren, 590. 
Hebei, Hebelarten, 222. 223, 310. 
Hebelarm, 161. 
Hebermanometer, 744. 
Herabgleiten, 609, 
Herabrollen, 612, 
Horizontal: und Verticaldrud, 698. 702, 
708, 
Hoyer, Rammbär, 664. 
Hydrodynamif, Hydroftatif, 133, 766, 
Hydraulif, 133, 
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Hydrometer, Öydrometrie, 942. 955. 
Hydrometriſches Alügelrad, 958. 
Hydrometrifches Pendel, 966. 
Hyperbel, 19. 48. 

Hyperbolifche Logarithmen, 32. 48. 
Hydroſtatiſche Wage, 722, 


I. 
Inflerion ver Wellen, 1056, 
Infleriong: oder Wendepunft, 22, 
Interferenz der Wellen, 1030. 1055. 
Integral, Integralrehnung, 28. 
ntegralformeln, 41. 
Intenſität einer Kraft, 132. 
Intenfität des Gromagnetismus, 1026. 
Sinterpolation, 66. 
Iſochronismus, 606, 624. 625, 


K. 


Kegelventile, 871. 

Keil, 244. 296. 462, 

Kettenbrüde, 259. 

Kettenlinie, 260, gemeine Kettenlinie, 266. 

Kettenreibung, 325. 328, 

Klappenventile, 866. 8ZL. 

Kloitergewölbe, 210. 

Kniehebel, 224, 

Knieröhren, 860, 

Knoten, 248, 

Körnerfpigen, 316, 

Körper, materielle over phyſiſche, 122. 

Körper, ftarre, biegfame und elaftifche, 
247. 


Körper von gleihem Widerſtande, 356. 
464. 470. 505. 

Kolbenftange, 504. 539. 

Kraft, Kräfte, 122. 123. 131. 174. 

Kraft, lebendige, 141. 

Kräftepaar, 167. 378, 

Kräftemaß, 126, 

Kraftmoment, 162. 380. 

Kraftrichtung, 131. 

Kreis, 2. 

Kreisbogen, Schwerpunft deflelben, 183. 

Kreisfunctionen, 38. 

Kreifel, 576. 

Kreispendel, 614. 

Kropfröhren, gefrümmte Röhren, 862, 

Krümmungshalbmefler, Krümmunge: 
freis, 55. 110. 379. 
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KRrummlinige Bewegung, 109. 113. 156. 
Kugel, 194. 203. 554. 571. 612. 713. 884. 


Kurbel, 39. 539, 
Kurbelftange, 503. 539. 


x. 


Labiles Gleichgewicht, 217. 233. 

Yänge einer Welle, 1024. 1051. 

Yängenihwingungen, 1011. 1027, 

Laft, 223. 271. 

Lebendige Kraft, Princip derfelben, 139. 
141. 

Leeren der Ausflußgefäße, 876. 

Lesbros’ Verſuche, 312, 

Leiftung, Arbeit einer Kraft, 136. 

Leiſtung der Gentrifugalfraft, 576, 

Leiftungsvermögen des fließenden Wal: 
fers, 767. 

rinie, elaftifche, 380. 383, 

Linie, gerade, 17. 

Kogarithmen, 32. 

Luft, Ausfluß derfelben, 898 900, 905. 

Luftballen, 764. 

Luft, Dichtigfeit derfelben, 761, 

Luft, Luftdruck, 743. 

Luftmanometer, 762. 

Luftpumpe, 756. 

Luftihichten, 758. 


M. 


Mac Laurin’s Neihe, 25. 

Magnetismus, 1020. 

Magnetifche Kraft, 131. 1022, 

Magnetnabdel, 1019. 

Manometer, 742, 744. 

Mariotte’fches Geſetz, 5. 746. 

Mafle, 127. 

Maflenmoment, 543. 

Materie, 124. 

Materieller Punkt, 133. 

Materielles Pendel, 614. 

Marimal: und Minimal» Gontraction, 
800. 

Marimal: und Minimal: Spannungen, 
481. 

Marimum und Minimum, 21, 

Mechanik, 122, 

Mechanifche Arbeit, 136. 176, 

Metacentrum, 717. 


Alpbabetifches Sachrtegiſter. 


Metallfedern, 472. 

Methode der kleinſten Duavrate, 63. 

Mittel, arithmetifches, 65. 

Mittelfraft, 145. 

Mittelpunkt der Mafle, 130. 540. 

Mittelpunkt des Schwunges, 627. 

Mittelpunft des Stofes, 603, 658. 

Mittelpunkt des Waflerdrudes, 691. 

Mittelpunkt paralleler Kräfte, 174. 

Modul der Glaitıcität und Feitigfer, 
344. 346. 

Modul der Logarithmen, 33, 

Molecularwirfungen, 728. 

Molecule, Molecularfraft, 131. 728. 

Moment eines Kräftepaares, 167. 168. 

Moment, magnetiiches, 1020, 1026. 

Moment paralleler Krüfte, 174. 

Moment, ftatifches oder Kraftmement, 
162, 

Moment, Trägheitsmoment, 543. 

Munpdftüde, Gin: und Ausmundungeitud, 
541, 846. 

Mündung in der tunnen Wand, 77. 
596, 910, 

Mündungen, rectanguläre, 2778. 74. 
808, 812, 

Muskelfraft, animalifhe Kraft, 131. 


N. 
Naturgeſetze, 3. 
Natürliche Logarithmen. 32, 48. 
Naturlehre, 122. 
Neil’fhe Parabel, 53. 
Nicholfon’fhe Senkfwage, 725. 
Normale, 55. 
Normalacceleration, 111. 573. 
Normalfraft, 156. 573, 


O. 


Obelisk, Ausfluß aus demſelben, 885. 
Obelisk, Schwerpunkt deflelben, 201. 
Oberflaͤche des Waſſers, 685. 
Obſervatorium, hydrauliſches, D6L. 
Obturatoren, 866, 

Del, Ausfluß deſſelben, 396, 
Ordinaten, 2. 

Ordinatenacceleration, I4. 
Ordinatengeſchwindigkeit, 113. 

Ort, 73. 118. 

Oſcillation, 614. 1008, 


Alphabetifches Sachregifter. 


P. 


arabel, 3. 55. 101, 258. 269. 

arabolifche Bewegung, 102. 109. 

arabolvid, 556. 686. 

arallelepiped der Geichwindigfeiten, 100. 

arallelfräfte, 166. 

‚arallelogramm der Accelerationen, 100. 

sarallelogramm der Bewegungen, 95. 

jarallelogramm der Gefchwindigfeiten, 

Jarallelogramm ter Kräfte, 145 

3aralleltafeln, 736. 

3arameter, 17. 

zendel, balliftiiches, 659. 

Bendel , einfaches mathematifches und 
materielles, 614. 627. 

Benvel, bydrometrifches, 966. 

Benvellinje, 557. 

Benvelichlag, 615. 

Periode, periodische Bewegung , 74. 89. 

Pfähle, Einrammen derfelben, 664. 

Pfund, Zellpfund, Neupfund, 125. 

PBhoronomie, 122. 

Phoronometrifche Formeln, 87. 

Piegometer, 745. 347, 

Pitot'ſche Röhre, 964. 

Bneumatif, 133. 

Polyeder, Schwerpunft verfelben, 198. 

Boncelet’ihe Ausflugmündungen, 794. 

Boncelet’s Theorem, 308. 

Potenzfunction (z="), 12. 

PBotenzreibe, natürliche, 32, 

Princip des gleichen Drudes, 679. 
Profil, Langen- und Duerprofil, 921. 
Progreffive Bewegung, 139. 

Prony’s Waflermeßmethode, 948. 
Proſaphie und Synaphie, 729. 


Q. 


Quadratur der Curven, 46. 

Queckſilber, Ausfluß deſſelben, 896 

Querprofil der fließenden Waſſer, 921. 
925, 

Duerfhwingungen, 1014. 1036. 

Querſchnitt, 342. 642, 767. 921. 

Querſchnitt, Schwacher, gefährlicher, 461. 

Querſchnittsveränderungen, plötzliche, 
349. 
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Duotient 2, 61. 
Duotient, Differenzial deflelben, 11. 


N. 


Radwelle, 272. 533. 561. 

Rammbär, Rammflop, 664. 

Meaction des ausfliefenden Waflers, 963. 

Reactionsrad, BL 

Mectification der Gurven, 53. 

Meduction der Biegungsmomente, 398. 

Meduction der Maflen, 545. 

Meduction der Trügheitömomente, 546. 

Meduction einer Kraft, 222, 

MReductionsformel 44. 

Meflerionswinfel, Austrittswinfel, 650, 

Reibung, Neibungswideritand, 276. 

Meibung auf der jchiefen Ebene, 290. 

Neibungsarten, 277. 

Meibungscoefficient, 280, 

Meibungscoefficient der Luft in Möhren, 
915. 

Meibungscoefficient 
Rlüflen, 931. 

Meibungscoefficient des 
Möhren, 830. 

Neibungsgefege, 279. 

Reibungskegel, 282. 

Meibungswage, 284. 

Reibungswideritantshöhe, 830. 

Meibungs: oder Ruhewinfel, 281. 

Melativer Ort, relative Bewegung, 118. 

Mejultirende Kraft, Mittelfraft, 142. 
145, 161, 

Meverfionspenbel, 631. 

Mheometer, 967. 

Rippen, 444. 445, 

Möhren: und Keflelitärfen, 704. 

Moöhrenleitungen, 840. 

Röſche, 921. 

Mollen, fefte und lofe, Kraft: und Keit- 
rolle, 270. 271. 335. 567. 

Mollen der Körper, 571. 612. 

Motationsflähen und Motationsförper, 
205. 208. 209. 559. 592, 

Ruhe, abfolute, relative, 74. 

Nuhepunft, Stüußpunft, 222. 


©. 


Saiten, Schwingungen gefpannter, 1036, 
Säulen, Tragfraft derfelben, 498. 


des Maflers in 


Maflerse in 
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Schallgefhwindigfeit, 1032, 

Schaufeln oder Wiegen, 631. 

Scheer: und Schubfeitigfeit, 339. 372. 

Schieber, Schubventile, 866. 869, 

Schiefe Ebene, 239. 290. 

Sciefwinfelige Goordinaten, 47. 

Scleufen, 390. 

Scmieren, 277. 

Schneiden und Spigen, 319. 

Schubfeitigfeit, 372. 

Schubkraft, 378. 476. 

Schwerebene, Schwerlinie, 180. 

Schwerfraft, 81. 122, 131. 

Schwerpunft, 180. 

Schwerpunftsbeitimmungen, 181. 

Schwimmen, Schwimmtiefe, 711. 712, 
715. 720. 

Schwimmer, Schwimmfugel, 955, 

Schwimmitab, 956. 

Schwingung, ſchwingende Bewegung, 
614. 1008, 

Schwingungen elajtifher Stäbe, 1038. 

Schwingungen der Magnetnadel, 1021. 

Schwingungen der Saiten, 1036, 

Schwingungen des Waflers, 1045. 

Schwingungsamplisude, 1009, 

Schwingungsbogen, Echwingungsweite, 
542. 615, 

Schwingungspunft, 627, 

Schwingungszeit, Schwingungspauer, 
615. 1009. 1033. 

Schwungfraft, 574. 

Seilmafchine, 247. 

Seilpolygon, 252, 

Seilreibung, 323. 

Seitengefhwindigfeiten, 97. 

Seitenfräfte, 145. 

Sicherheitsmodul, 346. 

Sinusfunction, 38, 

Sinufoide, 39. 

Sohle, 921. 

Sondirftange, Sondirkette, 957, 

Spannfraft, 742. 

Spannung, 248, 731, 

Spannung, Horizontale und Berticalz, 
253. 

Specifiiches (eigentbümliches) Gewicht, 
129. 721, 

Sphäreid, 204. 554, 


Alphabetiſches Sachregiſter. 


Spitzzapfen, 314 
Springende Waſſerſtrahlen, 342, 
Sprode, 338, 
Stab, Schwingungen eines Stabes, 1038. 
Stabilität, Standfähigfeit, 216. 230.236. 
Stabilität fhwimmender Körper, 716. 
Stahl, gehärtet und angelaflen, 368. 
Stahlfedern, 472. 
Statif, 123, 153. 
Steifigfeit ver Seile und Ketten, 323.330, 
Steifigfeitswideritand der Hanf- und 
Drabtfeile, 331. 332, 
Steighöhe, Kallhöhe, 84. 44. 
Stereometer, 754, 
Stift, Reibung deflelben, 314. 
Stoß, verfchiedene Arten des Stopes, 
633. 634. 

Stoß, elaftifcher, 634, 
Stoß, gerader, 633, 
Stoß, unvollfommen elaftifcher, 634. 646. 
Stoß, jchiefer, 634. 648. 
Stoß des Waflers, 972 977, 94 
Stoß der Luft, 996, 
Stoffeitigfeit, 668, 671. 
Stoglinie, 633. 
Stofpunft, 658. 
Stofreibung, 651. 
Stoßzeit, 634, 
Stromgefhwindigfeitsicala, 923, 
Stromquadrant, 966, 
Stromftrih, Stromrinne, 922. 
Stüßpunft, 222, 
Subnormale, 55. 
Subtangente, 8. 34. 259. 
Symmetrieebene, Spmmetrieare, 183. 
Spymmetriihe Körper, 182. 
Sympſon'ſche Regel, 50. 138, 

T. 
Tachometer, 967, 
Tangente, Tangentenwinkel, 7. 15. 114, 
Tangentialacceleration, 112, 
Tangentialebene, 8. 
Tangensfunction, Tangentoide, 39, 
Tangentialgefhwindigfeit, 114. 
Tangentialfraft, 156. 
Taucherglode, 749. 
Tautohronismus, 625. 
Teihdämme, 698. 
Teichgerinne, 824, 388, 
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Temperatur, 759. 

Torfion, 338. 489, 

Torfionsfeitigfeit, 494. 673. 

Torftionsmoment, 490. 

Torfionspendel, Torfionsfhwingungen, 
1016, 

Torfionswinfel, 490. 

Tractorie, Zuglinie, 317. 

Träger, 430. 

Trägheit, 125. 

Trägheitshalbmeiler, 547. 

Trägheitsfraft, 125. 131. 540. 

Trägheitsmoment, 543. 

Tragkraft, Tragvermögen, 345, 417. 

Tragmodul, 346. 423. 495, 

Tragmoment, 417. 438, 

Triogonometrifche Functionen, 38. 

Trigonometrifche Linien, 40. 


u. 


Ueberfall, Wandeinfhnitt, 777. 799. 
810. 815. 880. 

Umprehungsare, 172. 214. 539. 595, 

Umbdrehungsebene, 215. 

Umbdrehungsfräftepaar, 530. 

Umbrehungszeit, 575, 

Ungleichförmige Bewegung, 74. 85. 

Ungleihförmige Bewegung des fliefen- 
den Waflers, 935, 

Umbhüllungscurve, 107. 

Urvariable, L 


V. 


Variable, veraͤnderliche Größen, L 

Ventile, 742. 745. 870. 

Verſchiebungswinkel, 496. 

Verſuchsapparat, hydrauliſcher, 892. 

Virtuelle Geſchwindigkeit, 155. 176. 
179, 242. 

Vollkommen flüffige Körper, 678. 

Bolumen, 125. 

Bolumenometer, 755. 


I. 


Mage, hyproftatifche, 722. 
MWälzendes Penvel, 631. 

MWälzende Reibung, 320. 

Wärme, 759, 
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MWärmefraft, 131, 

MWagenfedern, 473. 

MWandeinfchnitt, Ueberfall, 777. 880, 
Wafler, Ausflug deſſelben, 766. 
Waſſer, Dichtigfeit deflelben, 128. 
MWaflerdämpfe, 3. 761. 

Waſſerdruck, Hydroftatifcher, 688, 
Waflerdrud, hydrauliſcher, 774. 
Waflermenge, Waflerquantum, 766. 
MWaflermegapparat, 942, 


- Waflermefler, Wafleruhr, 986. 


MWaflerfpiegel, Oberfläche des Waflers, 
684. 731. 733, 

MWafferftand in communicirenden Röoͤh— 
ten, 689. 727. 

Mafleritrahl, 767. 787. 

Waſſerſtrahlen, fpringende, 106. 

WMWaflerwellen, 1050. 

MWaflerzoll, 949. 

Weich, 338, 

Mellen, 1028, 

MWellenberg, Wellenthal, 1051. 

Wellenhöhe, Wellenlänge, 1051, 

Mendepunft, 22. 390. 

Widerſtand des Waflers, 994. 

MWiderftände, 123. 276, 

Miderftandscoefficient, 822. 850. 

Widerſtandshöhe, 822, 

Winfelacceleration, 542. 

Winfelgefhwindigfeit, 542, 

WMWinfelhebel, 223, 

Wirfung einer Kraft, 124. 126. 

Wirkung und Gegenwirfung, 132, 223, 
633, 

Woltmann'ſcher Flügel, Flügelrad, 958, 

Wurfbewegung im luftleeren Raume, 104, 

Wurfbewegung in der Luft, 1004. 

Wurfhöhe, Wurfweite, 105. 

Wurflinie, 1004, 


8. 


Kimenes, Neibungsverfuche, 285. 
Ximenes, Waflerfahne, 967. 


3. 


Zahlenreihe, natürliche, 27. 
Zapfen, 272. 278, 812. 
Zapfenreibung, 278. 283, 
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Zerbrüdungsfeitigfeit, 342. 358, Zug, 124. 338. 
Zerfnictungsfeitigfeit, 501. Zufammendrüdung, elaftifche und per: 
Zerlegung und AZufammenfeßung ber manente, 342, 

Gefhwindigfeiten und Accelerationen, Zufammengefegte Ausflußgefäße, 873, 


99. 100. Zufammengefegte Bernegungen 9. 
Zerlegung und Zufammenfegung der Zufammengefegte Glafticität und Feftig- 
Kräfte, 142. 146. 147. 162, 174. feit, 339. 513. 


Zerlegung und Zufammenfegung der BZufammengefegte Kräfte, 142. 
Kräftepaare, 169. 
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